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Spis tresci

@ Badanie zaleznosci dwéch cech
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N - 7 =" k= regresi
Motywacja

Do oceny wspdétzaleznosci zmiennych moze by¢ uzyta analiza rozktadéw
warunkowych zmiennych okreslonych w tablicy korelacyjnej.
Poréwnanie srednich warunkowych

© Jezeli Xy = ... =X =X, to zmienna Y nie wptywa na zmienng X.
©Q Jezeliy1 = ... =yx =V, to zmienna X nie wptywa na zmienng Y.
Jesli cechy sa skorelowane, to $rednie warunkowe zmiennej uznanej za
zalezng beda rézne. Zaleznos¢ jest tym silniejsza, im mocniej rézne
wartosci przyjmowane przez ceche niezalezng réznicuja Sredni poziom
wartosci cechy zalezne;.
Uwaga 1

Srednie warunkowe cechy zaleznej mozemy traktowac jako funkcje wartosci
cechy niezaleznej (funkcje regresji | rodzaju).
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne dyskretne. |

Definicja 1
Warunkowa wartoscig oczekiwang zmiennej X pod warunkiem {Y = y;},
oznaczang E(X|Y = y;), jest liczba wyrazona wzorem

K
ZX,‘P(X =xlY =y;).
i=1

Warunkowa wartoscig oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem {X = x;},
oznaczang E(Y|X = x;), jest liczba wyrazona wzorem

/

Y YiP(Y = yilX = x).
j=1
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne dyskretne. |l

Twierdzenie 1
Mamy

k
E(X|Y =y) = ZX;p,-U.
i=1
oraz

I
E(Y\X = Xi) = Z)’jpj\i-
j=1
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne ciggte. |

Definicja 2
Warunkowa wartosciag oczekiwang zmiennej X pod warunkiem {Y =y},
oznaczang E(X|Y = y), jest liczba wyrazona wzorem

—+00

/ xf(x|y)dx.

—00

Warunkowa wartoscia oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem {X = x},
oznaczang E(Y|X = x), jest liczba wyrazona wzorem
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne ciggte. Il

Uwaga 2

Przypomnijmy definicje gestosci warunkowej:

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad ciagty z
gestoscig f tzn. f jest funkcja dwéch zmiennych x i i y. Gestoscia
rozktadu warunkowego X pod warunkiem Y =y nazywamy funkcje
okreslona dla x € R wzorem

f(x.y)
f(xly) = { ey 8 Fr(y) >0
0 w p.p.

o
gdzie fy(y) = [ f(x,y)dx jest gestoscia rozktadu brzegowego Y .
— 00

Analogicznie definiujemy gestoscia rozkfadu warunkowego Y pod
warunkiem X = x.
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Funkcje regresji | rodzaju. |

Definicja 3

Funkcja regresji | rodzaju zmiennej X wzgledem zmiennej Y nazywamy

warunkowg wartosc¢ oczekiwang zmiennej X jako funkcje wartosci zmiennej
Y wyrazona wzorem

mi(y) := E(X|Y = y;) dla zmiennej Y dyskretnej, (1)
my(y) := E(X|Y = y) dla zmiennej Y ciagfej. (2)
Wyktad 09
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Funkcje regresji | rodzaju. Il

Definicja 4

Funkcja regresji | rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X nazywamy

warunkowa wartosc¢ oczekiwang zmiennej Y jako funkcje wartosci zmiennej
X wyrazong wzorem

mp(x) :

ma(x) :

E(Y|X = x;) dla zmiennej X dyskretnej, (3)

E(Y|X = x) dla zmiennej X ciagtej. (4)

Uwaga 3
@ Empiryczna krzywa regresji cechy X wzgledem cechy Y jest to
famana faczaca punkty (Xj,y;) dlaj=1,...,1.

©Q Empiryczna krzywa regresji cechy Y wzgledem cechy X jest to
famana faczaca punkty (x;,y;) dlai=1,... k.
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Stosunki korelacyjne zmiennych

Jezeli regresja zmiennych jest nieliniowa, to do pomiaru sity zaleznosci

cech wykorzystuje sie tzw. stosunki (wskazniki) korelacyjne wykorzystujace
funkcje regresji.

Wykorzystujac w tym celu zaleznodci
E((Y —E(Y))?) = E((ma(x) —E(Y))*) +
E((X —E(X))?) = E((m(y) —E(X))*) +E((X — m(y))?).

mamy

VE m2<x OF _ ;50 nF
o7
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N L
Motywacja

W celu stwierdzenia, czy istnieje zaleznosé¢ miedzy cechami i okreslenia jej
sity dla zmiennej uznanej za zalezng mozna przeprowadzi¢ analize
wariancji.
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Dla zmiennej X.

Dokonujemy podziatu catkowitej sumy kwadratéw odchylen od $redniej na
sume kwadratéw miedzygrupowa i wewnatrz grupowa tj.

(xi —%)% - nj, ~ (5)

M~
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|
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|
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|
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1i=1

i=1 Jj=1 J

gdzie X srednia w brzegowym rozktadzie cechy X, X; srednie w
warunkowych rozktadach cechy X.

Pierwszy sktadnik sumy po prawej stronie jest to zréznicowanie
wyjasniajace regresje, a drugi to zréznicowanie nie wyjasniane regresja.
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Dla zmiennej Y.

k

/ k
SUESISITED S B LE $) S /B N
j=1

i=1 i=1j=1

Uwaga 4

Zréznicowanie nie wyjasniane regresja reprezentuje rozrzut indywidualnych
wartosci zmiennej uznawanej za zalezng wokét empirycznej linii regresji.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 09 13 /42



Definicja stosunkéw korelacyjnych. |

Definicja 5

Wskaznikiem (stosunkiem) korelacyjnym zmiennej zaleznej X wzgledem
zmienne Y nazywamy liczbe ey, taka, ze

SEoXon % N6 x)n
e, =17 —1-2= (7)
S (xi— x)2 S (x — %)

Il

—
Il
N
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Definicja stosunkéw korelacyjnych. Il

Definicja 6

Wskaznikiem (stosunkiem) korelacyjnym zmiennej zaleznej Y wzgledem
zmienne X nazywamy liczbe e, taka, ze

k k
> (vi _Y)z n; Zl Zl(yj .yl)2nlj
=1 i=1j=
e = —1-= (8)
> (v —¥)-n, _Zl(yJ ~¥)?-n;
J= Jj=

Uwaga 5

@ Poniewaz €2, € [0,1] i e, € [0,1], wiec ey, eyx € [0,1].
@ Stosunki korelacyjne e, i ey nie muszg byc¢ réwne.
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. |
Bedziemy weryfikowa¢ hipoteze, ze zmienna losowa X w populacji
generalnej jest niezalezna od zmienngj Y.
Hipoteze traktuje sig, jako przypuszczenie, ze stosunek korelacyjny
zmiennej X wzgledem zmiennej Y w populacji generalnej réwne s3 zero.
Mamy wiec

Ho . Tixy = 0

Hq - Nxy > 0.

W celu weryfikacji tej hipotezy stosowana jest statystyka
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. Il

gdzie n jest liczebnoscig préby, / liczba warunkowych rozktadéw zmiennej
X, ey, stosunek korelacyjny z préby.

Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to statystyka F ma rozktad

Fishera-Snedecora o / — 1 stopniach swobody licznika i n — [ stopniach
swobody mianownika.

Dla poziomu istotnosci v obszar krytyczny okreslony jest przez zaleznos¢

P({F > F,}) = .
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. Il

Uwaga 6

W przypadku weryfikowani hipotezy, ze zmienna losowa Y w populacji

generalnej jest niezalezna od zmiennej X mamy nastepujace hipotezy
(zerowa i alternatywna):

Ho : Nyx = 0,
Hy : MNyx > 0.

A w celu weryfikacji tej hipotezy stosowana jest statystyka

F — k—1
- 2
1—ey,
n—k
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. IV

gdzie n jest liczebnoscia préby, k liczba warunkowych rozktadéw zmiennej
Y, eyx stosunek korelacyjny z préby.
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Miara sity korelacji nieliniowe]

W przypadku nieliniowej zaleznosci warto$¢ wspdtczynnika korelacji jest
nizsza niz powinno to wynikaé z sity zwiazku miedzy cechami.
Miarg sity korelacji nieliniowej sg stosunki korelacyjne:

fﬁx)’ = e)%y - r2 (9)
My = € — 17, (10)
gdzie m,,, my, € [0, 1].
Im blizsze jednosci s3 wartosci tych wskaznikéw, tym bardziej zwigzki
miedzy cechami odchylaja sie od zaleznosci liniowej.
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Spis tresci

9 Klasyczny model regresji liniowej
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I ARy <o iovanie modelu
Motywacja

Ostateczny cel analizy regresji to narzedzie predykcji, czyli przewidywanie
jakie wartosci przyjmie zmienna zalezna przy ustalonych wartosciach
zmiennej (zmiennych) uznanych za niezalezng (niezalezne).

Stosowana jest konstrukcja tzw. modeli regresji, ktore wyjasniag w sposdb
analityczny ksztattowanie sie wartosci jednej zmiennej losowej pod
wptywem innej lub innych zmiennych losowych.

Sposréd wielu mozliwych postaci modelu regresji podstawowe znacznie ma
tzw. model klasycznej regresji liniowej.
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Klasyczny model regresji liniowej — przypadek
dwuwymiarowy

Model

Dla kazdej ustalonej wartosci jednej zmiennej losowej (np. X - zmienna
niezalezna) druga zmienna losowa (Y - zmienna zalezna) ma warunkowy
rozktad z wartoscig oczekiwang

E(Y[X = x) = Bix + Po, (11)

gdzie funkcja regresji /-go rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X jest
liniowa (/1 — wspdtczynnik regresji liniowej)
oraz stata wariancje

D?(Y|X = x) = 0° (12)

niezalezna od x. )
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I ARy <o iovanie modelu
Uwaga

© Zmienna Y traktujemy jako zmienna zalezna, a zmienng X jako
niezalezna.

© Wspdtczynnik regresji liniowej (31 jest wielko$cig o jaka zmienia sie
warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej Y, gdy x wzrasta o
jednostke.

© Istota klasycznego podejscia do zagadnienia regresji jest traktowanie
wartosci zmiennej niezaleznej, jako wartosci z goéry ustalonych, czyli
nielosowych.
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Klasyczny model normalnej regresji liniowej

Oprécz klasycznego modelu regres;ji liniowej bedziemy rozwazaé jeszcze
jeden model.
Definicja 7

Jezeli oprécz warunkéw (11) i (12) bedziemy zaktadac, ze rozktady
warunkowe zmiennej Y sa normalne, tzn. Y dla X = x ma rozkfad
N (B1x + Bo, o), to bedziemy méwili wtedy o klasycznym modelu
normalnej regresji liniowej.
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Alternatywne sformutowanie klasycznego modelu regres;ji
liniowej. |

Niech ciag par (x1, Y1), (x2, Y2), ..., (xn, Y») bedzie n - elementowa préba
losowa z populacji dwuwymiarowej, stanowigca podstawe estymacji
parametréw badanej zalezno$ci (wartosci zmiennej X sa w prébie

ustalone).
Ksztattowanie sie wartosci Y; w probie mozna wyjasni¢ nastepujaco

Yi =E(Y|X = x;) +¢i = fixi + o + i, (13)

gdzie i € 1,n i &; s3 zmiennymi losowymi takimi, ze

Vieﬁ E(ei) =0 (14)
Vietm D*(ei) = 0%, (15)
cov(ej, ;) = 0 dla dowolnych i # j. (16)
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Alternatywne sformutowanie klasycznego modelu regres;ji
liniowe;j. |l

Jest to alternatywne sformutowanie klasycznego modelu regresji liniowej Y
wzgledem X.
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Alternatywne sformutowanie klasycznego modelu normalnej
regresji liniowe]

Jezeli warunki (13), (14), (15), (16) uzupetnimy o zafozenie, ze ¢;, dla
i € 1, n, maja rozktad N (0, c), to otrzymujemy klasyczny model normalnej
regresji liniowej zmiennej Y wzgledem zmiennej X.
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Réwnowaznos¢é warunkow modeli

E(Y;) = E(Bix;i + fo+ i) = fixi + Bo + E(e))
= [1x + Bo,

gdzie w pierwszej réwnosci skorzystalismy z (13), w drugiej z liniowosci
wartosci oczekiwanej i faktu, ze wartosci zmiennej niezaleznej sg nielosowe
(deterministyczne), a w trzecie z (14).
Podobnie wykorzystujac (15) otrzymujemy

D*(Y;) = E[Yi—E(Y)] =E[Y; - Buixi + Bo]” = E(e}) = 0.

1
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_ Estymacja parametréw klasycznego modelu regres;ji liniowej
Estymacja parametréw 31 i (3p. |

Zatézmy, ze w populacji dwuwymiarowej (X, Y) pobieramy n - elementowa
prébe (x1, Y1), (x2, Y2), ..., (xn, Yn). Wyniki konkretnej préby

(x1, 1), (x2,¥2), - - ., (Xn, ¥n) mozna przedstawi¢ w uktadzie wspdtrzednych
otrzymujac w ten sposéb wykres rozrzutu punktéw empirycznych.
Szukamy wykresy prostej "najlepiej dopasowanej” do otrzymanych
punktéw, stosujac metode najmniejszych kwadratéw (MNK).

Bedziemy minimalizowaé funkcje

SSE = SSE(31, Bo) = Ze —Z[Y (Bxi+B). (17)

Uwaga 7
Nazwa funkcji SSE jest skrétem angielskiej od ,,Sum of Squares of Errors”.J
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_ Estymacja parametréw klasycznego modelu regres;ji liniowej
Estymacja parametréw (31 i (3p. Il

Liczac pochodne czastkowe i przyréwnujac je do zera (warunek konieczny
istnienia ekstremum) otrzymujemy

6%ISSE =-2> x(Yi—fixi— o) =0

=1
3%0555 =2 El(yi — Bixi — Bo) =

Zastepujemy parametry 31 i (g ich estymatorami BI i BB otrzymujac

ZX/Y/ /BIZX —"_/BOZXI
EY ﬁlle‘i‘nﬁo

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 09

31/42



Estymacja parametrow 31 i 3y. Il

Pierwsze réwnanie przeksztatcamy, a z drugiego réwnania wyznaczamy
parametr 5y mamy

-3 01 (6) (5) 3 ()
- T =V i -

Z pierwszego réwnania wyznaczamy parametr 31 otrzymujac

Zn:XZ—l(Xn:X,'>2
="\~
Bo=Y — X
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_ Estymacja parametréw klasycznego modelu regres;ji liniowej
Estymacja parametréw 31 i (y. IV

Ostatecznie otrzymujemy

n

> (i =X)(Yi=Y)

o~

__i=1
ﬁl - n
> (xi—x)?
—~ =
fo=Y — Bix
Dzielac przez n licznik i mianownik w pierwszym z réwnan mozemy zapisaé
inaczej rozwigzania

BI _ covgg,Y)
Bo=Y — X

Otrzymane wzory przedstawiaja estymatory parametrow 31 i Sy metoda
MNK.
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Twierdzenie Gaussa-Markowa

Witasnos$ci estymatoréw parametréw (31 i By przedstawia twierdzenie
Gaussa-Markowa.

Twierdzenie 2

W klasycznym modelu regresji liniowej najefektywniejszym nieobcigzonym
estymatorami wspdofczynnikdéw regresji sa estymatory uzyskane metoda
najmniejszych kwadratéw.
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Odchylenia standardowe estymatoréw Bii B

Miarg wielkosci btedu losowego przy estymacji parametru przy pomocy
estymatora jest odchylenie standardowe estymatora nazywane réwniez
standardowym btedem oceny parametru.

W naszym przypadku mamy

— 2
D(5) = |57 (18)
> (% —x)?
i=1
_ 03 %P
D(Bo) = —= (19)
n Y (xj —x)2
i=1
35 /42
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@ Obie wielkodci zalezg od o2.

© Obie wielko$ci zalezg od liczebnosci proby n.

© Obie wielkosci zalezg od rozproszenia w prébie obserwowanych
n

wartoéci zmiennej niezaleznej > (x; — X)?
i=1
2

© Moga by¢ oszacowane dopiero po oszacowaniu <.
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Teoretyczne wartosci zmiennej Y i reszty modelu. |

Liniowa funkcja regresji po oszacowaniu parametréw na podstawie proby

wyraza sie wzorem
Yi = Bixi + Bo.
Definicja 8
Wartosci Y nazywamy teoretycznymi wartosciami zmiennej Y .
Definicja 9
Zmienne losowe e;, dla i € 1, n, zadane warunkiem
e :=Yi—Yi

nazywamy resztami modelu lub residuami.
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IS ORI - ocio porometsow Kasycanego modelu reresi o

Teoretyczne wartosci zmiennej Y i reszty modelu. Il

Biorac réwnanie
n P n -
S Yi=p61Y xi+ npho,
i=1 i=1

widzimy, ze
n n

S Yi=> V. (21)

i=1 i=1

Stad suma reszt model spetnia réwnanie

i e =0. (22)
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Rozwazajac rownanie okreslajace estymator BE otrzymujemy nastepujacy
fakt

Fakt 1
Wykres funkcji regresji z préby przechodzi przez punkty (X,Y). J
Wyktad 09
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Estymacja o2

Podstawg estymacji wariancji sktadnikéw losowych o2 s3 reszty
e=Yi—Y.

Obliczajac
n n n - n 2
EQ ef) = EQ_Y?-2>) ViVi+> Vi) =...
i=1 i=1 i=1 i=1
= o%(n—2).

Tak wiec nieobcigzonym estymatorem parametru o2 jest wariancja reszt

n
> €
2
s2=! . 23
e n— 2 ( )
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_ Estymacja parametréw Klasycznego modelu regresji liniowej
Estymacja ]D)(B\l), ]D)(E))

Natomiast odchylenie standardowe reszt

mozna wykorzysta¢ do estymacji standardowych btedéw ocen parametréw
Bu i Bo, czyli D(By) i D(Fo).

Otrzymujemy wtedy

5 (24)
B =1
Sp= |~ (25)
ny (xi —X)
=1
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© Doktadno$é estymacji parametréow 31 i By jest tym wieksza,

@ im mniejsza jest wariancja reszt,
@ im wieksza jest préba,
@ im wiekszy zakres zmienno$ci zmiennej niezaleznej X.
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