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Zadanie 1. Dany jest tanicuch Markowa, ktory moze przyjmowaé wartosci 1,2,...,9,10. Prawdopodo-

bienstwa przeskoku do kazdego stanu sqg rowne. Znajdz stan stacjonarny.

Zadanie 2. Mozliwe stany laricucha (X,,)22, to 1,2,3, a jego macierz przejscia to

02 0 08
P=107 03 0
0 04 06

Obliczyé

a) P(Xo=1),0ile P(Xo=1)=1,

b) P(Xs=1),0ile P(Xo=2)=1,

c) P(Xqo =2), jezeli start z dowolnego stanu jest jednakowo prawdopodobny.

Zadanie 3. Poklasyfikowaé stany laricucha (istotne-nieistotne, pochlaniajgce, powracajgce-chwilowe),
znalezé wszystkie zamkniete zbiory stanow i zbadaé, czy lancuchy sq nieprzywiedine, jezeli dane sg ma-

cierze przejscia tych tancuchow:

03 07 O 0 0

0 1 0

02 0 0.8 07 03 0 0 0
1 0 0

a) 0.7 03 0|, b , ¢ |l0 0 02 0 08
05 05 0 0

0 04 06 0 0 02 02 0.6
03 03 04 0

0 0 05 0 05

Zadanie 4. W pierwszej urnie sq 4 biate kule, a w drugiej urnie -4 czarne. W kazdym kroku losujemy
po jednej kuli z kazdej urny i zamieniamy je miejscami. Niech stan procesu oznacza liczbe bialych kul w
pierwszej urnie. Opisac¢ macierz przejscia tego lancucha. Rozwigzacé analogiczne zadanie, gdy kazda urna

zawiera N kul.

Zadanie 5. Zalézmy,ze mozliwymi stanami laricucha (Yy,) sq tylko 0 i 1, a macierz przejicia wyglgda

nastepujqgco:
11—« «
P= a+3>0.
5 1ﬂ]
Niech P(Yy = 0) = p. Wykazad, ze
p g
P, =0)= l—a—-0)"p-— .
(Ma=0)= 25+ -a-)" (p-



Jak mozna ,fizycznie” opisac proces o takiej macierzy przejécia?

Zadanie 6. W ciggu prob Bernoulliego mowimy, Ze w chwili n > 2 uklad jest w stanie Fy, gdy doswiad-
czenia o numerach n—1 oraz n daly cigg SS (sukces, sukces). Podobnie stany Eo, E3 oraz E4 okreslone

sq przez SP, PS, PP. Wyznaczyé macierz przejécia P oraz P2 tego laricucha.
Zadanie 7. Pokazaé z definicji, Ze wszystkie stany taricucha z zadania 6 sq powracajgce.

Zadanie 8. Czgsteczka z polozenmia i € 7Z skacze do i + 1 z prawdopodobienstwem p lub do i — 1 z
prawdopodobieristwem 1 — p. Obliczyé poo(3), poo(4) oraz poo(n).

Zadanie 9. Zaldozmy, ze tgczny kapital graczy A © B wynosi k PLN. W pojedynczej grze gracz A wygrywa
zlotowke od gracza B z prawdopodobienstwem p, a przegrywa z prawdopodobienstwem 1 — p. Za kazdym
razem, gdy dany gracz przegrywa ostatniq zlotowke przeciwnik oddaje mu jg z prawdopodobienstwem cv.
ZnaleZé macierz przejscia dla tancucha, ktory opisuje kapital gracza A. Zalézimy, Ze na poczgtek gracz A
dostaje © PLN z prawdopodobienstwem k%rl, 0 < i < k. Jakie jest prawdopodobienstwo ruiny gracza A w
dwdch grach?

Zadanie 10. Czgstka porusza sie miedzy stanami 0,1,2,3,4 w taki sposdb, Ze:

- ze stanu 1 moze przejsé do stanow 0,2,4 z prawdopodobienistwem %,

- ze stanu 2 moze przejsé do stanow 0,1,3 z prawdopodobienstwem %,

- ze stanu 8 moze przejsé do stanow 0,2,4 z prawdopodobieristwem %,

1

- ze stanu 4 moze przejs$é do standw 0,1,3 z prawdopodobieristwem 3,

- po dotarciu do stanu 0 pozostaje w nim na zawsze.

a) Napisaé macierz przejscia.

b) Pokazal z definicji, Ze stany 1-4 sq chwilowe.

¢) Dlan > 1 obliczyé fio(n) = P(X1#0,X2#0,...,X,,-1 #0,X, =0/Xo =1).
d) Pokazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 stan 0 pochlonie czgstke.

Zadanie 11. Laricuch ma nieskoriczong przestrzern standéw S = {s1, sa,...}. Pierwszy wiersz macierzy
przejécia P ma postad [a1az .. .|, a w pozostalych wierszach p;;—1 =1, i > 2. Udowodnié, Ze stan s1 jest

powracajgcy. ZnaleZé wszystkie ciqgi (ayn) dla ktérych
a) wybrany stan sy jest powracajacy,
b) wszystkie stany sq powracajgce.

Zadanie 12. Pierwsza kolumna macierzy przejécia P laricucha o przestrzeni standw S = {0,1,2,...}
ma postaé [qo q1 - ..], natomiast p; ;11 =1—q; dlai=0,1,2,.... Badajgc stan 0 wykazal, Ze

a) g = (%)Hl to wszystkie stany sq chwilowe,

b) ¢ = % to wszystkie stany sq powracajgce.

Zadanie 13. ZnaleZ¢ wszystkie rozklady stacjonarne taricucha o macierzy przejscia

1 1 1 1 1 1 2
2 3 00 5 3 3 0 3 3 00

1 1 1 1 1 1 3
|22 % plz s Ol Hqaa 00
00 3 3|’ 3 0 3 5|’ 00 3 3
1 1 1 1 1 4 1
2 0.0 3 0 35 3 3 00 35 3



Zadanie 14. Zbadac kiedy istnieje rozkiad stacjonarny dla tancucha z zadania 6. ZnaleZé ten rozklad w

przypadku, gdy
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a) a;
b) a; =

Zadanie 15. Dia jakich p lanicuch z zadania 5 jest stacjonarny? Kiedy laricuch ten jest ergodyczny?
Obliczyé E(Y3) oraz lim E(Y,).

n—oo

Zadanie 16. Uzasadnié, Ze dla p,q > 0 takich, ze p+ q = 1 laricuch o macierzy przejscia

o R
< B ~ ]

p
0
q
jest ergodyczny i wyznaczyé prawdopodobienstwa ergodyczne.

Zadanie 17. Larncuch ma macierz przejscia

04 06 O 0
03 07 O 0
0.1 05 02 0.2
0.3 03 03 0.1

Wykorzystujgc wlasnosci stanéw obliczyé lim p;;(n) dla wszystkich i, j.
n—oo

Zadanie 18. W ciggu doswiadczen Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p mowimy, ze w chwili
n uklad znajduje sie w stanie 0, gdy n-te doswiadczenie dalo porazke, a w stanie k € {1,2,3,...,n}, gdy
ostatnia porazka nastgpila w chwili n—k (zerowe doswiadczenie uwazamy za porazke). Innymi slowy, stan

w chwili n to dlugo$é nieprzerwanej serii sukceséw, konczgeej sie w chwili n. Obliczyé p; = lim p;;(n).
n—oo

Zadanie 19. Niech P bedzie macierzq rozmiaru n X n podwdjnie stochastyczng, tzn. takq, w ktorej
zarowno suma kazdego wiersza jok i kazdej kolumny jest rowna 1. ZnaleZé rozklad stacjonarny lancucha
o takiej macierzy przejscia.

WSKAZOWKA — zobacz np. zad. 13 a), b).

Zadanie 20. Niech P bedzie macierzq przejscia tancucha Markowa o n stanach. Pierwszy wiersz tej
macierzy sklada sie z elementéw p1,pa, ..., Pn, @ nastepne wiersze powstajg z niego przez cykliczne prze-
suniecie, tzn. drugi wiersz ma postac ppn,Pi,---,Pn—1, trzeci wiersz ma postaé pn_1,Pn,P1s - - - » Pz itd,
a ostatni ma postaé pa,ps3, ..., Pn,p1- Czy ten lanicuch jest ergodyczny tzn. czy istnieje granica lim P™?
Jezeli tak to obliczyé prawdopodobienstwa ergodyczne. e

Zadanie 21. W pudelku A jest szesé kul ponumerowanych liczbami od 1 do 6, a pudetko B jest puste.
Wykonamy 1000000 rzutow kostkq © po kazdym rzucie przeltoZymy kule o wylosowanym numerze do

drugiego pudetka. Obliczyé przyblizone prawdopodobiernistwo tego, Ze pudetko A bedzie puste.

Zadanie 22. Szachista A jest bardzo odporny psychicznie i miezaleinie od wynikéw poprzednich gier
wygrywa kolejng partie z prawdopodobienstwem p, remisuje z prawdopodobienstwem r lub przegrywa z

prawdopodobienstwem q. Szachista B jest stabszy psychicznie:

- jezeli poprzednig partie przegral to wygrywa kolejng partie z prawdopodobieristwem p —e > 0,

remisuje z prawdopodobienstwem r lub przegrywa z prawdopodobienstwem q+¢ < 1,



- jezeli poprzedniq partie zremisowal to wygrywa kolejng partie z prawdopodobienstwem p, remisuje

z prawdopodobienistwem r lub przegrywa z prawdopodobieristwem q,

- jezeli poprzedniq partie wygral to wygrywa kolejng partie z prawdopodobienstwem p+e < 1, remisuje

z prawdopodobienstwem r lub przegrywa z prawdopodobienstwem q — & > 0.
Zatozmy, ze gracz B ostatniq partie przed turniejem zremisowal.
a) Ktory z graczy w dlugim turnieju (kilkadziesigt partii) osiggnie lepszy wynik?
b) Jak odpowied? do a) zalezy od €?
¢) Czy odpowied? do a) zalezy od wyniku ostatniej partii gracza B przed turniejem?

Zadanie 23. Niech (X,,)2%, bedzie taricuchem Markowa, przy czym p;; = P(Xp41 = j| X, = 1). Za
pomocg liczb p;; opisaé prawdopodobienstwa P(X,, = j|X,41 =1) oraz P(X,, = j| X, .42 = k).

Zadanie 24. Dana jest macierz przejscia w jednym kroku taricucha Markowa:

i 300
i 0§ 0
§ 0.0 g
500k

Czy ten lanicuch jest okresowy? Czy jest ergodyczny (to znaczy, czy istnieje granica lim P™)? Jesli tak,

to obliczyé rozklad stacjonarny.

Zadanie 25. * Niech (X,,)22, bedzie laricuchem Markowa. Czy proces (X2,)%2 1 (gdzie wystepujq tylko
zmienne o indeksach parzystych) jest lavicuchem Markowa? Jesli odpowiedz brzmi TAK, to udowodnid

to, jesli brzmi NIE, to wskazac kontrprzykiad.

Zadanie 26. * Ergodyczny lanicuch Markowa o dwdch stanach ma rozklad stacjonarny (p,1 —p), 0 <

p < 1. Jak wyglgda macierz przejscia tego tarnicucha?

Zadanie 27. Wykaz, Ze relacja komunikowania sie jest relacjg réwnowaznosci. Jak wygledajq klasy

réownowaznosci tej relacji?

Zadanie 28. Okresl wszystkie stany powracajgce i przejsciowe w tancuchu Markowa z macierzq przej-
Scia P.

Zadanie 29. Wykaz, zZe proces Markowa jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje N takie, Ze
P™ >0 dla kazdego n > N.

Zadanie 30. Rozwaz problem ruiny gracza, w ktorym gracz gra tak dlugo, az stracily dolarow lub wygra
ly dolaréw (zaczyna z pulg 0 dolaréw, w kazdej rundzie wygrywa dolara i traci dolara z jednakowym

prawdopodobiernstwem). Udowodnij, Ze:
1. prawdopodobienistwo wygrania l1 dolaréw wynosi lllTllz’
2. warto$¢ oczekiwana liczby rozegranych rund wynosi lils.

Zadanie 31. Macierz prawdopodobienstw przejscia w pojedynczym kroku w tancuchu Markowa o trzech
stanach {E1, E2, E3} jest postaci

p 0
0 p
0 q p

gdzie q €]0,1[ oraz p = 1 — q. Zaldzmy, iz po nieograniczenie rosngcej liczbie krokéw rozklad prawdopo-

q
q

dobieristwa na przestrzeni standw zbiega do P(E1) = &, P(Ey) = 2 oraz P(E3) = 3 . Obliczy¢ q.



Zadanie 32. Larcuch Markowa ma przestrzer standw {eq, ea, €3, e4} i macierz prawdopodobieristw przej-

Scia
0 0 0 1
1 0 0 O
0.5 02 0 0.3
0 1 0 0

Rozklad poczgtkowy (w chwili 0) jest wektorem [0.5 0 0.5 0]. Z jakim prawdopodobieristwem laricuch w

chwili 100 znajdzie sie w stanie ey ?

Zadanie 33. Lancuch Markowa ma przestrzen standw {ey, ea, es} i macierz prawdopodobienstw przejscia

ol O Wi
Wl = Wl
V= O Wi

Zaktadamy, ze w chwili 0 tanicuch znajduje ste w stanie e;. Niech T' oznacza chwile, w ktorej tancuch po

raz pierwszy znajdzie sie w stanie es. Wyznaczyé warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej T .

Zadanie 34. Macierz przejscia laricucha Markowa o stanach {E1, Es, E3, E4} jest réwna:

S O W= =
o w- O O
O wN= O
= we O O

Niech P™(2,1) bedzie prawdopodobienistwem, ze laricuch po wykonaniu n krokdéw znajdzie sie w stanie Ey,

jesli w chwili poczatkowej znajdowal sie w stanie Eo. Obliczyé lim P™(2,1).
n—oo

Zadanie 35. fancuch Markowa ma dwa stany: E1, Eos i macierz przejscia

0 1
0.5 0.5]°

Niech X,, oznacza stan, w ktérym znajduje sie laricuch po dokonaniu n krokéw (n =0,1,...). Funkcje f

na zbiorze standw okreslamy wzorem f(E;) =14 dla i = 1,2. Obliczyé granice nh_)rr;o Cov(f(Xy), f(Xnt1))-

Zadanie 36. Laricuch Markowa ma przestrzen standw {Ey, Ea, Es} i stalg macierz prawdopodobienstw

przejscia

o = O
Ol O =
vlw O O

W chwili poczgtkowej jestesmy w stanie Es. Jakie jest prawdopodobienistwo przebywania w stanie E1 po

dwustu krokach.

Zadanie 37. Rozwazamy laricuch Markowa X1, X, ... na przestrzeni stanéw {1,2,3} o macierzy przej-
Scia
11—« «a 0
P= Ié; 1-8 0
0 1 0
(9dzie Pjj = P(Xp41 = j|Xn = 1) dla i,j = 1,2,3). Zaldimy, Ze rozklad poczqtkowy laricucha jest
wektorem
B o o
B+2a—af b+2a—af B+ 2a—af

(9dzie m; = P(X7 =1) dlai=1,2,3). Obliczyé¢ P(X3 =1|X; #1,X5 #1).

m =



Zadanie 38. Rozwazmy laricuch Markowa (X)) o dwdch stanach: ,17 i ,27, ktdry ma nastepujgcg

macierz prawdopodobienstw przejscia:

P =

Wl =
W M=

(oczywiscie, element P;; stojgcy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tej macierzy oznacza P(Xp11 = j| X, =
i)). Zalézmy ponadto, zZe P(Xo = 1) = 1. Obliczyé lim P(X,, = 1|X,11 =2).
n—oo

o0

Zadanie 39. Rozwazmy laricuch Markowa (X)) o trzech stanach 17, ,2” i ,87, ktéry ma nastepu-

jacg macierz prawdopodobienstw przejscia

W Wl N
o O vl
W wo O

(oczywiscie, element P;; stojgcy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tej macierzy oznacza P(Xp11 = j| X, =
i)). Zaléimy ponadto, ze P(Xo = 1) = &, P(Xo =2) = 1 i P(Xy = 3) = . Obliczy¢ Jim P(Xp =
11X, = 2).

Zadanie 40. Rzucamy symetryczng monetq tak diugo, az w dwdch kolejnych rzutach pojawiq sie ,reszki”.
Obliczyé wartosé oczekiwang liczby wykonanych rzutéw.

WSKAZOWKA : jesli w rzucie numer n jest orzel to przyjmijmy, ze ,uklad jest w stanie 0. Jesli w rzucie
numer n jest reszka a w rzucie n—1 byt orzel, to ,uklad jest w stanie 1”. Konczymy, gdy ,uktad znajdzie
sie w stanie 27. W ten sposéb definiujemy tanicuch Markowa. Rozpatrzeé warto$é oczekiwang liczby rzutéow

w zaleznosci od stanu ukladu.)

Zadanie 41. Rozwazamy lancuch Markowa X1, Xs, ... na przestrzeni standw {1,2,3} o macierzy przej-
Scia
3 2 0
P=11 0 3,
0 1 0

(gdzie P;; = P(Xp41 = j| X, = 1) dlai,j = 1,2,3). Zaldimy, ze rozklad poczgtkowy laricucha jest

241
T= |- - =
993

(gdzie m; = P(X7 =1) dlai=1,2,3). Obliczyé¢ P(X3=1|Xs #1,X; #1).

wektorem

Zadanie 42. Macierz prawdopodobieristw przejécia w jednym kroku dla laricucha Markowa (X,,)22, o

trzech stanach {1,2,3} jest postaci

P =

W= N[ W=
O N W=
Wy O wik

(oczywiscie, element P;; stojgcy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tej macierzy oznacza P(Xp11 = j| X, =
1)). Obliczyé lim Cov(X,, X,11).
n—oo



