Cwiczenia pierwsze 1 drugie”
Procesy stochastyczne
kierunek: matematyka, studia II°
specjalnosé: matematyka finansowa

dr Jarostaw Kotowicz

Zadanie 1. Udowodnié fakty podane na wykladach.

Zadanie 2. Zmienna losowa (X,Y) ma gestosé g(z,y) = %exp (=z(y + 1)) Iizso,y>01- Wyznaczyé
E(Y|X) oraz E(Y?|X).

Zadanie 3. Niech 2 = [0,1] ipmwdopodobienstwo na ) zadaje miara Lebesque’a. ZnajdZ warunkowq
warto$é oczekiwang E(f|F), gdzie F =0 ([0, ] QN[0,1]) oraz f: Q@ =R,

f2) = —Vvz ze€Qn]0,1]
vz 2¢Qnlo,1]’

Zadanie 4. Niech Q =[0,1], ¥ bedzie o-cialem zbioréw mierzalnych ), za$ P bedzie miarg Lebesque’a
na [0,1]. Wyznaczyé E(f|H), gdzie f(x) = x i H jest o-cialem generowanym przez

£ {0, 31,13 1))
2. {[0,qa],[b,1]}, gdzie a,b € R;
Rozwazyé w punkcie (2) rézne warianty odpowiedzi.
Zadanie 5. Niech T bedzie momentem stopu wzgledem filtracji (Fp)n>1. Czy
1. 272,
2. TVn,
3. 73,
b+ D)
sg momentami stopu wzgledem tej filtracji?

Zadanie 6. Niech T i o bedg momentem stopu wzgledem filtracji (Fp)n>1. Udowodnié, zZe zdarzenie
{T < o} nalezy jednoczesnie do Fr i do F,.

Zadanie 7. Pokazad, ze jezeli mamy (Tn)n>1 cigg momentéw stopu wzgledem filtracji (Fp)n>1, to

1. sup 7,
n

2. inf 7,,
n

3. limsup 7,,
n

4. liminf 7,
n
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sg momentams stopu.

Zadanie 8. Niech 11 i T2 bedg momenty stopu wzgledem filtracji (Fp)n>1. Pokazaé, Ze wtedy mamy
‘7:7'1/\7'2 :‘7:7'1 ﬂsz'

Uwaga 1. W KOLEINYCH ZADANIACH USTALONA JEST PRZESTRZEN PROBABILISTYCZNA (Q, X, P),
DANA JEST FILTRACJA (F,)ner.PONADTO T JEST PODZBIOREM ZBIORU LICZB CALKOWITYCH, O ILE
NIE JEST POWIEDZIANE INACZEJ.

Zadanie 9. Niech cigg (X, )ner bedzie (Fy,)-martyngalem. Zbadaj, czy cigg zmiennych losowych (Y, )ner,
gdzie Y, = cos(nX,,), tez jest (F,)-martyngalem.

Zadanie 10. Niech cigg (X, )ner bedzie (F,)-martyngatem oraz E(X?2) < +oo dla dowolnego n. Udo-
wodnij, ze cigg (X2)ner jest (Fn)-podmartyngatem.

Zadanie 11. Niech T = N. Udowodnij, ze (Xp)ner jest (Fn)-martyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy
spelniony jest jedne z warunkéw

vnEN E(Xn+1|]:n) =X, P-pn,
Voen E(Xny1 — Xo|Fn) =0 P-p.n..

Zadanie 12. Przy zalozeniach z zadania 11 udowodnij analogiczne warunki dla potmartyngatow.

Zadanie 13. Niech (X, )nen bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych posiadajacych skoriczong

warto$é oczekiwang takich, ze E(X,) = 0 dla dowolnej liczby naturalnej n. Definiujemy M, ef Xi+...+
X, dla dowolnej liczby naturalnej n. Udowodnij, ze (M, )nen jest (Fpn)-martyngalem.

Zadanie 14. Niech (X,,)nen bedzie ciggiem niezaleznych, ograniczonych zmiennych losowych takich, Ze
E(X,) =1 dlan € N. Definiujemy M, L - X, Udowodnij, ze (My)nen jest (Fn)-martyngalem.

Zadanie 15. Niech (X,)ner bedzie (F,)-martyngalem, zas ¢: R — R funkcjg wypukle. Udowodnij, ze
jesli cigg (p(Xn))ner jest calkowalny, to jest (Fy)-podmartyngalem.

Zadanie 16. Niech (X,)ner bedzie (F,)-podmartyngatem, za$ ¢: R — R niemalejgcq funkcje wypuklq.
Jezeli cigg (o(Xy))ner jest calkowalny, to jest on (F,)-podmartyngalem.

Zadanie 17. Udowodnij, ze (X, )ner jest (Fp)-podmartyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy (—X,)ner jest
(Fn)-nadmartyngalem.

Zadanie 18. Udowodnij, ze jesli (Xi)ier @ (Yn)ner s¢ dwoma (Fp)-martyngalami (odpowiednio (Fp)-
nadmartyngalami, (F,)-podmartynaglami), za$ a i b dowolnymi liczbami rzeczywistymi (odpowiednio
dodatnimi liczbami rzeczywistymi), to (aX, + bY,)ner tez jest (Fp)-martyngalem (odpowiednio (Fp)-
nadmartyngatem, (F,)-podmartynaglem).

Zadanie 19. Udowodnij, ze jesli (X, )ner jest (Fy)-podmartyngatem, to dla dowolnej liczby rzeczywistej
a cigg (max{X,,a})ner jest (F,)-podmartyngalem. W szczegdlnosci uzasadnij, ze (X )ner jest (Fn)-
podmartyngatem.

Zadanie 20. Udowodnij, ze jesli (X, )ner jest (Fn)-nadmartyngatem, to dla dowolnej liczby rzeczywistej
a cigg (min{X,, a})ner jest (Fn)-nadmartyngalem. W szczegdlnodci uzasadnij, ze (— X, ner jest (Fn)-
nadmartyngatem.

Zadanie 21. Udowodnij, ze jezeli (My)1<n<m jest (Fn)-nadmartyngalem, a 7 i 0 sq¢ momentamsi stopu
wzgledem filtracii (Fp)igngm takimi, ze P({T < m}) = P({o <m}) =1 oraz P({oc < 7}) =1, to

E(My) > E(M,) > E(M,) > E(M,,).

Zadanie 22. Udowodnij, ze jezeli (Mp)1<n<m jest (Fy)-podmartyngatem, a T i o sg momentami stopu
wzgledem filtracji (Fn)i1<n<m takimi, ze P({T <m}) = P({oc <m}) =1 oraz P({oc < 7}) =1, to

E(M;) < E(M,) < E(M,) < E(M,,).



Zadanie 23. Niech bedq spelnione zalozZenia definicji transformaty martyngatowej. Udowodnij, Ze wow-
czas transformata martyngalowa jest (Fy,)-martyngalem.

Zadanie 24. Niech (X,,)n>1 bedzie ciggiem niezaleinych zmiennych losowych takich, ze P({X, =
n 2

+1}) = P({X, = 0}) = 3. Dla jakich wartosci ¢ cigg (Yn)n>1, gdzie Y, = (Z Xn> — ne, jest
i=1

(FX)-podmartyngatem, (FX)-martyngatem, (FX)-nadamrtyngatem?

Zadanie 25. Niech (X,)n>1 bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o wartosciach oczekiwa-

nych E(X,,) = my # 0. Niech Y, def 11 % Udowodnij, Ze cigg (Yn)ns1 jest (FX)-martyngalem.
Lo

K2

Zadanie 26. Niech X bedzie calkowalna zmienng losowq, a (Fp)ner dowolng filtracjg. Okreslamy

X, d§fE(X|_7:n). Udowodnié, ze (Xp)ner jest (Fn)-martyngalem.

Zadanie 27. Zalézmy, ze (X, )n>1 jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkla-

dzie o $redniej 0. Niech Zg = 0, /Zn = Xo X1+ X1 Xo+ ...+ X, 1X,, dlan > 1. Udowodnic, ze ciag
(Z,) jest (Fn)-martyngalem.

Zadanie 28. Dany jest cigg (X, )n>1 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie P({&,, =
n

+1} = % Niech X, = _;& dlan>1.

1. Udowodnié, ze (Xn)n oraz (X2 —n)p>1 sq (FX)-martyngatami.

2. Wyznaczyé takq warto$é parametru a, by cigg (a™ cos Xy, )n>1 byt (F2X)-martyngatem.

3. Udowodnié, ze dla X\ > 0, cigg (exp (/\Xn — A%")) N jest (FX)-nadmartyngatem.
n>1
Zadanie 29. Niech ¢,p €]0,1], ¢ + p = 1. Niech X,, oznacza pozycje w chwili n punktu startujgcego
w chwili 0 z punktu 0 na prostej R i V,en poruszajgcego sie w chwili n z prawdopodobienstwem p w
kierunku dodatnim, a z prawdopodobienstwem q w kierunku ujemnym. Udowodnij, Ze (%)X" jest (Fp)-
martyngatem.



