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Zadanie 1. Udowodnié fakty podane na wykladach.

Zadanie 2. Niech cigg zmiennych (X, )nen opisuje ilo$é orléw wyrzuconych w n pierwszych rzutach
moneta z N rzutéw. Zbadaj, czy (X, )nen jest (FX)-martyngatem.

Zadanie 3. Niech dany bedzie cigg (X, )nen niezaleznych zmiennych losowych catkowalnych z kwadratem
o parametrach E(X,) = 0, D*(X,) = o02%. Pokazaé, ie cigg (Ypn)nen jest (FX)-martyngatem, gdzie

n 2
Y, = <Z Xn) —no?.
i=1

Zadanie 4. Gramy w nastepujgca gre: rzucamy moneta i jesli wypadnie orzel, wygrywamy 1 2, a jesl
reszka, to przegrywamy 1 zi. Wygrana w n—tej grze to zmienna losowa X,,, a lgczna wygrana po n grach
n

to Y, =Y. X;. Zbadaj, czy cigg (Yn)nen jest (FX)-martyngatem.
i=1

Zadanie 5. Rozwazyc poprzednie zadanie dla wygranej a zl i przegranej b zl.

Zadanie 6. Zadajemy proces Poissona nastepujgaco: Xg = 0, X1 ~ Poiss(\1), Xo— X1 ~ Poiss(\s) oraz
Xo— X1 jest niezalezne od X1. X, — Xy—1 ~ Poiss(Ag) oraz X, — Xi_1 jest niezalezne od wezesniejszych
przyrostéw. Zbadaj, czy cigg (Xn)nen jest (FX)-martyngalem.

Zadanie 7. Niech (§,)nen bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie
n

P({& = £1}) = 0,5. Niech X,, == > & oraz Y, := (=1)"cos(nX,). Zbadaj, czy (Yn)nen jest (FS)-
i=1

martyngatem.

Zadanie 8. Niech (X,)nen bedzie (F,)-martyngatem. Udowodnij, e wtedy (X2)nen jest (Fy)-podmar-
tyngatem

Zadanie 9. Niech (Y,,)n>1 bedzie ciggiem calkowalnych zmiennych losowych o tej wlasnosci, Ze
E(Y,1|FY) =aY, +bY,_1 dlan €N,

gdzie a,b €]0,1[ oraz a +b = 1. Rozwaimy cigg (X, )n>1 okreslony wzorem
Xpt1:=aY,1+Y, dlaneNU{0}.

Znalezé wartosci parametru o € R, dla ktérych cigg (X,)n>1 jest (FY )-martynaglem.

Zadanie 10. Niech (X,)n>0 bedzie (F,)-martyngalem. Udowodnié, ze zmienne D, = X, — X,_1,
n € N, sqg parami nieskorelowane.

Zadanie 11 (Proces gatazkowy). Niech Y, i, gdzie n,k € N bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozkladzie i Sredniej m. Rozwazimy cigg (Xp)n>o0kreslony wzorem

Xo=1, Xp:=o1+...+Yox, )x, >0y dlan€N.

Pokazaé, ze cigg (%)n>1 jest (FX)-martyngatem.



1 Jednostajna catkowalnosé
Zadanie 12. Udowodnij, ze jezeli zmienna losowa & jest calkowalna, to

Vaz0lé I {zei|e(z)>a} < €]
Jm €l {ze:|f(z)|2a} =0 P-p.n.

lim / £|dP = 0.

a— 400

{we:|{(x)|>a}

Zadanie 13. Udowodnij, ze rodzina {X, : a € I} zmiennych losowych jest jednostajnie calkowalna
wtedy i tylko wtedy, gdy jednostajnie calkowalna jest rodzina {|X,|: o € T}.

Zadanie 14. Niech rodzina {X,, : a € I} zmiennych losowych bedzie jednostajnie calkowalna. Udowodnij,
ze jezeli funkcje F okreslimy wzorem

Ri 3a— F(a) défsup / | Xo|dP,
ael
{z€2|Xa(2)|2a}

to bedzie ona funkcje nierosngcq.

Zadanie 15. Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zmiennych losowych {X, : « € I}, dowolnej liczby
dodatniej a oraz dowolnego zdarzenia A zachodzi oszacowanie

acl ae

sup/ | Xo|dP < aP(A) + sup / | X |dP.
A

I
{zeQ:|Xo(z)[2a}

Zadanie 16. Udowodnij, zZe jezeli rodzina { X, : « € I} zmiennych losowych jest jednostajnie calkowalna,
to dowolna zmienna losowa z tej rodziny jest catkowalna.

Zadanie 17. Udowodnij, ze jezeli rodzina { X, : a € I} zmiennych losowych jest jednostajnie calkowalne,

to spetnione sq nastepujgce warunks

sup/|Xa|dP < 400,
aGIQ

V§>0 E|5>0 VAGEP(A) <= sup/ |Xa‘dp < f
A

Ponadto jesli spelnione sq warunki (1), (1), to rodzina ta jest jednostajnie calkowalna.

Zadanie 18. Udowodnij, ze jezeli rodziny {Xo: o € It oraz{Yg: B € J} zmiennych losowych , gdzie IN
J =0, sq jednostajnie calkowalne, to rodzina {Xo: o € I}U{Yg: (€ J} jest tez jednostajnie calkowalna.
Zadanie 19. Niech G: Ry — R bedzie funkcjg rosngceg i nieujemng takq, Ze tligl @ = 4o00. Udo-
— T 00
wodnij, ze jesli zmienne losowe z rodziny {Xo: o € I} sq calkowalne i M = sup [, G (| Xa]) dP < +o0,
acl
to rodzina {X.: « € I} jest jednostajnie calkowalna.

Zadanie 20. Udowodnij, ze ciag zmiennych losowych (X,) jest jednostajnie calkowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka funkcja ¢ i taka stala C, Ze E(p(|X,|)) < C dla kazdego n oraz lim @

Tr— 00

= Q.

Zadanie 21. Niech zmienna losowa & bedzie calkowalna. Udowodnij, Ze jesli rodzina {X, : a € I}
zmiennych losowych spelnia warunek |X,| < & dla dowolnego o € I, to ta rodzina jest jednostajnie
catkowalna.

Zadanie 22. Niech rodzina zmiennych losowych {X,, : a € I} bedzie jednostagnie calkowalna. Udowodnij,
ze jezeli {Y, : a € I} jest takq rodzing zmiennych losowych, Ze |Yo| < |Xo| P-p.n. dla dowolnego indeksu
a, to rodzina {Yy : a € I} jest jednostagnie calkowalna.



Zadanie 23. Niech rodzina zmiennych losowych { X, : a € I} bedzie jednostajnie calkowalna. Udowodnij,
zZe wéwczas dla dowolnej liczby rzeczywistej v rodzina {yX, : o € I} jest jednostajnie calkowalna.

Jezeli zalozymy dodatkowo {Y, : a € I} jest jednostajnie calkowalna rodzing zmiennych losowych, to
udowodnij, ze rodzina {Xo + Yy : « € I} jednostajnie calkowalna.

Zadanie 24. Udowodnij, ze jezeli (Xp)n>1 ciggiem zmiennych losowych takich, Ze jest jednostagnie
catkowalnym, lim X, =& P-p.n, to zmienna £ jest catkowalna oraz
n—oo

lim [ |X,—¢&dP=0 oraz lim | X,dP= /fdP

n—oo n—oo

Q

Zadanie 25 (lemat). Udowodnij, zZe jezeli cigg (Xn)n>1 zmiennych losowych jest zbieiny w LP(, X, P)
do zmiennej losowej & z LP(Q, %, P), to cigg (| Xn — &|P)n>1 jest jednostajnie catkowalny.

Zadanie 26. Niech bedg spelnione zalozenia zadania 25. Udowodnij, ze wowczas cigg (| Xn|P)n>1 jest
jednostajnie catkowalny.

Zadanie 27 (lemat). Niech (X,,)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych klasy LP(Q, X, P), za$ & bedzie
zmienng losowq takimi, Ze

X, ¢
Veso Jso0 Vacs P(A) < 6 = sup/ X, — £PAP < €.

n>1

Udowodnij, ze wtedy & € LP(Q, 3, P) oraz X, S—p>§.

Zadanie 28. Niech (X,,)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych z LP(), X, P). Korzystajgc z wezesniej-
szych zadan udowodnij, ze cigg ten jest zbiezny w LP(Q, X, P) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zmienna
losowa & taka, Ze

X, ¢

Veso 520 Vacs P(A) < 6 = sup / X, — €PdP < €.

n>1

Zadanie 29 (lemat). Niech (X,)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych z LP(Q, %, P), zas & bedzie
zmienng losowq takimi, Ze

X, ¢
Yes Jm0 YaesP(4) < 8 = sup [ [X,dP < &

n>1
Udowodnij, ze & € LP(Q, X, P) oraz

Yeso o0 YaesP(4) < 3 = sup [ X, - gPaP <.

n>1

Zadanie 30. Niech (X,,)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych z LP(§), X, P). Korzystajgc z wezesniej-
szych zadan udowodnij, Ze cigg ten jest zbieiny w LP(Q,3, P) wtedy i tylko wtedy, gdy cigg ten jest
zbiezny wedlug miary oraz

V§>0 35>0 VAGZP(A) <0= Sup/ |Xn‘pdp < 5

n>1

Zadanie 31. Niech (X,,)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych z LP(Q2, X, P). Korzystajgc z wezesniej-
szego zadania udowodnij, ze cigg ten jest zbieiny w LP(Q, X, P) wtedy i tylko wtedy, gdy
1. Cligg ten jest zbieiny wedlug miary.

2. Cigg (| Xn|P)n>1 jest jednostagnie catkowalny.



2 Zbieznosé
Zadanie 32. Niech (X,,)n>1 bedzie (F,)-martyngalem. Czy (X,)n>1 jest domykalny, jesli
e ciag (E(X,1InX,)) jest jednostajnie calkowalny, zbieiny?
o (X)) jest zbiezny prawie na pewno?
o (X,,) jest zbiezny w L*(Q, X, P)?
Zadanie 33. Podaj przyklad martyngalu (X,)n>1 takiego, ze X, — 0 P-p.n. oraz E(|X,|) — +oc.

Zadanie 34. Niech (&,)n>1 bedzie ciggiem niezaleinych symetrycznych zmiennych losowych o warto-
Sciach £1. Wykaz, ze (&,)-nadmartyngal

Z,, = et(61+FEn)—(na®/2)

jest zbieiny prawie na pewno. Czy jest zbieiny w L'(Q, %, P)?

Zadanie 35. Niech X1, Xo,... bedg niezalezne o rozkladzie jednostajnym na [0,2]. Wykaz, Ze

Mn = ﬁ Xk
k=1

tworzq (F:X)-martyngal zbieiny do 0 prawie na pewno, ale nie w L*(Q, %, P).
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