Cwiczenia 06
Procesy stochastyczne
kierunek: matematyka, studia II°
specjalnosé: matematyka finansowa

dr Jarostaw Kotowicz

Warto$¢ oczekiwana i wariancja procesu stochastycznego

Definicja 1. Wartosdcig oczekiwang (funkcjq wartodci oczekiwanej) procesu stochastycznego (Xi)er r2e-
du pierwszego nazywamy funkcje mx takq, zZe

T>t—mx®) ¥ B(X,).

Definicja 2. Wariancjq (funkcjg wariancji) procesu Hilberta (X;)ier nazywamy funkcje o3 taka, Ze

T>teo%(X,) % D2(X,).

Kowariancja i korelacja procesu stochastycznego

Definicja 3. Kowariancje (funkcjq kowariancji) procesu stochastycznego Hilberta (Xi)ier nazywamy
odwzorowanie Kx: T x T — R takie, Ze

VoserKx(ts) = cov(Xy, X,) = B((X, — B(X))(X, - E(X,))). (1)

Kowariancjq unormowang (funkcjg kowariancji unormowanej) procesu Hilberta (X;)ier nazywamy
odwzorowanie K x: T x T — R takie, Ze

VorerK x(t,8) % p( Xz, Xs). (2)

Korelacjg (funkcjq korelacji) procesu Hilberta (Xi)ier nazywamy odwzorowanie Ky:TxT — R
takie, zZe

~ def
VsrerKx(t,5) = B(X,X,). (3)
Uwaga 1. Kowariancja, kowariancja unormowana oraz korelacja nazywane sqg tez odpowiednio auto-
kwoariancjq, autokowariancjg unormowang i autokorelacjq.
Zadanie 1. Udowodnié fakty podane na wykladach.

Zadanie 2. Dany jest proces (Uy)i>0, gdzie Uy = At2 —2Bt i (A, B) jest wektorem losowym o rozkladzie:
P({A=+1;B = +1}) = 0,25. Narysowaé dwie przykladowe trajektorie i obliczyé charakterystyki liczbowe
procesu.

Zadanie 3. Dany jest proces (Up)i>o0, gdzie Uy = t2 — Y't. Dla ustalonego t znaleZ¢ rozklad Uy, jesli Y
ma rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]. Obliczyé charakterystyki liczbowe procesu.

Zadanie 4. Niech Y ~ U|0,1]. Dany jest proces (Up)i>0, gdzie Uy =Y cos(at), a € R. Obliczyé E[Uy]
oraz charakterystyki liczbowe tego procesu.

Zadanie 5. Dany jest proces stochastyczny (Xi)iso, gdzie Xy = tU +V i U 1 Y sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z jednakowym parametrem X\. Obliczyé charakterystyki
liczbowe procesu (Xt)tso.



Zadanie 6. Dla procesu z poprzedniego zadania wyznaczyé rozktady jednowymiarowe.

Zadanie 7. Zmienna losowa X ma rozkiad normalny N (m, o), stata b € R. Podaé gestodci jednowy-
miarowe i policzyé funkcje kowariancji dla procesu (Up)iso, gdzie Uy = Xy +b.

Zadanie 8. Dany jest proces (Zi)i>0, gdzie Zy = t> + Xt +Y . Obliczyé charakterystyki liczbowe procesu
(Zt)i>0 jesli Xi'Y sq nieskorelowanymi zmiennymi losowymi.

Procesem Poissona z intensywnoscia A > 0 nazywamy proces (IVy);>o spelniajacy nastepujace wa-
runki:

1. No=0p.n.,
2. (Ni)t>0 ma przyrosty niezalezne,

3. dla kazdej pary (s,t), gdzie t > s zmienna losowa N; — N, ma rozktad Poissona z parametrem
At — s).

Zadanie 9. Wyznaczy¢ charakterystyki liczbowe procesu Poissona z intensywnoscia A > 0.

Zadanie 10. Dany jest proces (Uy)i>0, gdzie Uy = t3 — Y't, gdzie Y ~ U[1,2]. Obliczyé charakterystyki
liczbowe tego procesu.

Zadanie 11. Dany jest proces (U)o, gdzie Uy = t2 — Yt, gdzie Y ~ U|[2,3]. Obliczyé charakterystyki
liczbowe tego procesu.

Zadanie 12. Dany jest proces (Up)iso, gdzie Uy = cos(t) — 3tY, gdzie Y ~ U|[3,4]. Obliczyé charaktery-
styki liczbowe tego procesu.

Zadanie 13. Dany jest proces (Uy)io0, gdzie Uy = sin(t) — t2Y, gdzie Y ~ U[2,3]. Obliczyé charaktery-
styki liczbowe tego procesu.

Zadanie 14. Obliczy¢ parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = Asin(wt), w - stala, A - zmienna losowa
o rozkladzie N'(230,5).

Zadanie 15. Obliczyé parametry procesu (X¢)icr, gdzie Xy = At?, gdzie A jest zmienng losowq skokowa
o funkcji prawdopodobieristwa P({A = £1}) = 0,5.

Zadanie 16. Obliczyé parametry procesu (Xi)icr, gdzie Xy = At + B, gdzie A i B sq zmiennymi
losowymi o parametrach E(A) =0, E(B) =1, i D*(A) =1, D*(B) =2, cov(A, B) = —1.

Zadanie 17. Wyznaczyé parametry procesu (Xy)ier, gdzie X; = At>+ Be!, gdzie A, B to nieskorelowane
zmienne losowe o parametrach: E(A) =2, E(B) = =3, D*(A) =1, D*(B) = 3.

Zadanie 18. Wyznaczyé parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At + B, gdzie A i B to zmienne losowe
1 0,4}

o parametrach: E(A) =0, E(B) = 0 i macierzy kowariancji K = {O 4 15

Zadanie 19. Wyznaczyé parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At+1, gdzie A ~ U(0,1). Jak wyglgdajg
realizacje tego procesu? Ktore z ponizszych funkcji x1(t) = 0,3t + 1, xo(t) = —0,3t + 1, x3(t) =2t + 1 s¢
realizacjami tego procesu?

Zadanie 20. Wyznaczyé parametry procesu (Xy)ier, gdzie Xy = At—3, gdzie A ~ N (3,1). Jak wyglgdajg
realizacje tego procesu?

Zadanie 21. Wyznaczyc¢ parametry procesu (Xi)ier, gdzie X; = cos(t + B), gdzie B ~ U(—m, ).

Zadanie 22. Wyznaczyé parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = Asin(t + B), gdzie zmienne A i B sq
niezalezne oraz A ~ U(—0,5;0,5) i B~ U(—m,m) .

Zadanie 23. Proces (Xi)ier ma tylko 3 realizacje: x1(t) =t, x2(t) = t+1, z3(t) = t+2. Realizacje te sq
przyjmowane odpowiednio z prawdopodobienstwami: 1/2, 1/3; 1/6. Wyznaczyé parametry tego procesu.



Zadanie 24. Proces (Xi)icr ma tylko 4 realizacje: x1(t) =t, xo(t) =t+1, xz5(t) =t +2, a4(t) =t — 1.
Realizacja ostatnia jest przyjmowana z prawdopodobieristwem 0,1, a pozostale realizacje sq¢ przyjmowane
z takim samym prawdopodobienstwem. Wyznaczyé parametry tego procesu.

Zadanie 25. Wyznaczyé parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = Aet +Be™, a A i B to zmienne losowe
o parametrach: E(A) =0, E(B) =0, i D*(A) =1, D*(B) = 2, cov(4, B) = —1.

Zadanie 26. Wyznaczyé parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = A+ Bt, a A i B to zmienne losowe o
parametrach: E(A) = —1, E(B) =1, i D*(A) =1, D*(B) =4, p(A, B) = —0.5.

Zadanie 27. Wyznaczyé parametry procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At?> + B, a A i B to zmienne losowe
nieskorelowane. A ma rozkliad wykladniczy z parametrem 1,5, a B jest zmienng losowq skokowq o funkcji
prawdopodobienistwa: P({B = £1}) = 0,5;

Zadanie 28. Dany jest proces (Yi)ier, gdzie Yy = f(£) X + g(t), a [ i g sq funkcjami rzeczywistymi
(nielosowymsi). Wyrazié parametry procesu (Y;)ier za pomocqg parametréw procesu (Xi)ier.

Zadanie 29. Rozwazmy proces (Xi)ier, gdzie Xy = U, a U to zmienna losowa. Obliczyé:

1. warto$é ocekiwang, wariancje i kowariancje procesu, jezeli znane sq E(U) =m i D*(U) = o2,

2. jednowymiarowqg gesto$¢ i dwuwymiarowq dystrybuante procesu, jezeli dana jest gesto$¢ ¢ zmiennej
losowej U.

Zadanie 30. Rozwazmy proces (Xi)i>o, gdzie Xy = Ut + V. Wyznaczyé:

1. warto$¢ oczekiwang i kowariancje tego procesu, jezeli U jest zmienng losowq dyskretng o rozkladzie
- n
P({U:k}):pk;k€1an>pk>0;Zpk:]-:V:Oz

k=1
2. warto$é oczekiwang, kowariancje i wariancje tego procesu oraz jednowymiarowq gestosé procesu,
jezeli U ~ N (m;o) oraz V = v jest wielkoscig nielosowq;

3. warto$é oczekiwang, kowariancje, korelacje i wariancje, jezeli U i V' sq zmiennymi losowymi nie-
zaleznymi o znanych parametrach. Jakg postaé ma gestosé prawdopodobieristwa procesu, jesli znane
sq gestosci prawdopodobienstwa zmiennych losowych U i V: fy i fv;

4. wartosé oczekiwang, kowariancje i wariancje tego procesu, jezeli U 1 V' sq¢ zmiennymi losowymi, o
ktorych wiadomo, Ze rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V) jest rozkladem normalnym
N(my, mv;ou,ov,p).

Zadanie 31. Rozwazmy proces stochastyczny (Xi)ier, a Xy = ©(t,U), gdzie ¢ - funkcja rzeczywista
nielosowa klasy C(R), t - czas, U - zmienna losowa o znanym rozkladzie. Obliczyé warto$é oczekiwang,
kowariancje © wariancje tego procesu, gdy:

1. o(t,U) = a(t)U + B(t), a(t), B(t) sa funkcjami nielosowymi i znana jest gesto$é zmiennej losowej
U;
N
2. o(t,U) = > pi(t)U;; @i - s¢ funkcjami nielosowymi, dla i € 1, N, U; - elementy N-wymiarowej
i=1

zmiennej lots‘owej U= (Ui,...,Un) o znanych E(U;) = my, i macierzy kowariancyjnej [bix], gdzie
bir, = cov(U;; Uy) dla i,k € 1,N.

Zadanie 32. Rozwazmy proces stochastyczny (Xi)ier opisujacy drgania sinusoidalne, ktory zapisuje sie
w postaci:
Xi = Uy cos(Pt) + Uy sin(0t),

gdzie U; @,V - zmienne losowe oraz Uy = Usin(®), Uy = U cos(P).

1. podaé jedno- i dwuwymiarowq dystrybuante procesu, jesli: T = [%, %] ,aU~U(0,1]), T =1, ®0;

2. podaé warto$é oczekiwang procesu, jesli (U, V) jest zmienng losowq dwuwymiarowg o rozkladzie
jednostajnym na obszarze [0,1] x [0,1], a ® = 0 jest wielkoscig nielosowq;

3. zbadaé, czy proces jest stacjonarny, jezeli E(U) = 0, D*(U) = %, ® ~ U(0;27), ¥ = a > 0 jest
wielkoscig nielosowg, U © ® sqg zmiennymi losowymi niezaleznymi.



