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Zadanie 1. Udowodnié fakty podane na wykladach.
Zadanie 2. Niech X ~ N(0,0?). Udowodnij, Ze:
1. E(XQkH) =0 dla kazdego k € N;
E(X?) = 0%(2k — 1)E(X?k=2) dla kazdego k € N;
E(X?)=0?% E(X*) =30* E(X%) = 1505;
E(X?) = (2k — 1)1o?* dla kazdego k € N.
Zadanie 3. Udowodnié, ze funkcja kowariancji procesu Wienera wyraza sie wzorem
Ve ser Kw(t,s) = cov(W,, W,) = min(t, s).
Zadanie 4. Niech (W) bedzie standardowym procesem Wienera. Udowodnij, ze

1. dla dowolnych liczb nieujemnych t i s takich, ze s < t rozklady zmiennych Wy — Wy « W_gs sq
identyczne;

2. dla dowolnej liczby dodatniej ¢ rozklady zmiennych Wy i /cWy sq identyczne.
Zadanie 5. Niech c bedzie ustalong liczbg dodatnig i niech ponadto

def 1
Vie[0,4o0] Zt = *W 24

Udowodnij, ze proces (Zi)i>o jest procesem Wienera.
Zadanie 6. Niech

def tWi t>0
Vichoctol Zt:{ 0 t=0"

Udowodnij, ze proces (Zi)i>o jest procesem Wienera.
Zadanie 7. Niech T > 0 bedzie ustalone. OkreSlamy proces

We dlat<T

def
Victo ot Zi o .
t€[0,+oof {2WTWt dlat>T

Udowodnij, Ze proces (Zi)i>o jest procesem Wienera.

Zadanie 8. Niech T bedzie ustalong liczbg dodatniq i niech

ef
Vie[o,+oof Vi Wy — W

Udowodnij, ze proces (Vi)i>o jest procesem Wienera.



Zadanie 9. Niech

Viclooof Be L+ (W o — %HWJ
Udoodnij, ze proces (Bi)i>o jest procesem Wienera.
Zadanie 10. Niech

def
Vie[o,+oof Gt = —Wi.

Udowodnij, ze proces (Gy)i>o jest procesem Wienera.

Zadanie 11. Niech a © b bedqg dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, Ze a < b, zas
{to,t1,...tn} dowolnym podzialem odcinka [a,b] tzn. a = tg < t1 < ... < t, = b, A, Srednicg tego

podzialu tzn. A, ©f  nax (tig1 — t;). Udowodnij, ze
0<i<n—1

E (i (Wisy — Wt1)2> =b—a

_ 2
Z (Wis = W) = (b— a)‘| =2(b—a)A,.

Zadanie 12. Niech a i b bedg dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, e a < b, {to,t1,...tn}

dowolnym podzialem odcinka [a,b], za$ T; défati_l,_l + (1 —a)t; dlai =0,1,...,n—1, gdzie a € [0,1].
Udowodnij, Ze

n—1 n—1

1 1 1
Z WT{, [Wti+1 - Wtz} = §W2(b) - §W2(a) - 5 Z[Wti+1 - Wti]Q
1=0 1=0

+ Z Wtz+1 - 7—1 [Wﬂ th]

Zadanie 13. Niech a i b bedg dowolnymsi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, Ze a < b, {tg,t1,...tn}
dowolnym podzialem odcinka [a,b], za$ T; défozt“_l +(1—-a)t; dlai=0,1,...,n—1, gdzie « € [0,1].
Udowodnij, Ze

E (i[wn - Wti]2> =a(b—a)

=0

i (W, — —a(b— a)] < 2a(b—a)A,
=0

gdzie A jest $rednicg tego podziatu.
Zadanie 14. Niech a i b bedg dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, Ze a < b, {tg,t1,...tn}

dowolnym podziatem odcinka [a,b] tzn. a = tg < t1 < ... < t, = b, za$ 7; def ativ1 + (1 — a)t; dia
1=0,1,...,n—1, gdzie « € [0,1]. Udowodnij, ze

E(z_: [Wﬂ - Wti] [Wti+1 - WTL]) =0,
=0

— 2
(Z Wy, — W] [Weiyy — Wn]> <a(l—a)AD - a),

=0

gdzie A jest $rednicq tego podziatu.



Zadanie 15. Udowodnij, Ze (Wy)i>0 jest martyngalem wzgledem naturalnej filtracgi (F¥ )i>o-

Zadanie 16. Udowodnij, e (W2)i>0 jest podmartyngalem, a (W2 —t)i>o martyngalem wzgledem natu-
ralnej filtracji (FV)i>o.

Zadanie 17. Udowodnij, ze E (exp(A\Y)) = exp (%2) dlaY € N(0,1).

Zadanie 18. Udowodnij, ze jesli (W;)i>1 jest procesem Wienera wzgledem filtracji (Fy)i>o0, to dla do-
wolnej liczby rzeczywistej A proces (exp ()\Wt — %) ) jest (Fy)i-martyngalem.

t/ >0
Zadanie 19. Sprawdzié, czy 2Wy — Wy oraz Wy — 2Wy sq niezalezne od Wy — W,., gdzie 0 < r < s < t,
a (Wi)i>o jest standardowym procesem Wienera.

Uzupelnienie wykladu

Zadanie 20 (Fakt konieczny do dowodu twierdzenia 1 z wykladu 09). Niech (M;)i>o bedzie (Fy)-
nadmartyngalem, dla ktdrego istnieje calkowalna zmienna losowa £ taka, Ze dla dowolnego s > 0 zachodzi
nierdwno$é¢ Ms > E(§|Fs) p.n.. Niech (Tn)n>1 bedzie nierosngeym ciggiem momentéw stopu wzgledem
filtracgi (Fy)i>0. Udowodnij, zZe rodzina zmiennych losowych (M-, )y jest jednostajnie calkowalna.

Zadanie 21 (Twierdzenie 1 z wykladu 09 jest uogdlnieniem tego twierdzenia). Niech (My,)n>1 bedzie
(Fn)-nadmartyngalem ograniczonym z dolu przez pewien (F,)-martyngal prawostronnie domkniety. Ko-
rzystajgc m.in. z poprzedniego zadania udowodnij, ze jesli T 1 o sg momentami stopu wzgledem tej samej
filtracji takimi, ze P({o < 7}) = 1, to zachodzi nieréwnosé

M, > E(M.|F,) p.n.

Zadanie 22 (Twierdzenie 2 z wykladu 09 jest uogdlnieniem tego twierdzenia). Niech (My,)n>1 bedzie

prawostronnie domknietym (F,)-martyngalem, zas T i o niech bedg momentami stopu wzgledem filtracji
(Frn)n>1 takimi, ze P({oc < 7}) = 1. Wtedy

M, = E(M;|F5) (p.n.).



