Cwiczenia czwarte*
Probabilistyka — lista 2
kierunek: matematyka, studia II°
specjalnosé: matematyka finansowa

dr Jarostaw Kotowicz

23 pazdziernika 2015r.

1 Niezalezno$¢, kowariancja, korelacja itp.

Zadanie 1.

Zmienna losowa (X,Y) ma gestosé prawdopodobieristwa zadang wzorem

Clx+y)exp~@tY)  dlaxz>0Ay >0
flzy) = . :
0 w przeciwnym wypadku

e Oblicz wspotczynnik C.
o Oblicz rozkltady brzegowe, dystrybuante i wspdlczynnik kowariancyi.
Zadanie 2. Niech u jest funkcjg nieparzystg na R réwng 0 poza odcinkiem (—1,1) oraz
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e Sprawdzic, Ze funkcja

Flrr2) = 5= ep{—5 0+ )} + ulra)u(ra),

jest gestoscig pewnego ukiadu (X1, X3).
o Czy zmienne (X1, X2) sq niezalezne?

Zadanie 3. X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladach jednostajnych na odcinkach | — 1,1[ i ]1,3[
odpowiednio, ¥ = (X,Y). ZnajdZ dystrybuante rozkladu zmiennej losowej W.

Zadanie 4. Niech K bedzie kwadratem o boku dlugosci 1 poloZonym na plaszczyinie. Jakie warunki musi
spetniac K aby rozklad prawdopodobienstwa o gestosci danej wzorem

0 dy (x, K
o(y) = gdy (z,y) ¢
1 gdy (z,y) e K
byl produktem swoich rozkladoéw brzegowych?
Zadanie 5. Niech f(x,y,2) = g(x,y,2) + h(z,y, 2), gdzie

2l dla z,y €] - 1,1[ A 2 €]0,2],
0 dla pozostatych x,y,z.
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o Sprawds?, zZe f jest gestosciq rozkladu pewnej tréjwymiarowej zmiennej losowej (X,Y, 7).
o /najdZ wszystkie moZliwe gestosci brzegowe.
e Zbadaj, czy zmienne losowe X, Y; X, Z; Y, Z; X,Y, Z sq niezaleine?
Zadanie 6. Wykaz, Ze dla przypadkow, gdy
e Wx, ={0,1},i=1,2, P{X; =0}) =p, 0 <p <1,
o Wx, ={-1,1},i=1,2,P{X; =1}) =p,0<p < 1.

warunkiem koniecznym i wystarczajgcym niezaleznosci zmiennych losowych Xy, Xo jest by E(X1Xs) =
E(X1)E(X2).

Zadanie 7. Niech X, Y (Y # 0) bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wykaz, ze zmienne losowe X
oraz Y~ sq réwniez niezaleine.

Zadanie 8. Niech X,Y bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P({X > 0}) = 1. Wykaz, ze
zdarzenia {Y > 2} i {—1 < X < 1} sq niezalezne.

Zadanie 9. Niech X,Y bedq niezaleznymi zmiennymi losowyms takimi, ze P({Y > 0}) = 1. Wykaz, ze
zmienne losowe X,Y? sq niezaleine.

Zadanie 10. Niech (X,Y) ma rozklad jednostajny na tréjkgcie {(x,y) : x,y > 0,x+y < 1}. Czy zmienne
losowe X,Y sq niezaleine?

Zadanie 11. Zbadaj, czy zmienne losowe X, Y sq niezalezne, jesli dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y)
ma rozkiad o gestosci

b f(xvy) = % . I{(w,y):w2+y2<1};
22402
b f(x7y): %exp(_%%

o f(2,9) = g L{(@y)ar+y2<a)-
Zadanie 12. Dana jest zmienna losowa X o rozkladzie jednostajnym na odcinku [0, 1]. Okreslamy zmien-
ne Y1 1 Yo nastepujaco Y1 :=sin 2w X, Y5 := cos 2n X . Oblicz wspdlczynnik korelacji p(Y1,Y2). Czy Y1,Yos
sq niezalezne?

Zadanie 13. Niech w oznacza wynik rzutu symetryczng kostkq do gry, X (w) = [%],Y(w) = 2] (ld]
oznacza czesé calkowitq liczby rzeczywistej a). Czy X, Y sq niezalezne?

Zadanie 14. Niech A, B bedq zdarzeniami niezaleznymi. X = I4,Y = Ip. Czy X, Y sq¢ zmiennymi
losowymi niezaleznymi? (Ic oznacza funkcje charakterystyczng zbioru C')

Zadanie 15. X,Y niezalezne zmienne losowe. Oblicz E((X +Y)?) wiedzqc, Ze
o B(X) =, B(Y) = 3, D2(X) = §, D2(¥) = },
e E(X)=m,EY)=-m,D*X)=1,D%(Y)=1.

Zadanie 16. XY niezaleine zmienne losowe. Oblicz E((X —Y)?) wiedzqc, Ze
o B(X)=2,E(Y)=2D*X)=3 DY) =3,
o B(X)=2E(Y)=1D*X) =3 D*Y)=

Zadanie 17. Niech (w1,ws) bedzie wynikiem dwukrotnego rzutu kostkq. Czy zmienne losowe
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X(wl,wg) = { Y(wl,wg) = {

0 gdy?2 fur —wo
sq niezalezne?

Zadanie 18. Wykaz, zZe jesli X,Y sq niezaleznymi @ calkowalnymi z kwadratem zmiennyme losowymi,
to zachodzi réwnosé

o D*(XY) = (D*(X))(D*(Y)) + (E(Y))*D*(X) + (E(X))?D*(Y),
e DX(XY) > D*(X)D2(Y).
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