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1 Gestosé i dystrybuanta rozktadu wielowymiarowego
Zadanie 1. Czy mozna dobraé stalg c tak, aby funkcja

- cxy+x+y dia0<zr<2,0<y<1
x? = b
0 dla pozostatych punktow

cxy dial<zr<2,2<y<4
0 dla pozostatych punktow

d f(1'7y):{

byla gestosciq rozkladu dwuwymiarowego. Jesli tak, to dla tak obliczonej statej policzyé dystrybuante tego
rozkladu.

Zadanie 2. Wyznaczyé gestosé prawdopodobienstwa ukladu trzech zmiennych losowych (X,Y, Z) majgc
dang dystrybuante

1—e @) (1—e)(1-e%) dlaz>0,y>0,2>0
0 dla pozostatych .

F(xvyaz) :{

Zadanie 3. Czy mozna dobraé parametr c tak, aby podane funkcja byla gestoScig pewnego rozkladu
zmiennej losowej.

cxy+2x dlax € (0,2) ANy € (0,1
| oo
0 w P.p.

Zadanie 4. Niech
0 dlax<0Vy<0

F(z,y)=qy—yexp(—3z) diaxz>0,0<y<]1
1 —exp(—3x) dla x>0,y >1

bedzie dystrybuante dwuwymiarowego rozkladu. Wyznaczyé gestosé tego rozkiadu.

Zadanie 5. Niech

exp (—mx) dlaz >0,y € [0,7]
9(z,y) =
0 dla pozostatych x,y

bedzie gesto$ciq dwuwymiarowego rozkladu. ZnalezZé dystrybuante tego rozktadu.

Zadanie 6. Niech f(z,y) = W bedzie gestoscig prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmien-

nej losowej (X,Y). Wyznaczyé dystrybuante (X,Y).

Zadanie 7. Wyznaczyé gestosé prawdopodobieristwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) majgc jej
dystrybuante
l—e 3% —e®W e dlaz,y>0

0 przeciwnym przypadku’

F('rvy):{

*©J.Kotowicz
Tspecjalnosci: matematyka finansowa oraz analiza danych i modelowanie



2 Rozklady wielowymiarowe (dyskretne)

Zadanie 8. Doswiadczenia niezalezne przerywane sq, gdy zdarzenie losowe A zostanie zaobserwowane
po raz drugi. Niech zmienna losowa X1 oznacza numer doswiadczenia, gdy A pojawi sie pierwszy raz,
Xo numer doSwiadczenia, gdy A pojawi sie drugi raz. Wyznaczyé rozklad ukladu (X1, X2).

Zadanie 9. Sposréd N ponumerowanych elementéw losowanych jest n elementéw (schemat losowania
ze zwracaniem). Zmienne losowe X1, Xo sq okreslone nastepujgco:

o X1 - wartosé najmniejszego wylosowanego numeru,
o X5 - wartosé najwiekszego wylosowanego numeru.
Wyznaczyé rozklad ukladu (X1, X3) oraz E(X;Xs).

Zadanie 10. Rzucamy dwukrotnie kostkg. Wartosé pierwszej wspolrzednej jest réwna wartosci bezwzgled-
nej roznicy oczek w obu rzutach, a wartos$é drugiej wspolrzednej jest réwna iloczynowi oczek, ktdore wypadly
w obu rzutach. ZnaleZé rozklad tak okreslonej dwuwymiarowej zmiennej losowej.

3 Rozklady brzegowe i momenty
Zadanie 11. Policzyé dla gestosci z zadania 1 rozklady brzegowe.
Zadanie 12. Wyznaczyé dystrybuanty oraz rozklady brzegowe nastepujgcego rozkladu dwuwymiarowego

1 die0<z<l,z<y<2-=z
0 dla pozostatych punktow. .

f(z,y) :{

Zadanie 13. Zmienna losowa (X,Y) ma rozklad réwnomierny na kwadracie (0,2)2. Obliczyé rozklady
brzegowe.

Zadanie 14. Dana jest dwuwymiarowa gestosé

dey  dlax,y e (1,2
flay) =42 Ly
0 dla pozostatych x,y

Obliczyé moment rzedu 2
* (2,0);
o (1,1).

Zadanie 15. Wyznaczy¢ stalq c, tak aby funkcja f(z,y) = cexp(—3(z? + 2zy + 5y?)) byla gestosciq.
Obliczyé momenty zwykle rzedu 2.

Zadanie 16. (X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie [0,1] x [0,1]. Obliczyé wszystkie momenty
zwykle i centralne rzedu 2.

Zadanie 17. Policzyé dla gestosci z zadania 3
e rozklady brzegowe;
o momenty zwykle i centralne rzedu pierwszego i drugiego.
Zadanie 18. ZnaleZc¢ rozklady brzegowe zmiennych losowych X, Y znajgc gestosé dwuwymiarowej zmien-

nej losowej (X,Y):

1/16  dia |z] < 2,]y| <2
flz,y) = :
0 dla pozostatych x,y



Zadanie 19. ZnaleZé gestosci rozkladow brzegowych zmiennych losowych X 'Y, majgc gesto$é dwuwy-

miarowej zmiennej losowej (X,Y)

Fany) = {ieXP (—z —2y)

Zadanie 20. ZnaleZé rozklady brzegowe zmiennych losowych X,Y majgc rozklad zmiennej losowej dwu-

wymiarowej (X,Y) opisany tabelkq

dla z,y >0

dla pozostalych x,y

Z1 Z2 x3 T4
v | 0,05 | 0,253 0,20 | 0,12
ys | 0,20 | 0,08 | 0,10 | 0,02

Zadanie 21. Na R? okreslamy rozktad: P(—1,0) = 0,1, P(-1,1) = 0,2, P(0,0) = 0,2, P(0,1) = 0,3,
P(1,1) =0,2. Czy P jest iloczynem swoich rozkladéw brzegowych?

4 Wielowymiarowy rozklad normalny

Zadanie 22. Dana jest macierz kowariancji ukladu zmiennych losowych normalnych (X,Y, Z)

5 2 =2
2 6 3
-2 3 8

Podaé wzdr na gestosé prawdopodobieristwa jesli E(X) = E(Y) = E(Z) = 0.

Zadanie 23. Wiedzqc, ze uklad zmiennych losowych o rozkladzie normalnym ma brzegowe wartosci
oczekiwane réwne zero oraz macierzy kowariancjii réwng

wyznaczyé jego gestosé.

Zadanie 24. Dana jest gestosé prawdopodobienstwa

3 1
flz,y,2) = w\;exp —g(m2 + 4y = 2y(2 +5)+ (2 +5)H) | .

Zbudowaé macierz kowariancyi.
Zadanie 25. Dana jest gestos¢ prawdopodobienstwa
flw,y) = cexp [~(4(z = 5)® +2(z = 5)(y — 3) + 5(y — 3)°)] -
Wyznaczyé c, a nastepnie zbudowaé macierz kowariancyi.
Zadanie 26. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X,Y,Z) ma rozklad o gestosci
o fz,y,2) = = exp{—55[62" + (4(y — 1)* + (2 +2)° — 2(y — 1)(= + 2)]},
o f(z,y,2) = cexp{f%[Q:L’2 +y? + 322 — 2xy — 2yz + 4az]}.

Wyznaczyé macierz kowariancji (w przykladzie drugim wyznaczyé wezedniej stalg c).
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