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. Podstawowe dane o przedmiocie |
Kontakt

Strona internetowa
http://math.uwb.edu.pl/%7Ekotowicz/w19201.html
Konsultacje:

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/osol
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http://math.uwb.edu.pl/%7Ekotowicz/w1920l.html
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/osoby/pokazOsobe&os_id=13821

L e e |
Sylabus
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L e e |
Sylabus

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz
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https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0600-IS1-2PST

Sylabus

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz

Zasady zaliczenia przedmiotu

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz
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https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0600-IS1-2PST
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazGrupyZajec&zaj_cyk_id=179108

L e e |
Sylabus

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz

Zasady zaliczenia przedmiotu

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz

Zasady zaliczenia ¢wiczen

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz
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https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0600-IS1-2PST
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazGrupyZajec&zaj_cyk_id=179108
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazGrupyZajec&zaj_cyk_id=179107

L e e |
Sylabus

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz
Zasady zaliczenia przedmiotu
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz
Zasady zaliczenia ¢wiczen
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prz
Zasady zaliczenia laboratorium

https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/prze
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https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazPrzedmiot&prz_kod=0600-IS1-2PST
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazGrupyZajec&zaj_cyk_id=179108
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazGrupyZajec&zaj_cyk_id=179107
https://usosweb.uwb.edu.pl/kontroler.php?_action=katalog2/przedmioty/pokazGrupyZajec&zaj_cyk_id=179109
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© Kombinatoryka (przypomnienie z matematyki dyskretnej)
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Podstawowe pytania

Zatézmy, ze mamy pewien zbiér. Liczy on doktadnie n elementéw.

Losujemy z tego zbioru pewnga liczbe elementéw. Powstaja przy tym
nastepujace pytania:

© Czy wartosci elementéw, ktére wylosowaliSmy moga sie powtarzaé?
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© Czy wazna jest kolejnoéé wylosowanych elementéw?
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Podstawowe pytania

Zatézmy, ze mamy pewien zbiér. Liczy on doktadnie n elementéw.
Losujemy z tego zbioru pewnga liczbe elementéw. Powstaja przy tym
nastepujace pytania:

© Czy wartosci elementéw, ktére wylosowaliSmy moga sie powtarzaé?
© Czy wazna jest kolejnoéé wylosowanych elementéw?
© Czy musze wybraé wszystkie elementy zbioru?
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Czasami odpowiedz juz na dwa pytania wystarczy na okreslenie, jaki
schemat nalezy wybrac.
Jednak najczesciej trzeba odpowiedzieé na trzy pytania.
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| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Pytanie 1

Pod pierwszym pytaniem kryja sie dwa modele sytuacji:

© elementy nie mogg sie powtarzad,
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© elementy nie mogg sie powtarzad,
@ elementy moga sie powtarzad. | tu mamy

@ w zbiorze, z ktérego losujemy sg elementy o tej samej wartosci,

dr Jarostaw Kotowicz (UwB) Wyktad 01 wersja z 28 lutego 2020 8/43



| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Pytanie 1

Pod pierwszym pytaniem kryja sie dwa modele sytuacji:

© elementy nie mogg sie powtarzad,
@ elementy moga sie powtarzad. | tu mamy

@ w zbiorze, z ktérego losujemy sg elementy o tej samej wartosci,

@ losujemy pojedynczo z naszego zbioru, zapisujemy wartos¢
wylosowanego elementu i zwracamy go do zbioru.
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O pierwszym modelu bedziemy moéwili, ze jest modelem bez powtdrzen
natomiast o drugim, ze jest z powtdrzeniami.
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| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Pytanie 2

Pytanie drugie odpowiada modelem:

© kolejnos¢ jest wazna, czyli losujemy pojedynczo po elemencie ze zbioru
i zapisujemy warto$¢ wylosowanego elementu oraz numer losowania,
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| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Pytanie 2

Pytanie drugie odpowiada modelem:

© kolejnos¢ jest wazna, czyli losujemy pojedynczo po elemencie ze zbioru
i zapisujemy warto$¢ wylosowanego elementu oraz numer losowania,
@ kolejnos¢ nie jest wazna. To odpowiada sytuacjom:

@ losujemy za jednym razem pewng ilo$¢ elementéw,

@ losujemy pojedynczo po jednym elemencie, jednak pomijam
informacje dotyczaca numeru losowania.

dr Jarostaw Kotowicz (UwB) Wyktad 01 wersja z 28 lutego 2020 10/43



Tutaj bedziemy mieli w pierwszym przypadku modele permutacji oraz
wariacji. Natomiast w drugim model kombinacji.
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| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Pytanie 3

W ostatnim z pytan budujemy dwa modele:

© musimy wylosowal wszystkie elementy,
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| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Pytanie 3

W ostatnim z pytan budujemy dwa modele:

© musimy wylosowal wszystkie elementy,
© nie musimy wybieraé wszystkich elementéw.
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W pierwszym przypadku mamy model permutacji, a w drugim kombinacji
lub wariacji.
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Zauwazmy, ze po zadaniu pierwszego pytania odpowiedZ negatywna na
drugie (odpowiednio pozytywna na trzecie pytanie) eliminuje konieczno$¢
stawiania pytania trzeciego (odpowiednio drugiego). Tak wiec warto
zacza¢ od stawiania pytania trzeciego. Nastepnie, jezeli odpowiedz? jest
pozytywna, przechodzimy od razu do pytania pierwszego. W przeciwnym
wypadku zadajemy pytanie drugie i dopiero na koncu pierwsze.
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Odpowiedzi na pytania

Rodzaj modelu

Ad 3. TAK; Ad 1. TAK; Ad 2. niepotrzebne
Ad 3. TAK; Ad 1. NIE; Ad 2. niepotrzebne
Ad 3. NIE; Ad 2. TAK;

Ad 3. NIE; Ad 2. TAK; Ad 1. TAK

Ad 3. NIE; Ad 2. TAK; Ad 1. NIE

Ad 3. NIE; Ad 2. NIE;

Ad 3. NIE; Ad 2. NIE; Ad 1. TAK

Ad 3. NIE; Ad 2. NIE; Ad 1. NIE

permutacje z powtérzeniami
permutacje bez powtdrzen
wariacje

wariacje z powtdrzeniami
wariacje bez powtdrzen
kombinacje

kombinacje z powtdrzeniami
kombinacje bez powtérzen
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Pewne uproszczenia jakie moga poméc

© Permutacje najtatwiej utozsamia¢ z budowaniem stéw n-literowych z
liter, ktére moga lub nie moga sie powtarzaé. Mozna tez mysleé o
uktadaniu wiez z klockéw.

dr Jarostaw Kotowicz (UwB) Wyktad 01 wersja z 28 lutego 2020 16 /43



Pewne uproszczenia jakie moga poméc

© Permutacje najtatwiej utozsamia¢ z budowaniem stéw n-literowych z
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uktadaniu wiez z klockéw.

© Kombinacje z powtdrzeniami najlepiej utozsamié¢ z wktadaniem
nierozréznialnych kul (k kul) do ponumerowanych urn (n urn).
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Pewne uproszczenia jakie moga poméc

© Permutacje najtatwiej utozsamia¢ z budowaniem stéw n-literowych z
liter, ktére moga lub nie moga sie powtarzaé. Mozna tez mysleé o
uktadaniu wiez z klockéw.

© Kombinacje z powtdrzeniami najlepiej utozsamié¢ z wktadaniem
nierozréznialnych kul (k kul) do ponumerowanych urn (n urn).

© Kombinacje bez powtdrzen mozna utozsamié z wybieraniem k miejsc
w ciggu n elementowym lub ewentualnie z liczbg podzbioréw k
elementowych zbioru n elementowego.

dr Jarostaw Kotowicz (UwB) Wyktad 01 wersja z 28 lutego 2020 16 /43



| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Kombinatoryka. |

Rozwazamy zbiér n elementowych.

Nazwa Wzér  Zatozenia

permutacja bez powtérzen n! brak

permutacja z powtdrzeniami lq'nilkr' rklas, 1 < r<n,
i-ta klasa liczy k;
elementow i
ki+...kk=n

wariacja bez powtérzen k elementowa (nﬁ!k)! 0<k<n

wariacja z powtérzeniami k elementowa nk brak
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| Kombinatoryka (praypomnienic 2 matematyki dyskretncj) |
Kombinatoryka. Il

Nazwa Wzér Zatozenia
kombinacja bez powtérzer k elementowa (1) = Wlk)' 0<k<n
kombinacja z powtérzeniami k elementowa (”_fk) brak
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Spis tresci

© Czestos¢

dr Jarostaw Kotowicz (UwB) Wyktad 01 wersja z 28 lutego 2020 19 /43



Czestos¢ zaobserwowania zjawiska /zdarzenia.
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Czestos¢ zaobserwowania zjawiska /zdarzenia.

W jezyku polskim
https://pl.wikipedia.org/wiki/Cz%C4%99st0%C5%9B%C4%87 _ (matema:
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Cz%C4%99sto%C5%9B%C4%87_(matematyka)

Czestos¢ zaobserwowania zjawiska /zdarzenia.

W jezyku polskim
https://pl.wikipedia.org/wiki/Cz%C4%99st0%C5%9B%C4%87 _ (matema:
W jezyku angielskim

https://en.wikipedia.org/wiki/Empirical_probability
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Cz%C4%99sto%C5%9B%C4%87_(matematyka)
https://en.wikipedia.org/wiki/Empirical_probability

Spis tresci

@ Przestrzen probabilistyczna
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Wprowadzenie

Przyjmowana aksjomatyka prawdopodobienstwa (zwana aksjomatami
Kotmogorowa) zostata podana w 1933 roku przez Andrieja Kotmogorowa.

https://pl.wikipedia.org/wiki/Andriej_Ko%C5%82mogorow
http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kolmogorov.h

https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=10480&%fCh:
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Andriej_Ko%C5%82mogorow
http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kolmogorov.html
https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=10480&fChrono=1

o-ciato podzbioréw i jego wtasnosci. |

Niech Q # () oraz ¥ C 2.

Definicja 1

Rodzine zbioréw ¥ nazywamy o-ciatem podzbioréw 2 wtedy i tylko wtedy,
gdy

Q ¢ % (1)

Vauencz J A € X, (2)
i=1

VagesA\B € XL. (3)

Uwaga 1

o-ciafo jest to rodzina podzbioréw zamknigta na przeliczalng ilos¢ dziatan
teoriomnogosciowych (sumy, iloczynu, réznicy).

.
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_ Prestred probabistycana |
o-ciato podzbioréw i jego wtasnosci. |l

Whiosek 1
Zachodza nastepujace wtasnosci dla o-ciata

Dex

VacsA € ¥
VagesAUBE X
VagesANBEX

[e.e]
V(An)neNCZ ﬂ Aj € X. (8)
i=1
Przyktad 1

Najprostszymi o-ciatami sa rodziny {0, Q}i 22, czyli zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru €.
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Prawdopodobienstwo (miara probabilistyczna).

Definicja 2
Funkcje P: ¥ — R nazywamy miara probabilistyczng wtedy i tylko wtedy,
gdy
Vaes P(A) >0 (9)
v(An)n>1cz,parami roztaczny = P <U An) = Z P(A,) (10)
n=1 n=1
P(Q) = 1. (11)

.

Uwaga 2

Wtasnosc (9), to nieujemnos¢ miary miary, zas wtasnos¢ (10) to
o-addytywnos¢ (przeliczalna addytywnosc) miary.
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Definicja 3
Niech Q) bedzie zbiorem skoriczonym, a A jego podzbiorem.

Prawdopodobiernstwem klasycznym zdarzenia A nazywamy wielkos¢

P(A) = ;g", (12)

gdzie |A| oznacza liczbe elementéw zbioru A.
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Witasnosci prawdopodobienstwa. |

Definicja 4
Strukture (2, X, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna.

Uwaga 3
Kazdy zbiér ¥ - mierzalny nazywamy zdarzeniem, a {w}, gdzie w € Q,
zdarzeniem elementarnym.
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Wtasnosci prawdopodobienstwa. |l

P(®) =0

VagesA C B = P(A) < P(B)

VagesAC B = P(B\ A) < P(B) — P(A)
VacsP(A) =1 - P(A)

Vages P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

VnenVia,...Acx P( LHJ Ai) = i(—l)ifl > P (h Ak(>8)
k=1

i=1 1<k <...<ki<n

" (U A ) S P(AY).
n=1

n=1

=1
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WHtasnosci prawdopodobienstwa. Il

(G

n—oo

V(An)ns1cx (An)n>1- wstepujacy = P( An) = lim P(A,)(20)

1

A,,) = lim P(A,)(21)

3
Il

DX

n—oo

V(An)n>1C{(An)n21‘ zstepujacy = P (

Il
M

n

Uwaga 4

Réwnos¢ (18) nazywamy prawem wtaczania i wytaczania, zas réwnosci
(20) i (21) ciagtosci prawdopodobieristwa odpowiednio z dotu i géry.

Przyktad 2

Niech Q = {wo,wr}, L = 2 oraz P bedzie okreslone nastepujaco:
P(0) = 0,P({wo}) = P({wr}) = . Wowczas ({wo,wr}, L, P) jest
przestrzenig probabilistyczna.

.
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Spis tresci

© Prawdopodobienstwo warunkowe, catkowite i wzér Bayesa
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Prawdopodobienstwo warunkowe.

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna.
Definicja 5
Niech A, B € . Zatézmy, ze P(B) # 0. Prawdopodobieristwem

warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B
(piszemy P(A/B)) nazywamy liczbe

P(AN B)

P(A/B) := P(B)

(22)
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| Prawdopodobieristuo warunkowe, cafkovite i wzér Bayesa |
Uktad zupetny zdarzen.

Niech card J < Ng2.
Definicja 6
Co najwyzej przeliczalng rodzine zbioréw {A; : i € 3} C ¥ nazywamy

uktadem zupetnym (zdarzen) wtedy i tylko wtedy, gdy

Ua = a (23)

i€d
Vijesi #j = AiNA;= 0 (24)
ViesP(Ai)) # 0. (25)

Uwaga 5

Zbiér 3 nazywamy zbiorem indekséw rodziny {A; : i € J}.

Symbol card J oznacza moc zbioru J (liczbe kardynalna), a Ro to liczba kardynalna
odpowiadajaca mocy zbioru liczb naturalnych
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| Prawdopodobieristuo warunkowe, cafkovite i wzér Bayesa |
Prawdopodobienstwo catkowite i wzér Bayesa.

Twierdzenie 1 (Prawdopodobienstwo catkowite)

Niech {H; : i € 3} C ¥ bedzie uktadem zupetnym. Wéwczas dla
dowolnego zdarzenia A zachodzi réwnosé

P(A) =) _ P(A/H:)P(H;). (26)

i€J

Twierdzenie 2 (Wz6r Bayesa)

Niech {H; : i € 3} C ¥ bedzie uktadem zupetnym. Wéwczas dla

dowolnego zdarzenia A o niezerowym prawdopodobienstwie i dowolnego
ip € J zachodzi réwnos¢

w

P(A/Hi,)P(Hi,)
P(H;/A) = ITAY-TITAY 21
o) =5 p(as iy P(H) 0
i€J
Wykiad 01 wersja z 28 lutego 2020 33 /43



Spis tresci

O Niezaleznoé¢ zdarzen
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Niezaleznos¢ dwdch zdarzen

Definicja 7
Mowimy, ze zdarzenia A, B z tej przestrzeni s3 niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy

P(AN B) = P(A)- P(B). (28)

Stwierdzenie 1

Niech A, B € ¥ oraz P(B) # 0. Zdarzenia A, B s3 niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy
P(A/B) = P(A). (29)

.
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Niezaleznos¢ zdarzen. |

Dany jest ukfad zdarzen {A1,...,A,} C X
Definicja 8
Méwimy, ze zdarzenia A, ..., A, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

k k
Vi<k<nVigi<...<iz<nP (ﬂ Ai,) = 1] P(A)). (30)
I=1 =1
Definicja 9
Mowimy, ze zdarzenia Ai, ..., A, sa parami niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy
Vici<j<nP (Ai N Aj) = P(Ai) - P(A)). (31)
Wyktad 01
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Niezaleznos¢ zdarzen. |l

Whiosek 2

Jezeli zdarzenia sa niezalezne, to sa niezalezne parami.

Definicja 10
Mowimy, ze zdarzenia A1, ..., A, sa niezalezne zespotowo wtedy i tylko
wtedy, gdy
P (ﬂ Ak> = I P(Ax). (32)
k=1 k=1
Uwaga 6

W przypadku n = 2 wszystkie pojecia przez nas wprowadzone s3a
identyczne.
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Niezaleznos¢ zdarzen. |l

Whiosek 3
Jezeli zdarzenia sa niezalezne, to sa niezalezne zespofowo. J
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WHtasnosci zdarzen niezaleznych. |

Przyktad 3

Na czworosciennej kostce (czworoscian foremny) napisano na trzech
Scianach doktadnie jeden raz jedna z liczb 1, 2 i 3, zas na czwartej Scianie
Jje wszystkie. Okreslamy zdarzenia A; - wyrzucono liczbe i. Zdarzenia

A1, Ao, A3 sa parami niezalezne, ale nie s3 niezalezne zespotowo.

Twierdzenie 3
Istnieje ukfad zdarzen parami niezaleznych, ktéry nie jest ukfadem zdarzen

niezaleznych, a wiec i nie jest uktadem zdarzen niezaleznych zespofowo.
. »

Twierdzenie 4

Zdarzenia roztaczne A i B sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) =0
lub P(B) = 0.
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Witasnosci zdarzen niezaleznych. Il

Twierdzenie 5

Niech card T < Ng. Niech A € ¥ oraz {A; : i € 3} C X i zdarzenia
{A; 1 i € 3} sa parami roztaczne. Wtedy, o ile dla dowolnego i € J

niezalezne s3 zdarzenia A i A;, to niezalezne sa zdarzenia A, |J A;.
i€J

Twierdzenie 6

Oznaczymy A = A oraz A' = A'. Nastepujace warunki sa réwnowazne

A1, ..., Anniezalezne (33)
Ve, emeft,.nyon B = AT, ..., By, = A niezalezne  (34)

v{51,...,an}e{l,...,n}{o’l}'D (ﬂ A?) = H P (Aik) : (35)
k=1

k=1
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WHtasnosci zdarzen niezaleznych. Il

Whiosek 4
Niech {A1,...,An} C ¥ bedzie uktadem zdarzen niezaleznych. Wéwczas

p<0 Ak> :1—P<ﬁ A@) —1- [ a-P(A). ()
k=1

k=1 k=1
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Uogdlnienia niezaleznosci zdarzen. |

Definicja 11
Dany jest uktad zdarzern {A, : n > 1} C . Mdwimy, ze ukfad zdarzer jest
niezalezny (inaczej ukfad zdarzen {A, : n > 1} jest uktadem zdarzen

niezaleznych) wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny skoriczony jego podukfad
jest uktadem zdarzen niezaleznych.

Definicja 12

Dany jest ukfad zdarzen {A, : n > 1} C ¥. Méwimy, ze ukfad zdarzen jest
uktadem zdarzen parami niezaleznych wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny
zdarzen o réznych indeksach sa one niezalezne.
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Uogdlnienia niezaleznosci zdarzen. |l

Definicja 13

Niech {=;: i € J} bedzie rodzing zbioréw zdarzer tzn. kazde =; jest
zbiorem zdarzen. =; dla i € J sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

vﬁcjijJvAjGEj cardJ < Ng = P(m Aj) = H P(Aj). (37)
Jje€J Jj€I
'
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