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Spis tresci

@ Zdarzenia zalezne
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Niech (€2, X, P) bedzie ustalong przestrzenia probabilistyczna.

Definicja 1

Moéwimy, ze zdarzenia A, B sa zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
P(AN B) # P(A) - P(B).

/naczej mdwimy, ze nie s3 niezalezne.

Definicja 2

Niech A, B € ¥ oraz P(A), P(B) €]0, 1[. Wspdtczynnikiem korelacji
zdarzenn A i B nazywamy liczbe wyrazona wzorem

o P(ANB) — P(A)P(B)
AAB) = AP P(B)PEY
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Twierdzenie 1

Niech A, B € ¥ oraz P(A), P(B) €]0,1[. Wtedy
p(A, B) = p(B,A) (3)
p(A',B) = p(A, B') = —p(A, B) (4)
o(A', B') = p(A,B) (5)
p(A,B) =0 < A, B niezalezne (6)
p(A, A) = 1A p(A,A) = —1 7)
p(A,B)=1= P(A)= P(ANB) = P(B) (= P(A+ B) = 0) (8)
p(A,B)=—1= P(ANB) =0 (9)
Ip(A, B)| < 1 (10)
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Spis tresci

@ Prawdopodobiefistwo geometryczne
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_______ Prowdopodobiefstwo geometryczne |
Prawdopodobienstwo geometryczne
Definicja 3
Niech 2 C R zbiorem, dla ktérego mozna policzy¢ dtugosc i dtugosc 2
Jest skoriczona (oznaczymy ja u(2)), a ¥ ustalonym o-ciatem jego

podzbioréw takim, ze dla kazdego zbioru z tej rodziny mozna obliczyé
dtugos¢. Wtedy funkcja P: ¥ — R zadana wzorem

P(A) = ZEQ;, (11)

gdzie u(A) oznacza dtugosé zbioru A, jest miara probabilistyczna.

Uwaga 1
@ Mozna rozwazac podzbiér R2, R3 odpowiednio pole, czy objetosc.

© Prawdopodobienstwo tak okreslone nazywamy prawdopodobieristwem
geometrycznym.

ol
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R - os bertrance
Joseph Bertrand

Joseph Louis Frangois Bertrand (ur. 11 marca 1822 w Paryzu, zm. 5
kwietnia 1900 w Paryzu) — matematyk i ekonomista francuski.

https://pl.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_FranC3%A70is_Bert:

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bertrand.!
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Paradoks Bertranda

Przyktad 1

Dane jest koto o promieniu r > 0, Na kole wybieramy losowo cieciwe. Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze bedzie miata ona dtugos¢ wieksza od dtugosci

boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w brzeg tego kota (okrag) 7
Rozwazy¢ nastepujace wybory:

@ pofozenie srodka cieciwy na kole,
@ ustalony kierunek cieciwy,

@ ustalony jeden z koncéw cieciwy.
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© Klasyczne zagadnienia w rachunku prawdopodobiefistwa
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Zagadnienie Bernoulliego. |

Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Istniej miara
probabilistyczna — prawdopodobienstwo w przestrzeni produktowe;j
(Q",0a(X"), P,), gdzie Q" jest n-krotnym iloczynem kartezjaniskim zbioru
Q, zas oa(X") jest najmniejszym o - ciatem podzbioréw Q" zawierajacym
P

Twierdzenie 2

Jezeli przeprowadzono n jednakowych i niezaleznych préb, gdzie zdarzenie
A mogto pojawic sie w pojedynczej prébie z prawdopodobienstwem p, to
prawdopodobienstwo, ze zaszto ono dokfadnie w k prébach (k € 0,n)
wynosi

k

() ph(1— p) k. (12)

.
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Zagadnienie Bernoulliego. Il

Uwaga 2
n identycznych préb bedziemy nazywac serig (dtugosci n).
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Uogdlniony zagadnienie Bernoulliego

Twierdzenie 3

Jezeli przeprowadzono n jednakowych i niezaleznych préb, gdzie w
pojedynczej préobie mogty pojawic sie dokfadnie jedno ze zdarzen

A1,..., A, z prawdopodobieristwem réwnym odpowiednio p1,...p,, gdzie

r
> pi =1, to prawdopodobienstwo, ze kazde zdarzenie A; zaszto dokfadnie
i=1

- r
nj - razy (nj € 0,n), gdziei=1,...,r i Y nj = n wynosi
i=1

n! S
ﬁHP?" (13)
1t n.l! i1
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Zagadnienie Poissona

Twierdzenie 4

Przeprowadzamy ciag serii doswiadczen wedtug schematu Bernoulliego
tak, aby w poszczegélnych seriach liczb doswiadczen wzrastata do
nieskoriczonosci, a jednoczesnie prawdopodobienstwo sukcesu p, dazyto do
zera, przy czym np, = X byfo stafe. Jezeli oznaczymy przez A, x zdarzenie,
ze w n - tej serii otrzymano dokfadnie k sukceséw, to

Ak
lim P(Anx) = e_/\ﬂ. (14)

>
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Zagadnienie Pascala

Twierdzenie 5

Jezeli przeprowadzono n préb wedtug schematu Bernoulliego, to

prawdopodobienstwo, ze do uzyskania k sukceséw bedzie potrzebnych
dokfadnie n préb wynosi

(Z - Dpk(l - p)" k. (15)
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Schemat urnowy Pélya

Twierdzenie 6
Z urny o b biatych i ¢ czarnych kulach losujemy jedna kule, ktdéra

zwracamy do urny wykonujac jeszcze dokfadnie jedna z czynnosci

@ dodajemy do urny s kul tego samego koloru, co wylosowana kula,
@ wyjmujemy z urny s kul tego samego koloru, co wylosowana kula,
@ nic nie robimy.

Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze postepujac tak n razy wylosujemy
doktadnie k razy kule biata. Kiedy rozwigzanie ma niezerowe
prawdopodobieristwo (dla jakich liczb b, c, s, n i k)? )
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@ Zmienna losowa (jednowymiarowa)
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Pojecie zmiennej losowe;j

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna.

Definicja 4
Jednowymiarowa zmienna losowa nazywamy kazde odwzorowanie
X: Q — R takie, ze

VaerX 1] — 00, 4a]) € L. (16)

Uwaga 3
@ Zmienna losowa, to nie zmienna, ale funkcja.
Q W przypadku, gdy zbiér S jest przeliczalny, to kazda funkcja
X:Q — R jest zmienna losows.
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Rodzina zbioréw borelowskich w R.

Definicja 5

Najmniejsze w sensie zawierania sie o-ciato zwierajace wszystkie przedziaty
domknigte | — o0, a|, gdzie a jest dowolng liczba rzeczywista nazywamy
rodzing zbioréw borelowskich R i oznaczamy B(R).
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Definicja zmiennej losowej raz jeszcze.

Uwaga 4
Majac rodzine zbioréw borelowskich zmienng losowa mozemy zdefiniowaé
nastepujaco.

Definicja 6
Jednowymiarowa zmienna losowa nazywamy kazde odwzorowanie
X:Q — R takie, ze

Veenr) X '(B) € L. (17)
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Rozktad prawdopodobienstwa. |

Definicja 7
Rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X nazywamy
indukowane odwzorowanie 1: B(R) — R takie, ze

Veen(r) 1(B) == P(X™}(B)), (18)

ktore jest nieujemny, przeliczalnie addytywne oraz spetnia warunek
m(R) =1.

Uwaga 5

Czesto zamiast méwic o konkretnej zmiennej losowej bedziemy méwili o
rozktadach prawdopodobienstwa.
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e e e e e e
Rozktad prawdopodobienstwa. Il

Definicja 8

Moéwimy, ze v: B(R) — R jest rozktadem prawdopodobieristwa na R
wtedy i tylko wtedy, gdy (R, B(R),v) jest przestrzenia probabilistyczna.
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Spis tresci

e Dystrybuanta zmiennej losowej
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___ Dysinbuanta zmienncj losouej |
Pojecie dystrybuanty

Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng i X bedzie
jednowymiarowa zmienng losowa okreslong na tej przestrzeni.

Uwaga 6

Bedziemy uzywac nastepujacego oznaczenia
{X<t}={we: X(w) <t}

Definicja 9

Dystrybuanta jednowymiarowej zmienne losowej X nazywamy funkcje
F: R — R okreslona wzorem

RS>t F(t):=P({X<t)=P(X(-o0,1))).  (19)

.
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___ Dysinbuanta zmienncj losouej |
Witasnosci dystrybuanty.

Twierdzenie 7

Niech F bedzie dystrybuanta jednowymiarowej zmiennej losowej X.
Woéwczas

© F jest funkcja niemalejaca.
© F jest funkcja prawostronnie ciagta.
) () =1.

lim F
X——400
Q Ilm F(x)=0.
X——00
Twierdzenie 8

Jezeli funkcja G: R — R spetnia warunki (1)— (4) twierdzenia 7, to jest
dystrybuanta pewnego rozkfadu.
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Dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa

Definicja 10

Dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa p na R nazywamy funkcje
F: R — R, okreslona wzorem

R3tr F(t) := p(] — oo, t]). (20)
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Spis tresci

@ Dyskretne i ciggte zmienne losowe
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Funkcja mierzalna i catkowalna w sensie Lebesgue'a

Definicja 11
Funkcje f: R — R nazywamy mierzalna w sensie Lebesgue’a wtedy i tylko

wtedy, gdy .
Veesmr)f (B) € Iy, (21)

gdzie ¥; jest o - ciatem zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a tzn.
takich, "dla ktérych mozemy zmierzyc ich dfugos¢”.
Definicja 12

Funkcja f: R — R mierzalna w sensie Lebesgue’a jest catkowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy

/Oo 1F(x)|dx < oc. (22)

[e.9]
o'
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Pojecie ciggtej i dyskretnej zmiennej losowe;. |

Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng i X bedzie
jednowymiarowa zmienng losowa okreslong na tej przestrzeni.

Definicja 13

Niech F bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X.
Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad ciagty wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje funkcja mierzalna w sensie Lebesgue’a i catkowalna f: R — R
taka, ze
t

VeerF(t) = / £(r)dr. (23)

—0o0

Funkcje f nazywamy gestoscig zmiennej losowej.
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Pojecie ciggtej i dyskretnej zmiennej losowej. |l

Definicja 14

Zmienng losowa X nazywamy dyskretng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
co najwyzej przeliczalny zbiér S C R taki, ze P({X € S}) = 1.
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Pojecie ciggtego i dyskretnego rozktadu
prawdopodobienstwa. |

Uwaga 7

Analogicznie jak dla zmiennych losowych okreslamy rozktady
prawdopodobienstwa ciggte i dyskretne.

Definicja 15
Niech . bedzie rozktadem prawdopodobieristwa na R o dystrybuancie F.

Jezeli istnieje funkcja f: R — R mierzalna w sensie miary 11 i catkowalna
wzgledem tej miary taka, ze

t

F(e) = [ flonu(d). (24)

—0o0

to rozktad prawdopodobienstwa nazywamy ciagtym.
Funkcje f nazywamy gestoscia rozktadu.

ol
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Pojecie ciggtego i dyskretnego rozktadu
prawdopodobienstwa. Il

Uwaga 8

Nalezy podkreslic, ze catka wystepujaca we wzorze 24, to nie jest catka
liczona tylko wzgledem zmiennej x, ale wzgledem miary .

Definicja 16

Rozktad prawdopodobienistwa p na R nazywamy dyskretnym wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje zbidr co najwyzej przeliczalny S C R taki, ze u(S) = 1.
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. |

Definicja 17

Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, zas X bedzie
dyskretna jednowymiarowa zmienna losowa. Mdéwimy, ze zbiér Wy jest
zbiorem wartosci zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

Y Acr ANWx=0=P({w: X(w) e A})=0 (25)
Ve Wy P({w: X(w)=x})>0. (26)

Uwaga 9

Podobnie mozna zdefiniowac zbiér wartosci rozktadu dyskretnego.
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. Il

Uwaga 10

Rozkfad dyskretny wyznaczaja jednoznacznie zbiér wartosci oraz funkcja

prawdopodobienstwa, czyli prawdopodobienstwa przypisane tym
wartosciom.

Przyktad 2 (Rozktad jednopunktowy)

Wx == {x0} i P{w: X(w) =x}) =1. (27)
Oznaczenie §(xp).
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. Ill

Przyktad 3 (Rozktad dwupunktowy)
Niech p €]0, 1].

Wx = {x1, %}, x1 # x2,
PH{w: X(w)=x1}) =p,P{w: X(w) = x2}) =1—p. (28)

W szczegdlnym przypadku, gdy x1 = 1, zas xo = 0 taki rozkfad nazywamy
rozkfadem zero-jedynkowym i oznaczamy Bin(1, p).
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. |V

Uwaga 11

Jezeli zbior wartosci dyskretnej zmiennej losowej X jest podzbiorem zbioru
liczb naturalnych, to przyjmujemy nastepujace oznaczenie

Pk =

ozn {P({w X(w)=kK})  dlake Wx (20)
0 dla k ¢ WX

v

Przyktad 4 (Rozktad dwumianowy (Bernoulliego) z parametrami n i p)
Niech p €]0,1[ oraz n € N.

Wx :={0,1,...,n}, px:= (Z) pk(1 - p)" k. (30)

Oznaczenie Bin(n, p).

v
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. V

Przyktad 5 (Rozktad Poissona z parametrem \)

Niech A € R;..
)\k
Wy := {0} UN, py :=e PR (31)
Oznaczenie Po()\).
Przyktad 6 (Rozktad geometryczny z parametrem p)
Niech p €]0,1].
Wx =N, px = p(1—p)<L. (32)

Oznaczenie Geom(p).
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Przyktady rozktadéw dyskretnych. VI

Przyktad 7 (Rozktad ujemny dwumianowy z parametrami p, r)
Niech p €]0,1[ oraz r € N.

Wyx = {0} UN, py = (r + /; B 1) p'(1—p)~. (33)

Oznaczenie NegBin(r, p).
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. VIl

Przyktad 8 (Rozktad Pascala z parametrem p.?)
?Jest to szczegdlny przypadek rozktadu ujemnego dwumianowego.
-1 _
Wy == {kk+1,...}, p:= <k B 1)pk(l - p)' 7~ (34)
Lub inaczej

I+ k—1

Wx := {0} UN, p; := ( K1 )pk(l —p). (35)
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady rozktadéw dyskretnych. VIII

Przyktad 9 (Rozktad hipergeometryczny z parametrami a, b, n)
Niecha+b>noraza>nib> n.

Wx :={0,1,...,n}, px:= . (36)
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. |

Uwaga 12

Zmienne losowe ciggte i rozktady ciagte sa scharakteryzowane przez swoja
gestosc.

Definicja 18

Indykatorem zbioru A nazywamy funkcje I5: A — R zadang wzorem

La(r) 1 gdyreA
r) = :
A 0 gdyr¢A
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. Il

Przyktad 10
Niech a, b € R oraz a < b. Rozkfad o gestosci

1
55 Hasi(r) (37)

f(r) =

nazywamy rozktad réwnomierny na odcinku )a, b[ i oznaczamy U(]a, b[).

Przyktad 11
Niech A € Ry. Rozktad o gestosci

F(r) == Ae Mg 0f(r) (38)

nazywamy rozktadem wyktadniczym z parametrem X\ i oznaczamy Exp(\).
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciaggtych. Il

Przyktad 12
Niech A € R. Rozkfad o gestosci

F(r) = %)\e"\“' (39)

nazywamy rozkfadem Laplace’'a z parametrem X i oznaczamy L(\).

Przyktad 13
Niech a € R oraz b € R,.. Rozkfad o gestosci

1 b
)= o —ap

nazywamy rozkfadem Cauchy’ego z parametrami a, b i oznaczamy
Cauchy(a, b).

v
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. IV

Przyktad 14
Niech m € R oraz 0 € R,. Rozkfad o gestosci

r—m 2
F(r) = — exp{—()} (41)

270 2072

nazywamy rozktadem normalny lub rozktadem Gaussa, z parametrami m, o
i oznaczamy N'(m, o).
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Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. V

Przyktad 15
Niech o, 8 € Ry.. Rozktad o gestosci

f(r):= F?Z)ro‘_le_ﬁr]l]oﬂroo[(r) (42)

nazywamy rozkfadem gamma z parametrami o, 3 i oznaczamy ['(«, (3).
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. VI

Uwaga 13

Gestos¢ rozktadu gamma mozna tez zdefiniowac nastepujaco:
Niech k,0 € R..

F(r) == mrﬁfleféﬂlo7+oo[(r). (43)

Oznaczenie T'(k, 0).

Uwaga 14

« wystepujace w definicji 15 jest parametrem ksztattu, a 3 natezenia.
Natomiast k w uwadze 12 jest jest parametrem ksztattu, a 0 skali.
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. VII

Uwaga 15
Rozktad wyktadniczy z parametrem A\ jest rozktadem gamma z
parametrami ksztattu 1 i skali %

Przyktad 16 (Rozktad chi-kwadrat z n stopniami swobody.)

Niech n € N. Rozktad gamma z parametrami z parametrem ksztattu 5 i
skali 2 nazywamy rozkfadem chi-kwadrat o n-stopniach swobody.
Oznaczenie x?(n).
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. VIII

Przyktad 17
Niech o, 8 € R. Rozktad o gestosci

) = 5 (Oi 57 = o) (44)

nazywamy rozkfadem beta z parametrami «, [3 i oznaczamy Beta(a, [3).

v

Uwaga 16
Mamy
MNp)l(qg
B(p,q) := (p)a)
F(p+q) )
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__ Dyskretne i cagie zmierne losowe |
Przyktady zmiennych losowych (rozktadéw) ciagtych. IX

Przyktad 18
Niech n € N. Rozkfad o gestosci

£(r) -:M 1+r2 - (45)
RG)

nazywamy rozktadem t-Studenta z n stopniami swobody i oznaczamy t(n).

v

Uwaga 17

Rozktad t-Studenta t(1) jest rozktadem Cauchy'ego Cauchy(0,1).
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