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@ Zmienne losowe wielowymiarowe
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Pojecie wielowymiarowej zmiennej losowej. |

Niech (Q, X, P) bedzie ustalong przestrzenia probabilistyczng i d € N.
Definicja 1
Zmienna losowa d-wymiarowa nazywamy kazde odwzorowanie mierzalne X
z(Q,%) w (R?, B(RY)) tzn.

\V/AEB(]Rd)Xil(A) S Z (1)

Lemat 1

Jezeli odwzorowanie X : Q — RY spetniajace warunek

th,,..7td€R Xﬁl(] — 00, t]_] X oo, X] — 00, td]) X (2)

jest d-wymiarowa zmienna losowa.
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Pojecie wielowymiarowej zmiennej losowe;j. Il

Twierdzenie 1

Niech X bedzie d-wymiarowa zmienng losowa, zas p: RY — R™ bedzie
funkcja borelowska. Wtedy ¢(X) jest m-wymiarowa zmienng losowa.
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e e e e e
Rozktad prawdopodobienistwa na RY. |

Definicja 2

Rozktadem prawdopodobieristwa na RY nazywamy kazda miare
probabilistyczna pu na B(RY).

Definicja 3
Rozkfadem prawdopodobiernstwa d-wymiarowej zmiennej losowej X
nazywamy rozktad prawdopodobieristwa i okreslony na B(RY) zaleznoscia

Veenms) H(B) == P(X™}(B)). (3)

v

Uwaga 1

Oznaczamy

P(X7Y(B)) = P({w: X(w) € B}) = P({X € B}).

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 04 7 marca 2020 5/25



Spis tresci

@ Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowe;.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 04 7 marca 2020 6/25



Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowe;j. |

Niech (Q, X, P) bedzie ustalong przestrzenia probabilistyczna. Niech
ponadto d € N.

Definicja 4
Dystrybuanta rozktadu prawdopodobieristwa ;. na RY nazywamy funkcje

F:R" — R, okreslona wzorem

F(ty,... tn) = u(] — oo, t1] X ... x] — o0, t4]). (4)

ot

Uwaga 2

Jezeli v jest rozktadem d-wymiarowej zmiennej losowej X, to dystrybuante
rozktadu 1 bedziemy nazywac dystrybuanta zmiennej losowej X i wtedy

F(tl,...,td):P({Xl<t1/\.../\Xd<td}) (5)

ol
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| Dystnbuanta wielowymiarowe] zmienncj losowe. |
Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowej. Il

Uwaga 3

W literaturze spotyka sie réwniez definicje dystrybuanty rozktadu z
przedziatami otwartymi.

Twierdzenie 2

Dystrybuanta F rozktadu prawdopodobieristwa 1 na RY ma nastepujace
wifasnosci:

@ F jest niemalejaca wzgledem kazdego argumentu,
lim F(x1,...,xq) =0,

o
@  lim F(xi,...,xq) =1,
o

F jest prawostronnie ciggta wzgledem kazdego argumentu.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 04 7 marca 2020 8/25



Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowej. |lI

Twierdzenie 3

Dla dystrybuanty F rozktadu prawdopodobieristwa ji na R? zachodzi
réwniez
d

>k
Vick<aXk <yk= Y (=1)= F(U(e)) >0, (6)
ce{0,1}19

gdzie U(€) = (€1X1 + (1 — 61))/1, ey EdXq + (1 — 5d)yd).

Twierdzenie 4

Jezeli funkcja F: RY — R spetnia warunki twierdzen 2 i 3, to istnieje taki
rozktad prawdopodobieristwa p na RY, ze F jest jego dystrybuanta.
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Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowej. 1V

Twierdzenie 5

Jezeli ju i v s3 rozktadami prawdopodobieristwa na RY o dystrybuantach F
i G oraz F = G, to dla dowolnego zbioru A € B(RY) zachodzi
u(A) = v(A).
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9 Rozktady ciggte i dyskretne
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____ Foskiadycigieldyskretne |
Rozktady ciagte. |

Niech (Q, X, P) bedzie ustalong przestrzenia probabilistyczng. Niech
ponadto d € N.

Definicja 5

Jezeli i jest rozktadem prawdopodobieristwa na RY i dla pewnej funkcji
f : RY — R catkowalnej w sensie Lebesgue'a mamy

Vpcsey(A) = [ F(x)dm() ™

to f nazywamy gestoscig rozkfadu L.
Definicja 6

Jezeli dla rozktadu prawdopodobieristwa na RY i istnieje gestos¢, to taki
rozkfad nazywamy ciagtym.

.
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____ Foskiadycigieldyskretne |
Rozktady ciagte. |l

Twierdzenie 6

Niech f bedzie gestoscig rozktadu prawdopodobieristwa 1 na RY. Wtedy
Q Jpo f(x)dm(x) = p(RY) =1,
Q F>0pw,

@ Gestosc jest wyznaczona jednoznacznie z dokfadnoscia do zbioréw
miary Lebesgue’a zero.

Ponadto kazda funkcja f: R? — R spetniajaca warunki (i) i (i) jest
gestoscia.
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____ Foskiadycigieldyskretne |
Rozktady dyskretne.

Definicja 7

Rozktad 1 na RY nazywamy dyskretnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
zbiér co najwyzej przeliczalny S C RY dla ktérego ju(S) = 1.
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@ Rozktady brzegowe

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 04 7 marca 2020 15/25



Jednowymiarowy rozktad brzegowy. |

Lemat 2

Niech ;. bedzie rozktadem prawdopodobieristwa na RY. Okresimy dla
dowolnego B € B(R) i 1 < j < n funkcje

,uJ-(B)::M(Rx...xRx\axRx...xR). (8)
J

Wtedy y1; jest rozkiadem prawdopodobieristwa na R.
Definicja 8

Funkcje pj wystepujaca w lemacie 2 nazywamy jednowymiarowym
rozktadem brzegowym.
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Jednowymiarowy rozktad brzegowy. Il

Twierdzenie 7

Rozktad prawdopodobieristwa 11 na R jest dyskretny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego 1 < j < n rozktad yu; jest dyskretny.

Twierdzenie 8

Jezeli rozktad prawdopodobieristwa 1 na RY jest ciagty, to wszystkie
jednowymiarowe rozkfady brzegowe sa ciagfe.

Przyktad 1

Niech A = {(x,y) : x = y} N[0, 1]2. Niech i bedzie rozktadem
prawdopodobieristwa na R? okreslonym nastepujaco j(A) = 1. Wéwczas
rozkfady brzegowe sa ciagte, lecz i1 nie jest rozktadem ciggtym.
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Wielowymiarowy rozktad brzegowy.

Lemat 3

Niech 1. bedzie rozktadem prawdopodobieristwa na R?. Niech1 < k < n i
niechl1 < i < ... <, < n bedzie k - wyrazowym ciggiem indekséw.
Okreslmy dla dowolnych B; € B(R) dlai=1,...k

Wi ,.ie (B1Xx. .. xBy) ::,LL(RX...XRX\.B’/XRX...XRX\.@/XRX...XR).

i1 I
(9)
Wtedy puj,.....i, jest rozkfadem prawdopodobieristwa na Rk,
Definicja 9
Funkcje piy ... i, wystepujaca w lemacie 3 nazywamy k - wymiarowym

rozktadem brzegowym.
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© Niezalezne zmienne losowe
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Pojecie niezaleznosci. Podstawowe wtasnosci. |

Dana jest przestrzen probabilistyczna (€2, X, P) oraz jednowymiarowe

zmienne losowe Xi, ..., X, okre$lone na niej.
Definicja 10
Méwimy, ze zmienne losowe Xi, ..., X, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy,

gdy dowolnych zbioréw {As,...,An} C B(R) zachodzi réwnosé¢

P({w: Xi(w) € Aini €Tl n}) = HP({w w) €A} (10)

o
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Pojecie niezaleznosci. Podstawowe wtasnosci. |l

Twierdzenie 9

Dyskretne zmienne losowe Xi, ..., X, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnego ciagu (a1, . ..,an) € (Wx, x ... x Wx,)b" zachodzi
réwnos¢

P({w: Xj(w)=ajANi€l n}) = H P({w: X =a;}). (11)
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Niezaleznos$¢ i wielowymiarowe zmienne losowe. |

Dana jest przestrzen probabilistyczna (€2, X, P) oraz jednowymiarowe
zmienne losowe Xji, ..., X, okre$lone na niej.

Twierdzenie 10

Dla zmiennych losowych X1, .

.., Xy nastepujace warunki sa réwnowazne
@ zmienne s3 niezalezne,

Q@ 1, x) = Hx, @ ... @ px,,

@ dla dowolnego t1, ..., t, € R zachodzi réwnos¢

Fixg,. x) (s tn) = H Fx.(t;)-
i=1
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Niezaleznos$¢ i wielowymiarowe zmienne losowe. Il

Twierdzenie 11
Niech dane beda zmienne losowe Xi, ..., X, o rozkfadach ciagtych z

gestosciami réwnymi odpowiednio gi, . . ., &n. Zmienne losowe s3 niezalezne

wtedy i tylko wtedy, gdy p(x,.....x,) Jest rozktadem ciggfym o gestosci
n
glxt, ., xn) = ] &i(xi)-
i=1

Twierdzenie 12

Niech dane beda niezalezne zmienne losowe X1, ..., X,, dla ktérych

istnieja wartosci oczekiwane. Woéwczas istnieje wartos¢ oczekiwana ich
iloczynu oraz

E(Xy ...  Xp) = ﬁE(X,-).
i=1
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Uogdlnienie niezaleznosci. |

Definicja 11

Zmienne losowe (Xy)acn Okreslone na tej samej przestrzeni
probabilistycznej nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego skonczonego ciagu indekséw i1, . .., i,, gdzie i € N, zmienne
losowe X, ..., X;, sa niezalezne.

Twierdzenie 13

Niech {H:: t € T}, Hy C 'H bedzie rodzing niezaleznych o - ciat i niech
zbiér T bedzie suma parami roztacznych zbiorow T;, gdzie i € |. Wtedy
niezalezna jest rodzina o - ciat

G =oal|l |JHe| i€l
teT;
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Uogdlnienie niezaleznosci. |l

Twierdzenie 14

Zatézmy, ze zmienne losowe Xy 1,..., X1 k53 Xn1 .- Xnk, 53
niezalezne. Wowczas zmienne losowe Y = ¢j(X; 1, ... Xj ), gdzie
J=1,...,n iy — funkcje borelowskie takie, ze Y; s3 dobrze zdefiniowane,
s3 niezalezne.
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