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Spis tresci

@ Prawa wielkich liczb
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Pojecie prawa wielkich liczb. |

Niech (X,)n>1 bedzie ciggiem jednowymiarowych i catkowalnych
zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (2, X, P).
WprowadZzmy oznaczenie

S, = Z X.
k=1

Definicja 1

Mowimy, ze ciag zmiennych losowych (Xp)n>1 spefnia mocne prawo
wielkich liczb (MPWL) wtedy i tylko wtedy, gdy

S —E(Sn) pn
Sn —E(Sn) pns o (1)
n
.
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Pojecie prawa wielkich liczb. [l

Definicja 2

Méwimy, ze ciag zmiennych losowych (Xp)n>1 spetnia stabe prawo
wielkich liczb (SPWL) wtedy i tylko wtedy, gdy

S, —E(S,) p
50 —E(Sn) P g 2)
n
.
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Warunki dostateczne - SPWL.

Twierdzenie 1

Niech ciag zmiennych losowych (X,)n>1 catkowalnych z kwadratem
spetnia jeden z warunkéw

@ lim ZG —,

n—oo
@ zmienne losowe ciagu (Xp)n>1 Sa parami nieskorelowane i maja
wspodlnie ograniczona wariancje.

Woéwczas ciag (Xn)n>1 spetnia SPWL.

Uwaga 1
Zatozenie (ii) w twierdzeniu 1 mozna ostabi¢ wymagajac, aby istniaty
a €]0,1[ i dodatnie C takie, ze

Voen D?(X,) < Cn®.

(3)
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Stabe prawo wielkich liczb Bernoulliego. |

Twierdzenie 2

Jezeli przez S, oznaczymy liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego n
prob z prawdopodobieristwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p, to

Veso lim P ({w : ’5",(;‘}) - p’ > a}) =0. (4)

.
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. Prawawielichliczb |
Warunki dostateczne - MPWL. |

Lemat 1 (Twierdzenie Toeplitza)

Niech (an)n>1 bedzie ciagiem liczb nieujemnych i niech ciag (bp)n>1 bedzie
ciagiem rosngcym liczb dodatnich okreslonych nastepujaco b, := Zn: ak.
Woéwczas jezeli ciag (xn)n>1 jest ciagiem zbieznym o granicy réwnke? 1x, to

n

. 1
Jim_ b, kgl Xk = X. (5)
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. Prawawielichliczb |
Warunki dostateczne - MPWL. I

Lemat 2 (Twierdzenie Kroneckera)

Niech (by)n>1 bedzie rosnacym ciagiem liczb dodatnich rozbieznym do
nieskoriczonosci, a (xn)n>1 ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze szereg

o0
> xp jest zbieznym. Wtedy
n=1

1 n
lim — bixyx = 0. 6
i, g 2 D (6)

W szczegélnosci jesli b, = n oraz x, = %, to

oo
Jjezeli szereg Y- % jest zbiezny, to lim Lnﬂ’" =0.
n=1 n—oo
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. Prawawielichliczb |
Warunki dostateczne - MPW.L. Il

Twierdzenie 3 (Kotmogorowa)

Niech (Xn)n>1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
catkowalnych z kwadratem. Niech (b,)n>1 bedzie rosnacym ciagiem liczb
[e.°]
dodatnich takich, ze lim b, = +o0 i Z p? (X") < 400. Wtedy
n—oo n—

n

lim 75" — E(5n)

n— o0 b,

=0 P-p.n.. (7)

W szczegdlnosci, jezeli Z (X”

) < oo, to ciag (Xn)ns1 spefnia MPWL.
n=1
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. Prawawielichliczb |
Warunki dostateczne - MPWL. IV

Lemat 3

Niech X bedzie nieujemna zmienna losowa. Wtedy

iP({w:X(w)>k})<E(X)<1+§:P({w:X(w)>k}). (8)
n=1 n=1

o

Whiosek 1
Jezeli nieujemna zmienna losowa X jest catkowalna, to

i P({w: X(w) > k}) < +oo.
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. Prawawielichliczb |
Warunki dostateczne - MPWL. V

Whiosek 2
Jezeli dla nieujemnej zmiennej losowej X zachodzi

Z P{w:X k}) < 400,
to jest ona catkowalna.

Twierdzenie 4 (MPWL Kotmogorowa)

Niech (Xn)n>1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
Jednakowych rozkfadach i catkowalnych. Wtedy ciag (Xn)n>1 spetnia
MPWL. )
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. Prawawielichliczb |
Warunki dostateczne - MPWL. VI

Twierdzenie 5 (Chinczyna)

Ciag (Xn)n>1 zmiennych losowych parami niezaleznych o jednakowym
rozktadzie i catkowalnych spetnia SPWL.
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