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Spis tresci

@ Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a
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Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a. |

Bedziemy rozwazaé schemat n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu w pojedynczej prébie réwnym p (prawdopodobienstwo porazki
oznaczymy q) oraz iloscig sukceséw réwna k.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

n _
B(kv n> p) - k>pkqn ! (1)
h= ! (2)
NTT
6k Z k—np (3)
X 2 Ok =4, h (4)
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Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a. |l

Mamy wtedy
n—k=nqg— d (5)
k
— =1+ quh (6)
np
—k
M=K 1 xeph. (7)
nq
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Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a. lll

Twierdzenie 1 (Moivre'a - Laplace’a lokalne)

Jezeli h|xi| max {p,q} < 3, to

1 X}% R
B k = — e 2 (nvk) 8
(k. p) = e FeRr) )
przy czym
|R(n, k)| < 3| |h+ l! *h+ - (9)
< —x =|x .
’ 4K g1k 3n

W szczegdlnosci jezeli n i k zbiegaja do nieskoriczonosci w taki sposéb, ze
hx}? zbiega do zera, to R(n, k) réwniez zbiega do zera.

Przyjmijmy oznaczenie

h
ozn

X . h = Xyt —.
a:i:§ a 2
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Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a. IV

Przez ® bedziemy oznacza¢ dystrybuante rozktadu normalnego N(0,1).
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I iy
Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a. V

Twierdzenie 2 (Moivre'a - Laplace’a globalne)

Jezeli hmax {|xa|, [xp|} [xx| max {p, g} < 3, to

P({w:a< Si(w) < b)) = [0(x,1) — 0, 1)] 27*8. (10)
gdzie
5 1, 5 1 h
< > - —
|D(n, a, b)| kg?{ii} {4|Xk|hvL 3\Xk| h} + 3 + 3 (11)

W szczegdlnosci jezeli n zbiega do nieskoriczonosci, zas a i b zmieniaja sie

tak, ze max {x3h,x;h} zbiega do zera, to D(n, a, b) réwniez zbiega do
zera oraz

P({w: 2 < 54(w) < bY) ~ Dy 1) — O, 1) (12)
P({w:a< Sp(w) < b}) ~ d(xp) — d(x5) (13)
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Spis tresci

9 Funkcje charakterystyczne zmiennych losowych i rozktadéw
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| Funkeje charakterystyczne zmiennych losowych i ozkiadow |
Pojecie funkcji charakterystyczne;j.

Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, zas X
jednowymiarowa zmienna.

Definicja 1

Funkcja charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy funkcje
vx: R — C zadana wzorem

ox(t) := E(e™) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)), t<cR. (14)

ot

Uwaga 1

Poniewaz |e™X| = 1 wiec funkcja charakterystyczna jest dobrze okreslona
dla dowolnej zmiennej losowej X.
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Witasnosci funkcji charakterystyczne;j. |

Twierdzenie 3

Niech ©x bedzie funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X. Wtedy
@ ¢x(0)=1,
@ |px(t)| <1 dla dowolnego t € R,

@ o¢x(t) = ¢x(—t) dla dowolnego t € R,
@ (px jest jednostajnie ciagta, a wiec ciagta.

Whiosek 1

Funkcja charakterystyczna rozktadu p jest rzeczywista wtedy i tylko wtedy,
gdy u jest rozktadem symetrycznym.

.
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Whtasnosci funkcji charakterystycznej. |l

Definicja 2
Funkcje v: R — C nazywamy dodatnio okreslong wtedy i tylko wtedy, gdy
VnenVh,.. ta€RVz ..., z,eC Z Y(tk — tn)zxz1 > 0. (15)
1<k,I<n

v

Twierdzenie 4 (Bochnera)

Funkcja p: R — C jest funkcja charakterystyczna pewnego rozkfadu
prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagta, dodatnio
okreslona i p(0) = 1.
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Whtasnosci funkcji charakterystycznej. Ill

Twierdzenie 5

Niech n € N. Jezeli X € L"(Q), to n-ta pochodna funkcji

charakterystycznej <pg?) istnieje i jest jednostajnie ciggfa, a ponadto

P%)(0) = I"E(X").

(16)

Uwaga 2

Uzywac bedziemy symbolu Landaua o(x), co znaczy

. 0(x)
lim =0.
x—0 X
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| Funkeje charakterystyczne zmiennych losowych i ozkiadow |
Witasnosci funkcji charakterystycznej. IV

Whiosek 2
Niech n € N. Jezeli X € L"(Q), to

n I k
ox(t) = Y B U 4 oen) (17)
k=1 '

Twierdzenie 6

Jezeli dwa rozktady prawdopodobieristwa na (R, B(R)) maja réwne funkcje
charakterystyczne, to sg sobie réwne.

Lemat 1

Niech Y = aX + b wtedy ¢y (t) = e'®p(at) dla dowolnego t € R.

v
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| Funkeje charakterystyczne zmiennych losowych i ozkiadow |
Whtasnosci funkcji charakterystycznej. V

Twierdzenie 7

Jezeli X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, to

PX+Y = PX " PY- (18)

v

Lemat 2

Jezeli p jest rozktadem prawdopodobieristwa z funkcja charakterystyczna
©, to dla kazdego u > 0 zachodzi

() tfowrs o
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| Funkeje charakterystyczne zmiennych losowych i ozkiadow |
Witasnosci funkcji charakterystycznej. VI

Twierdzenie 8 (Lévy'ego - Craméra)

Niech (1in)n>1 bedzie ciagiem rozktadéw prawdopodobieristwa na

(R, B(R)) i niech (pn)n>1 bedzie ciagiem ich funkcji charakterystycznych.

Jezeli lim @n(t) = p(t) dla wszystkich t € R i funkcja ¢ jest ciagta w
n—oo

zerze, to @ jest funkcja charakterystyczna pewnego rozktadu .

Twierdzenie 9 (Lévy'ego)

Jezeli ¢ jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o dystrybuancie
F, to dla dowolnych a < b takich, ze dystrybuanta F jest ciaggfa w
punktach a i b zachodzi

T—o0 2

r 7Ita_ —itb
F(b) - F(a) = lim 7/ € e (b)dt. (20)
-T

.
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| Funkeje charakterystyczne zmiennych losowych i ozkiadow |
Whtasnosci funkcji charakterystycznej. VII

Twierdzenie 10

Niech X bedzie ciaggta zmienna losowa o gestosci f i funkcji

charakterystycznej @. Jezeli funkcja charakterystyczna o jest catkowalna,

to
1

= / e~ o(t)dt. (21)

R

f(r)

v

Twierdzenie 11

Niech X bedzie dyskretng zmienna losowa przyjmujaca wartosci catkowite
z funkcja charakterystyczng . Wowczas

1 [
VikezPk = g / e_'tk(p(t)dt. (22)
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