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Statystyka matematyczna - wykiad pierwszy
Miary parametréow statystycznych — wzory.
kierunek: informatyka i ekonometria I°
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1 Miary polozenia

1.1 Klasyczne miary polozenia.

Srednia arytmetyczna
Dla szeregéw szczegbélowych — rednia arytmetyczna (niewazona, prosta)
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Dla szeregéw rozdzielczych punktowych i przedzialowych — $rednia arytmetyczna wazona

8l
Il

k
1
— g x;n; (dla szeregu punktowego)
n

i=1

k
1
T = E z;n; (dla szeregu przedzialowego),
n
i=1

gdzie k jest liczba klas, a @; srodkiem i - tego przedziatu klasowego.

Uwaga 1. 1. Jezeli znamy $rednie w kazdej z klas tzn. T;, gdziei € 1,k, to dla szeregu rozdzielczego przedziatowego
mozna liczyé sredniqg wazong zgodnie z nastepujgcym wzorem

k
_ 1 Z,
€Tr = — ;M.
n
i=1

2. Od tej chwili nie bedziemy rozrézniac szeregow rozdzielczych punktowych i przedzialowych i &; bedzie oznaczaé
dla nich albo $rodek przedziatu, albo wartos¢ punktu.
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Srednia harmoniczna
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Ty = (dla szeregu szczegdlowego),
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TH = (dla szeregu rozdzielczego).
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Uwaga 2. Srednia harmoniczng stosujemy wtedy, gdy wartosci cechy sq podane w przeliczeniu na stalg jednostke,
czyli w postaci wskainikow natezenia, wagi natomiast w jednostkach licznikéw tych cech.

Srednia geometryczna

n

Tg:= ! Hxl (dla szeregu szczegblowego),
i=1
k

Tg:= i Hm? (dla szeregu rozdzielczego),
i=1

k
gdzie k jest iloscia klas, a n = > n;.

i=1
Uwaga 3. Srednia harmonicang stosujemy przy badaniu sredniego tempa zmian zjawiska.

Uwaga 4. Nalezy pamietaé, Ze dla kazdego przypadku powinno sie obliczaé tylko jednag Srednig klasyczng, bowiem tylko
jedna jest odpowiednia, a inne tracg sens.

1.2 Pozycyjne miary polozenia

Moda (modalna, dominanta)
Moda jest to warto$é cechy statystycznej wystepujacej w rozkladzie empirycznym najczesciej (Mo).

Uwaga 5. Moda musi byé pojedynczq wartoscig. Jesli w zbiorze obserwacji nie istnieje pojedyncza wartosé cechy
statystycznej wystepujgca najczesciej, to moda nie istnieje w tej zbiorowosci.

Dla szeregu rozdzielczego modalna wyznaczamy wedlug wzoru

Ny — N —1
Mo = zom + R gy an)hm, (1)
gdzie
n; liczebno$é przedziatu i - tego (i = m zawierajacego modalna, i = m — 1 (i = m + 1) poprzedzajacej przedzial
(nastepujacym po przedziale) z modalna,
Zom — granica dolna przedzialu, w ktérym znajduje si¢ modalna,
hm — rozpigto$é przedzialu, w ktérym znajduje si¢ modalna.

Mediana

Definicja 1. Mediana jest to warto$¢ cechy statystycznej, dzielgca zbior obserwacji na dwie liczebnie rowne czesci
(zbior obserwacyi o wartosciach mniejszych lub réwnych oraz zbior obserwacyi o wartosciach wiekszych lub réwnych od

wartosci mediany).

L'nt1 dlan %N\QN ,
Me:=4¢ 2 (dla szeregu szczegdlowego),
3 (I% +£C%+1) dla n € 2N
m—1
NMc - Z n;
Me := ¢ pe + nizzlhm (dla szeregu rozdzielczego),
m



gdzie
m — numer klasy w ktérej znajduje sie mediana,
ToMe — granica dolna przedzialu w ktérym znajduje sie mediana,

N, — liczebnosé przedziatu mediany,
m—1

>~ n; — liczebnosé skumulowana,
i=1

h, — rozpieto$é przedziatlu mediany,

Nte — pozycja mediany (przyjmuje sie, ze Nye = 5 ).
Kwartyle.

Definicja 2. Kwartyl i-ty (i = 1,2,3), jest to warto$¢ cechy statystycznej, dzielgea zbidr obserwacji na dwie czesci
w nastgpujgcy sposéb: w pierwszym zbiorze o liczebnosci réwnej co najmmiej ; wszystkich obserwacyi znajdujq sie
obserwacje, ktorych wartosci nie przekraczajg wartosci i-tego kwartyla, a w drugim, o liczebnosci co najmniej %,
mamy obserwacje, ktorych wartosci sq co najmniej rowne wartosci i-tego kwartyla.

Uwaga 6. Kwartyl drugi, to mediana.

Mozliwe sa co najmniej dwa sposoby wyznaczania kwartyli dla szeregu szczegdlowego

1. Zbiorowo$¢ dzielimy na dwie czeSci. W pierwszej sa te jednostki ktorych cechy przyjmuja wartosci mniejsze niz
mediana, a w drugiej pozostale i dla nich wyznaczamy mediany, ktére beda odpowiednio kwartylem pierwszym
Q1 1 trzecim Q3.

2. Stosujemy nastepujace wzory

3 (22 +7a41) dlan e {meN:4m}
Tat1 dlane{meN:4m+1}
@1 i= Tyl dlane{meN:4m+2}’
%(xn,zl_%+xn,4+1+%> dlan € {meN:4jm+ 3}
i I%+$3Tn+1> dlan e {meN:4m}
T 3(nt1) dlane {meN:4m+1}
Qs = x%i% dlane{meN:4m+2}
%(xg(n+1_%+x%+%) dlane{meN:4m+3}

Dla kwartyli pierwszego i trzeciego dla szeregu rozdzielczego stosujemy nastepujace wzor

m—1
NQi — Z n;
Qi =20, + —————hum,
Nm
gdzie
m — numer klasy, w ktérej znajduje sie kwartyl Q;,
ZoQ, — granica dolna przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl @,

N, — liczebno$é przedziatu kwartyla Q;,
m—1
> n; — liczebno$¢ skumulowana,
i=1
h — rozpietosé przedzialu kwartyla Q;,
— 3n

Nq, — pozycja kwartyla Q; (przyjmujemy Ng, = % i Ng, = ).
Kwantyle.
Definicja 3. Niech p €]0, 1[. Kwantylem rzedu p jednowymiarowej zmiennej losowej X nazywamy liczbe k, takg, Ze
P({w: X(@) <kp}) 2 pAP({w: X(w) > 1)) > 1—p. (2)

Bedziemy korzystaé z nastepujacych wzoréw interpolacyjnych dla kwantyli dla szeregu rozdzielczego przedziatowego

Hw—%pHMMM%Mz? 3)



gdzie
Zop — granica dolna przedziatu, w ktérym znajduje si¢ kwantyl rzedu p,
n(p) — pozycja kwantyla rzedu p (zauwazmy, ze n(p) = np),
n(zop) — liczebnosé skumulowana dla przedzialu poprzedzajacego przedzial kwantyla rzedu p,
hp, — rozpietos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie¢ kwantyl rzedu p,
np — liczebno$é przedziatu, w ktérym znajduje sie kwantyl rzedu p.

2 Miary zmiennoSci

2.1 Klasyczne miary zmiennosci

Definicja 4. Wariancjg nazywamy liczbe réwng

1 n
s% = - Z(xl — E)Q (dla szeregu szczegdlowego),
=1

k
1
g% .= = E (; — E)Qni (dla szeregu rozdzielczego).
n
=1

Uwaga 7. Wariancje mozna tez zdefiniowaé nastepujgco:

1 n

32 .= — Z;(xl —7)?  (dla szerequ szczegolowego),
L&

3?2 .= — Z;(a:z —T)%n; (dla szerequ rozdzielczego).

e s? nazywana jest wariancja populacyjna, 32 wariancja prébkowa'.
Definicja 5. Odchylenie standardowe to pierwiastek kwadratowy z wariancji (oznaczamy je s lub § w zalezZnosci od
tego jak wyznaczamy wariancje).

Odchylenie przecietne definiujemy nastepujgco

1 n
d:=— Z |x; — | (dla szeregu szczegdlowego),
n
i=1
1 F
d:= = Z |#; — T|n;  (dla szeregu rozdzielczego).
n
i=1

Definicja 6. Klasycznymi wspdlczynnikami zmiennosci (Pearsona) (dla T # 0) nazywamy liczbe réwng odpowiednio

d

‘/S ) Vd = .
x

ISTERY)

Uwaga 8. Typowy obszar zmiennosci ma najwieksze zastosowanie w przypadku, gdy dane sq wyraznie skupione wokol
wartosci Sredniej.

Klasyczny typowy obszar zmiennoSci wyznacza sie z wykorzystaniem odchylenia standardowego i odchylenia prze-
cietnego.

Definicja 7. Typowym obszarem zmiennosci jest przedziatem okreslonym warunkiem
o T :=|T — s,T + s| (odpowiednio |T — 5,T + 5[),

o Ty:=]z—d,T+d.

1Zobacz pomoc do MS Excela.



2.2 Pozycyjne miary zmiennoSci
Definicja 8. Pozycyjnym rozstepem proby nazywamy liczbe

R := Tmax — Tmin,
gdzie Typmax = MAX T; 0TAZ Tin ‘= Min x;.

i€l,n i€ln
Odchyleniem cwiartkowym nazywamy liczbe

Qs—Q1'

Q= =

Pozycyjnym typowym obszarem zmiennosci nazywamy nastepujecy przedzial
Tg :=|Me—Q,Me+Q].

Definicja 9. Pozycyjnymi wspdlczynnikami zmiennosci nazywamy liczby réwne odpowiednio

Q Qs — Q1
VQ = M7e7 (Me # O) oraz VQLQLS = m
Uwaga 9. Wspdlczynnik zmiennosci informugje o sile rozproszenia.
3 Miary asymetrii
3.1 Klasyczne miary asymetrii
Trzeci moment centralny
I 3 )
Uy = — Z(ml —1T)° (dla szeregu szczegdlowego),

i
L
U = — Z(ml —7Z)%n; (dla szeregu rozdzielczego).
i
Definicja 10. Klasycznym wspotczynnikiem asymetrii nazywamy liczbe

. M3
A= =y

3.2 Pozycyjne miary asymetrii
Definicja 11. Pozycyjnym wskaznikiem asymetrii nazywamy liczbe

W = (Qs — Me) — (Me —Qy).
Pozycyjnym wspotczynnikiem asymetric nazywamy liczbe

(Qs — Me) — (Me—Q1)
2Q

Ag =

3.3 Mieszane miary asymetrii
Definicja 12. Wskaznikiem asymetrii nazywamy liczbe
Wy :=x — Mo.
Mowimy o asymetrii lewostronne (odpowiednio prawostronnej) wtedy, gdy Ws < 0 (odpowiednio Ws > 0).

Definicja 13. Pierwszym wspolczynnikiem asymetrii Pearsona nazywamy liczbe

T—M T—M
Ay = I o oraz Agq:= x O.
S d

Drugi wspolczynnikiem asymetrii Pearsona nazywamy liczbe

T — Me T — Me
oraz Wy 1= .

WS,Q =



4 Miary koncentracji

4.1 Krzywa Lorenza

Niech obserwacje z;, gdzie ¢ € 1, n spelniaja warunki

0<21<2’2<...<2’n,
n

Zzi>0.

=1

Definicja 14. Krzywq Lorenza odpowiadajgcg obserwacjom z; nazywamy lamang lgczqcg kolejne punkty (x;,y;) (i €
0,n), gdzie

kel n.

Uwaga 10. Krzywa Lorenza jest zawarta w kwadracie jednostkowym, a ponadto lgczy dolny lewy wierzcholek kwadratu
Z gornym prawym.

4.2 Klasyczne miary koncentracji

Klasyczne miary koncentracji
Czwarty moment centralny

n

1
pai= Z:(acz —7)*  (dla szeregu szczegdlowego),

i=1
L
pai= Z;(zl —7)*n; (dla szeregu rozdzielczego).
1=
Definicja 15. Wspdlczynnikiem koncentracji (kurtozq) nazywamy liczbe

M
Y4 ¢ (32)2'

e Przyjmuje sie, ze zbiorowos¢ statystyczna ma rozklad normalny wtedy, gdy v4 = 3.

e Czwarty moment centralny mozna tez zdefiniowaé wzorem?

n

1

Wy = —] z_zl(xl —7)*  (dla szeregu szczegélowego),
1k

Wy = — ;(Jcl —7)*n; (dla szeregu rozdzielczego).

I przyja¢ nastepujaca definicje wspélczynnika koncentracji

Definicja 16. Mdéwimy, ze rozklad cechy w populacji jest leptokurtyczny (wysmukly) wtedy, gdy 4 > 3.
Natomiast, gdy v4 < 3, to o rozkladzie cechy mowimy, Ze jest platokurtyczny (splaszczony).

Definicja 17. Liczbe K := 4 — 3 nazywamy wspolczynnikiem ekscesu.

Uwaga 11. W literaturze czasami wspolczynnik ekscesu nazywany tez jest kurtozq.

2Zobacz [?]



Definicja 18. Wspdlczynnik Giniego dla obserwacji x1, ..., x, definiujemy nastepujgco

.2_31 |5 — ]
Gttt @

n?x

Jezeli obserwacje x;, dla i € 1,n, uporzgdkowane sq¢ rosngco, to wspélczynnik Giniego wyraza sie wzorem

S

(2i —n — 1z

G =1

n2x

Uwaga 12. Wspélczynnik Giniego jest to pole zwarte pomiedzy krzywg Lorenza, a przekgtna kwadratu jednostkowego.

4.3 Pozycyjne miary koncentracji

Definicja 19. Pozycyjnym wspolczynnikiem koncentracji nazywamy liczbe

Do — Dy
Wy = ———,
Qs —

m—1
NDif Z Uz
gdzie D; jest i-tym decylem oraz Dy = xn, Dy = Ton dla szerequ szczegolowego © D; := zop, + %hm dla

szerequ rozdzielczego, a pozostale oznaczenia sq analogiczne.
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