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1 Rozklady dyskretne

Przykltady rozkladéw dyskretnych.

Definicja 1. Niech (Q,%, P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng, za$ X bedzie dyskretng jednowymiarowq zmienng
losowq. Mowimy, ze zbior Wx jest zbiorem wartosci zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

VACR AﬂWX:Q):}P({wX(w)EA}):O (1)
Veewy P{w: X(w)=2x})>0. (2)
Uwaga 1. Podobnie mozna zdefiniowac zbior wartosci rozkladu dyskretnego.

Uwaga 2. Rozklad dyskretny wyznaczajg jednoznacznie zbior wartosci oraz funkcja prawdopodobienstwa, czyli praw-
dopodobienstwa przypisane tym warto$ciom.

Przyktad 1 (Rozklad jednopunktowy).
Wx :={zo} i P{w: X(w) =a0}) = 1. (3)
Oznaczenie 6(xo).
Przyktad 2 (Rozklad dwupunktowy). Niech p €]0,1].
Wx = {x1, 22}, 21 # 22,
P({w: X(w) = m1}) = p, P({w: X() =22}) = 1 —p. (1)

W szczegolnym przypadku, gdy x1 = 1, zas xo = 0 taki rozklad nazywamy rozkladem zero-jedynkowym i oznaczamy
Bin(1,p).

Uwaga 3. Jezeli zbior wartosci dyskretnej zmiennej losowej X jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych, to przyjmu-
jemy nastepujgce oznaczenie

om | Pw: X(w)=k}) dlakeWx
Pr = : ()
0 dlak ¢ Wy
Przyklad 3 (Rozklad dwumianowy (Bernoulliego) z parametrami n i p). Niech p €]0,1[ oraz n € N.
Kk n—k
WX = {Ovlw"vn}vpk = <I4J>p (1_p) . (6)

Oznaczenie Bin(n,p).
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Przykltad 4 (Rozklad Poissona z parametrem \). Niech A € R,

/\k
Wx :={0}UN, p; := e_)‘ﬁ. (7)
Oznaczenie Po(X).
Przyktad 5 (Rozklad geometryczny z parametrem p). Niech p €]0,1].
Wx =N, pj :=p(1 —p)* L (8)

Oznaczenie Geom(p).

Przyklad 6 (Rozklad ujemny dwumianowy z parametrami p, r). Niech p €]0,1[ oraz r € N.

r+k—1\ ,
Wx :={0}UN, py := ( P )p (1—p)*. (9)
Oznaczenie NegBin(r,p).
Przyktad 7 (Rozklad Pascala z parametrem p.').
-1 _
Wx ={kk+1,...}, p := (k_l)pk(l—p)l k (10)
Lub inaczej
I+k-1
W= 0 usp= (15 k- (1)

Przyklad 8 (Rozklad hipergeometryczny z parametrami a, b, n). Niech a+b>n oraza>n ib > n.

00"

Wx :={0,1,...,n}, px == (a+b)

(12)

Warto$é oczekiwana i wariancja zmiennych dyskretnych.
Przyktad 9. Niech X ~ 6(xg). Wtedy E(X) =29 i Var(X) =0.

Przyktad 10. Niech p €]0,1[. Niech zmienna losowa X ma rozklad dwupunktowy skupiony w punktach xy i xo tak,
ze P({z1}) =p i P{z2}) =1 —p. Wtedy E(X) = pz1 + (1 — p)zz i Var(X) = p(1 — p)(x1 — x2)?.
Natomiast, gdy X ~ Bin(1,p), to E(X)=p i Var(X) = p(1 — p).

Przyktad 11. Niech A € Ry. Jezeli X ~ Po(\), to E(X) =X i Var(X) = A.

Przyktad 12. Niech p €]0,1[. Jezeli X ~ Geom(p), to E(X) = % i Var(X) = 2.

P2
Przyklad 13. Niech p €]0,1[,n € N.
1. Jezeli X ~ Bin(n,p), to E(X) =np i Var(X) = np(1 — p).

2. Jezeli X ~ NegBin(n,p), to E(X) = w i Var(X) = %.

Przyklad 14. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad hipergeometryczny z parametrami a,b,n, gdzie a +b > n oraz

. no - abn(a+b—n
aznib>n, toE(X)= 2% zVar(X):W.

2 Rozktady ciggte

Przyklady zmiennych losowych (rozkladéw) ciaglych.

Uwaga 4. Zmienne losowe ciggle i rozklady ciggle sq scharakteryzowane przez swojq gesto$é.
Definicja 2. Indykatorem zbioru A nazywamy funkcje 14: A — R zadang wzorem

La(r) 1 gdyreA
r) = .
4 0 gdyr¢A

1Jest to szczegdlny przypadek rozkladu ujemnego dwumianowego.




Przyktad 15. Niech a,b € R oraz a < b. Rozklad o gestosci

1

f(r):= m]ﬁa,b[(r) (13)

nazywamy rozklad réwnomierny na odeinku la, b i oznaczamy U(Ja, b[).
Przyktad 16. Niech A € Ry. Rozklad o gestosci

flr) = Ae‘”]ﬁom[(r) (14)
nazywamy rozkladem wykladniczym z parametrem X i oznaczamy Exp(N).

Przykltad 17. Niech A € Ry. Rozklad o gestosci
1 —Alr
flr) = 5)\6 Alr (15)

nazywamy rozkladem Laplace’a z parametrem X\ i oznaczamy L(\).
Przyklad 18. Niech a € R oraz b € R;. Rozklad o gestosci

1 b

I = o=y

nazywamy rozkladem Cauchy’ego z parametrami a,b i oznaczamy Cauchy(a,b).

Przyktad 19. Niech m € R oraz 0 € Ry. Rozklad o gestosci
1 r—m)?
f(r) = exp{—()} (17)

2ro 202

nazywamy rozkladem normalny lub rozkladem Gaussa, z parametrami m,o i oznaczamy N (m, o).
Przykltad 20. Niech o, € Ry. Rozklad o gestosci

/Ba
INGY)

nazywamy rozkladem gamma z parametrami o, 8 i oznaczamy T'(a, 3).

flr):= ro‘*le*ﬁr]l]oﬁoo[(r) (18)

Uwaga 5. Gestosé rozkladu gamma mozna tez zdefiniowaé nastepujgco:

Niech k,0 € Ry
1

flr) = T () r”_le_gll]07+oo[(r). (19)

Oznaczenie T'(k, 0).

Uwaga 6. o wystepujgce w definicyi 20 jest parametrem ksztaltu, a § nateZenia. Natomiast kK w uwadze 5 jest jest
parametrem ksztattu, a 0 skali.

Uwaga 7. Rozklad wykladniczy z parametrem A jest rozkladem gamma z parametrami ksztaltu 1 1 skali %

Przyklad 21 (Rozklad chi-kwadrat z n stopniami swobody.). Niech n € N. Rozklad gamma z parametrami z para-

metrem ksztallu 5 4 skali 2 nazywamy rozkladem chi-kwadrat o n-stopniach swobody.

Oznaczenie x2(n).

Przyktad 22. Niech o, € Ry. Rozklad o gestosci

1

nazywamy rozkladem beta z parametrami «, 8 i oznaczamy Beta(a, 3).

ro 1 - r)ﬁ_l]l[o’l] (r) (20)

Uwaga 8. Mamy

L(p)T'(q
B(p,q
#9) I'(p+aq)
Przyktad 23. Niech n € N. Rozklad o gestosci
n+1
L) g,
=14 — 21
)= et (145 (1)

nazywamy rozkladem t-Studenta z n stopniami swobody i oznaczamy t(n).

Uwaga 9. Rozklad t-Studenta t(1) jest rozkiadem Cauchy’ego Cauchy(0,1).



Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennych ciagglych.

Przyklad 24. Niech a,b € R oraz a < b. Jezeli X ~U(Ja,b]), to E(X) = =2 i Var(X) = &0

Przyktad 25. Niech A € R;.

1. Jezeli X ~ Exp(A), to E(X) = 1 i Var(X) = 3.

2. Jezeli X ~ L(\), to E(X)=0 ¢ Var(X) = %
Przyklad 26. Niech a € R oraz b € Ry. Jezeli X ~ Cauchy(a,b), to X nie posiada wartosci oczekiwanej, a wiec i
wariancyi.

Przyktad 27. Niech m € R oraz o € Ry. Jezeli X ~ N(m,o), to E(X) =m i Var(X) = o2

Przykltad 28. Niech o, f € Ry. Jezeli X ~ I'(c,B), to E(X) = § i Var(X) = 5.
Niech k,0 € Ry Jezeli X ~ T'(k,0), to E(X) = kf i Var(X) = kb2

Przyklad 29. Niech p,q € R,. Jezeli X ~ Beta(p,q), to BE(X) = -2~ i Var(X)

_ pq
pt+q (p+9)?(p+q+1) °

Przyktad 30. Niech n € N.
1. Jezeli X ~ x%(n), to E(X) =n i Var(X) = 2n.

2. Jezeli X ~ t(n), to dla n > 1 istnieje warto$é oczekiwana X i E(X) = 0. Jezeli natomiast n > 2, to istnieje
wariancja i Var(X) = &
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