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Spis tresci

@ Estymacja przedziatowa
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- Esymaca precdziaiona |
Wstep. |

Rozwazamy

© ustalone populacje i ceche w tej populacji, ktéra ma rozktad o
dystrybuancie F zaleznej od pewnego parametru 6 ze zbioru
parametréw O,

Q pewne (znane) funkcje v: © — R,
© model statystyczny (X, F,{Py: 0 € ©}).

Estymacja przedziatowa, to metoda stuzaca do oszacowania przedziatu
liczbowego, ktéry prawdopodobnie zawiera warto$¢ szacowanej (nieznanej)
wielkosci y(0) dla kazdej wartosci parametru 6.
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- Esymaca precdziaiona |
Wstep. |l

Uwaga
© Przedziat ten nazywa sie przedziatem ufnosci.?

© Przedziaty ufnosci dla nieznanych wielkosci (réznych funkcji )
buduje sie na podstawie rozktadu estymatoréw tych wielkosci.

© Do wyznaczenia przedziatéw ufnosci wykorzystuje sie dokfadny
rozkfad estymatora (rozktad ustalony na podstawie znajomosci
rozkfadu zmiennej w populacji, z ktérej losowana jest préba) lub
rozkfad graniczny (rozktad do ktdrego dazy estymator w miare
wzrostu liczebnosci préby do nieskoriczonosci).

“Twérca pojecia ,,przedziat ufnosci” byt statystyk polskiego pochodzenia
Jerzy Sptawa-Neyman.
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Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. |

Definicja

Niech dane beda liczba o z przedziatu 0, 1[, préba losowa

X1, ..., Xn ~iig F(-;0) oraz funkcja v nieznanego parametru 6. Rozwazmy
dwie statystyki v = v(X1,..., Xp) i7 =7(X1,..., X,). Méwimy, ze
przedziat |y; 7] jest przedziatem ufnosci dla ~(6) na poziomie ufnosci

1— a, jezeli

Po({7( X1, Xn) <¥(0) <H(X1,....Xn)}) > 1 -«

dla kazdego 6.

Witedy liczbe 1 — o nazywamy wspétczynnikiem (poziomem) ufnosci.
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Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. Il

Uwaga

W przypadku, gdy rodzina rozktadéw {Py : 0 € ©} skfada sie z rozkfadéw
ciagtych, to wéwczas mozemy zadac, aby byt spetniony warunek

Po({7(X1,- .. Xa) < () <7(X1,.... X)) =1 - @

dla kazdego 6.

Interpretacja

Przy wielokrotnym pobieraniu préb losowych n elementowej i wyznaczeniu
na ich podstawie przedziatu |y(Xi, ..., Xn),¥(X1, ..., Xp)[ Srednio

(1 — ) - 100% przedziatéw pokryje nieznana wartos¢ (0) tzn. wartos¢
~v(0) bedzie nalezata do tego przedziatéw, a o - 100% tej wartosci nie
pokryje.
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Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. Il

W zastosowaniach praktycznych oznacza to, iz mamy (1 — «) - 100%
ufnosci, ze wyznaczony na podstawie proby przedziat bedzie , pokrywat”
szacowang wielkos¢ ().

Uwaga

@ Poziom ufnosci 1 — « jest bliski jednosci.

@ Zwykle poziom ufnosci przyjmuje sie na poziomie 0,9; 0,95; 0,98;
0,99.

Podstawa konstrukcji przedziatu ufnosci dla danej wielkosci y(6) jest

., dobry” estymator tego parametru - tj. nieobcigzony lub asymptotycznie
nieobcigzony, zgodny, najefektywniejszy lub asymptotycznie
najefektywniejszy.

| tak bedziemy wykorzystywaé do konstrukcji przedziatu ufnosci w
przypadku
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Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. IV

© wartosci przecietnej — Srednig arytmetyczng z préby,
@ wariancji 02 — odpowiednia wariancje z préby,

© frakgji (prawdopodobienstwa p) — czesto$¢ wystapienia danego
zdarzenia.

Sposéb konstrukeji przedziatu ufnosci zwigzany jest z rozktadem
odpowiedniego estymatora. Rozktad ten jest zalezny od zatozen

dotyczacych rozktadu cechy w zbiorowosci generalnej oraz od liczebnosci
préby.

Uwaga

Dla jednej wielkosci v(0) moga wystepowac rézne postacie przedziatéw
ufnosci.
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- Esymaca precdziaiona |
Btedy estymacji przedziatowej. |

Definicja
Potowa dtugosci przedziatu ufnosci parametru ~y(0) jest nazywana
bezwzglednym btedem losowym lub maksymalnym btedem szacunku, jaki
popetniamy, szacujac przedziatowe parametr v(6) za pomoca estymatora
T,, bfad ten oznaczamy przez dr,.
Natomiast

B(T,) = d?T -100%

n

nosi nazwe wzglednego btedu losowego lub wzglednej precyzji.
Definicja

Doktadnoscia estymacji przedziatowej nazywamy dtugosc¢ przedziatu
ufnosci.
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- Esymaca precdziaiona |
Btedy estymacji przedziatowej. |l

Uwaga

© Oszacowanie wielkosci vy(0) za pomoca przedziatu ufnosci jest tym
lepsze, im mniejszy jest ten bfad.

© Praktycznie przyjmuje sie, ze przy wzglednym bfedzie losowym
wynoszacym do 5% wnioskowanie statystyczne jest catkowicie
.bezpieczne”. Jesli btad ten jest powyzej 5%, lecz nie przekracza
10%, rezultaty oszacowania sa watpliwe, a przy bfedzie powyzej 10%
wnioskowanie jest catkowicie niepewne. W tym ostatnim przypadku
nalezy bad? zwiekszyc prébe, badz przyja¢ mniejszy poziom ufnosci.
Jest to szczegdlnie wazne przy szacowaniu prawdopodobieristwa
sukcesu p.

© Chcemy, aby dtugos¢ przedziatu ufnosci byta jak najmniejsza.
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O czym bedzie na dalszej czesci wyktadu

Bedziemy budowac i rozwazaé przedziaty ufnosci w nastepujacych
sytuacjach
© Przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej w populacji

@ normalnej ze znanym odchyleniem standardowym,

@ normalnej z nieznanym odchyleniem standardowym,

© o nieznanym rozktadzie i znanym odchyleniu standardowym,
@ o nieznanym rozktadzie i nieznanym odchyleniu standardowym.

© Przedziat ufnosci dla wariacji dla populacji normalnej o nieznanych
wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego.

© Przedziat ufnosci dla frakcji w rozktadzie Bernoulliego.
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Spostrzezenie

Estymatorem wartosci oczekiwanej jest Srednig z proby tzn.

1 n

m==% X =X.

Wiemy, ze Srednia z préby jest estymatorem zgodnym, nieobcigzonym,
najefektywniejszym i dostatecznym parametru m.

Stanowi wiec ona podstawe konstrukcji przedziatu ufnosci dla tego
parametru. Stad wiadomo, przy podanych wyzej zatozeniach, niezaleznie
od liczebnosci préby, czyli zaréwno dla préb matych, jak i duzych, rozkfad

Sredniej arytmetycznej z préby jest rozktadem normalnym z parametrami
ag

=]
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Populacja normalna ze znanym odchyleniem
standardowym. |

Rozkfad cechy jest rozktadem A (m, o). Przyjmijmy oznaczenie

0 =(m,o).

Rozwazmy $rednig z préby X. Dokonujac standaryzacji zmiennej losowej X
tzn.

otrzymujemy
Po({|U| < up}) =1-a.

Stad przeksztatcajac wyrazenie ‘@ﬁ‘ < U mamy

Pg({X—L:;;<m<X+L%}>:1—Oé, (1)

gdzie liczba rzeczywista u, jest taka, ze ®(uy) =1 — 5.
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Populacja normalna ze znanym odchyleniem
standardowym. |l

Uwaga
Zauwazmy, ze u, jest kwantylem rzedu 1 — 5. J
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Populacja normalna z nieznanym odchyleniem
standardowym. |

Rozktad cechy jest rozktadem N(m, o). Przyjmijmy oznaczenie

0= (m,o).

Jak juz powiedzieliSmy estymatorem parametru m jest $rednia z préby,
ktérej rozktad nie moze byé wyznaczony z powodu nieznajomosci
odchylenia standardowego o.

Statystyka, ktdra tu stosujemy jest statystyka t-Studenta tzn.

X — X —
T:Tm n—1 lub T= gmﬁ.

Otrzymujemy
~ ta,n 15 ~ ty n—15}>
P X — = <m<X 2 =1-—aq, 2
0({ vn—1 m +\/n—l “ 2)
~ toa,n—lg v ta,n—lg _
P@({X— NG <m< X+ NG })—1 a, (3)
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Populacja normalna z nieznanym odchyleniem
standardowym. |l

gdzie t, 1 jest takie, ze Py({|T| < tan-1}) =1—a.
Uwaga

© Podobnie, jak w poprzednim wypadku t, ,—1 jest kwantylem rzedu
1-3.

Q@ Dla n > 120 wartosci t, ,—1 zastepuje sie Ug.

© Zwykle dtugos¢ przedziatu w przypadku znanego odchylenia
standardowego jest mniejsza niz w przypadku, gdy odchylenie
standardowe nie jest znane.
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Populacja o nieznanym rozktadzie, ale znanym
odchyleniem standardowym

Rozkfad graniczny estymatora wartosci oczekiwanej ma rozktad
normalnym.

W zwiagzku z tym przyblizamy $rednig z proby rozktadem normalnym

parametrami m i % Dokonujac standaryzacji tak, jak w pierwszym

przypadku otrzymujemy

Pg({X—%<m<X+Lj§}>:1—a, (4)

dla dostatecznie duzych n tj. dla n > 120. OznaczyliSmy 6 = (m, W)
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Populacja o nieznanym rozktadzie z nieznanym
odchyleniem standardowym

Dla n > 120 przyjmujemy o = S i sprowadzamy do ostatniego przypadku.
Otrzymujemy

- UsS - UyS
Pg({X—ﬁ<m<X+ﬁ}>~l—a (5)
Ponownie oznaczylismy 6 = (m, %)

Uwaga
Jezeli préoba jest mata, to nie mozemy wyznaczy¢ przedziatu ufnosci dla
Sredniej.
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Spostrzezenia. |

Uwaga
@ Przy zadanym poziomie ufnosci 1 — o im wigksza jest liczebnosc, tym
krotszy jest przedziat ufnosci.
© Przy ustalonej liczebnosci proby wraz ze wzrostem poziomu ufnosci
rosnie rozpietos¢ (dtugosc) przedziatu ufnosci.

© Im krétszy przedziat, tym mniejszy bfad szacunku, co oznacza wiekszy
doktadnos¢ (precyzje) oszacowania.

>
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Spostrzezenia. |l

Przyktad

Zaktadajac, ze kwartalne wydatki na reklame mozna uznac za ceche o
rozkfadzie N'(m, o), wylosowano do préby 100 zakfadéw ustugowych i

otrzymano nastepujacy rozktad wydatkéw na reklame:

0-5| 5-10

o Wyznacz na poziomie ufnosci 1 — oo = 0,96 przedziat ufnosci dla

Kwartalne wydatki

10-15

15-20

Liczba zaktadow

10

20

40

30

przecietych kwartalnych wydatkéw na reklame.

@ Jaka bedzie dokfadnos¢ oszacowania, gdy poziom ufnosci bedzie

réwny 0,97

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB)

Wyktad 03

20 /41



/atozenia

Uwaga

Przedziat ufnosci dla wariancji mozna wyznaczy¢ tylko wéwczas, gdy cecha
X charakteryzujaca zbiorowos¢ generalng ma rozktad normalny N (m, o).

Estymatorem wariancji jest wariancja z préby wyrazona jednym ze wzoréw

1< —

§2 =3 (X —X)? (6)
i=1

. 1 _

52— po— > (X — X)? (7)

i=1

52 = % Z(X,- —m)?,  gdy znane jest m. (8)

i=1
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Populacja normalna o znanej wartosci oczekiwane;j

Statystyka, ktéra tu stosujemy jest statystyka chi-kwadrat o n stopniach
swobody tzn.

Mamy wtedy
@ a
Pl > xGal) =5 ez Po{x* > gl =1- 5
gdzie jak poprzednio 6 = (m, o). Otrzymujemy wtedy

Py <o < =1-a. 9)
X% X3_a
5N 1-3.n
Wyktad 03
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Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. |

Statystyka, ktéra tu stosujemy jest statystyka chi-kwadrat o n — 1
stopniach swobody tzn.

2 nS?
X o2
Analogicznie, jak poprzednio mamy
o
PO > x50 al) =5 oraz PO >0 g0 a})=1-3
oraz
2 2
n nS
Py — <0°< 55— | =1-a (10)
X%’n—l Xl—%,n—l
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Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. Il

Uwaga
Mozna réwniez wykorzystac statystyke

o (n—1)8?

X = 0_2 )

ktéra ma réwniez n — 1 stopni swobody.

Przyktad ([1, Przykfad 8.10])

Zakfadamy, ze czas pracy zaréwek produkowanych ma rozktad N (750, o).
Na podstawie 16 elementowej préby losowej otrzymano $% = 2500.
Wyznaczymy 98-procentowy przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego czasu pracy zaréwek.

ROZWIAZANIE.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 03 24 /41



Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. |ll

Najpierw wyznaczamy przedziat ufnoéci dla wariancji o na poziomie
ufnosci 1 — a = 0,98 (m jest znane i n < 30). Poniewaz szukamy

2 .2
X0,99;16 ! Xo,01;16>
wiec z tablic rozktadu x? mamy

X3.99:16 = 5812 i 20116 = 31,999.

Stad
35,36 < 0 < 82,96.
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] 22! ufnosc dia wariac o*
Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. 1V

Uwaga
© Statystyka S ma rozktad asymptotycznie normalny o parametrach
ag
N (m, ﬁ)
© Z ostatniej obserwacji wynika, ze przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego, gdy n > 30 wyznaczamy z jednego ze wzoréw

s s
1 o <O'<1 u
* Van = Von
lub .
S > < S
1+ L=

w zaleznosci od tego, czy znana, czy tez nieznana jest wartosc

oczekiwana m. Natomiast u, spetnia warunek ®(u,) =1— 5.
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Przedziat ufnosci frakcji (parametru p) w rozktadzie
Bernoulliego. |

Uwaga
Stosujemy, gdy liczebnos¢ prébki wynosi co najmniej 100. J
Stosujemy statystyke p = = gd2|e X jest iloscig wystapien sukceséw w

prébie n elementowe;j.
Rozktadem granicznym tej statystyki jest rozktad normalny

N (p, P(l—P)>

n

Dokonujac jego standaryzacji, wykorzystujac rozktad normalny oraz
zastepujac 2 (1 P) przez ’3(1%” otrzymujemy

P({ﬁ—uawﬁ(l;ﬁ)<p<ﬁ+uawﬁ(ln—ﬁ)}) ~l—a, (11)
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Przedziat ufnosci frakcji (parametru p) w rozktadzie
Bernoulliego.

gdzie jak poprzednio u, spetnia warunek ®(u,) =1 —

NIR
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Spis tresci

@ Problem minimalizacji préby w estymacji przedziatowej
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Motywacja i uwagi

Cel — ksztattowanie warunkéw estymacji przedziatowej, aby otrzymacd
oszacowanie o zadanej doktadnosci przy jak najmniejszej prébie.
Rozpatrywa¢ bedziemy nastepujace problemy:
© minimalizacja liczebnosci proby w estymacji przedziatowej wartosci
$redniej w populacji o rozktadzie normalnym N (m, o) cechy ze
znanym odchyleniem standardowym,

© minimalizacja liczebnosci proby w estymacji przedziatowe] frakcji w
populacji o rozktadzie dwumianowym cechy.
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| Problem minimalizacj proby w estymacji przedziatoucj |
Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowe;j
wartosci oczekiwanej w populacji normalnej. |

2uq0

Mamy wtedy przedziat ufnosci }X — g X+ T o dtugosci NG

(doktadnos$¢ estymacji przedziatowej).
Doktadnoscia estymacji przedziatowej zalezy od

© wartosci parametru o okreslajacego rozproszenie,
@ poziomu ufnosci 1 — « okreslajacego uy,
© liczebnosci proby.
Doktadno$¢ mozna modyfikowaé poprzez
@ poziom wspdtczynnika ufnosci,

@ liczebnos¢ préby.
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| Problem minimalizacj proby w estymacji przedziatoucj |
Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowe;j
wartosci oczekiwanej w populacji normalnej. Il

Uwaga

© Przypomnijmy, ze pofowe dtugosci przedziatu ufnosci nazywamy
maksymalnym bfedem szacunku.

Q W przypadku pierwszym skracanie przedziatu moze powodowac
zmniejszenie prawdopodobieristwa pokrycia parametru. W przypadku
drugim zaktadamy, ze % < d, gdzie d jest zadang z gory liczba.

Stad n > ”%‘272.

Q W przypadku, gdy odchylenie standardowe nie jest znane, to
rozwazamy nieobciazony estymator wariancji 52 zamiast o2 oraz
wyznaczamy wartos¢ krytyczna t, dla rozktadu t—Studenta o n — 1
stopniach swobody zastepujac nia u,, gdzie n jest, jak zwykle,
liczebnoscia préby.
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Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowe;j
wartosci oczekiwanej w populacji normalnej. Ill

Przyktad ([1, Przyktfad 8.13])

Zatézmy, ze rozktad wagi ucznidw pierwszych klas mozna ujac jako
N(m, o). Na podstawie 10-elementowej préby otrzymano 32 = 16. llu
ucznidw nalezy wylosowac do préby, aby oszacowac przecietna wage z
maksymalnym btedem 0,5 kg na poziomie ufnosci 1 — o = 0,987

ROZWIAZANIE.
Korzystajac z tablic rozktadu t-Studenta, dla 9 stopni swobody i a = 0,02
otrzymujemy

t0,02;9 = 2,821.

Stad

(2,821)2 - 16
n = W == 509,3,
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| Problem minimalizacj proby w estymacji przedziatoucj |
Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowe;j
wartosci oczekiwanej w populacji normalnej. 1V

a wiec n = 510.
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Minimalizacja préby w estymacji przedziatowej frakcji w
populacji o rozktadzie dwumianowym

Mamy wtedy przedziat ufnoéci } Ua/ p(l B) b+ ug ’3(1;'3) {

Analogicznie jak w punkcie pierwszym zaktadamy, ze u, ﬁ( —P) < d,
gdzie d jest zadang z géry liczba.
Stad n > M

Uwaga

Nalezy podkreslic, ze jezeli nie jest znany rzad wielkosci parametru p, to
ustalamy, ze p =

N =
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Spis tresci

© Podsumowanie
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00000 el
Eksperyment opisany w [2]. |

Rink Hoekstra, Richard D. Morey, Jeffrey N. Rouder i Eric-Jan
Wagenmakers w swojej pracy [2] rozwazali nastepujacy kwestionariusz,

ktéry wypetniali studenci, doktoranci i pracownicy naukowi uczelni w
Niderlandach (Holandia).

Badacz przeprowadza eksperyment i stwierdza ,,95% przedziat ufnosci dla
Sredniej wynosi od 0,1 do 0,4".

Prosze zaznaczy¢ kazde z ponizszych stwierdzen jako , prawda” lub , fatsz".
Fatsz oznacza, ze stwierdzenie nie wynika logicznie z cytowanego wyniku.
© Prawdopodobienstwo, ze srednia w populacji jest wigksza niz 0,
wynosi co najmniej 95%.
© Prawdopodobienstwo, ze $rednia w populacji wynosi 0, jest mniejsze
niz 5%.
© . Hipoteza zerowa”, ze $rednia w populacji réwna sie 0, jest
prawdopodobnie nieprawidtowa.
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00000 el
Eksperyment opisany w [2]. I

© Istnieje 95% prawdopodobienstwa, ze $rednia w populacji lezy miedzy
0,1a0,4.

© Mozemy by¢ w 95% pewni, ze Srednia w populacji miesci sie miedzy
0,1a0,4.

Q@ Jesli powtarzamy eksperyment w nieskofczenie wiele razy, to w 95%
przypadkéw Srednia w populacji miesci sie w przedziale od 0,1 do 0,4.

@ Jesli powtarzamy eksperyment w nieskonczenie wiele razy, to w 95%
przypadkéw przedziaty ufnosci skonstruowane na podstawie préby
zawierajg $rednig w populacji.
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Podsumowanie. |

95%-owy przedziat ufnosci méwi o tym, ze jezeli losowaliby$my
wielokrotnie prébe losowa (tzn. nieskonczenie wiele razy) i na za kazdym
razem na podstawie proby wyznaczalibySmy przedziat ufnosci dla
szacowanego parametru, to Srednio 95 takich przedziatéw na 100 bedzie
zawierato prawdziwg warto$¢ szacowanego parametru.

Uwaga

Przypusémy, ze otrzymalismy na podstawie préby losowej 95% przedziat
ufnosci |A, B[ dla parametru v(0). Wtedy nalezy pamietac i wiedziec, ze w
statystyce matematycznej klasycznej (czestotliwosciowej) zachodza
ponizsze stwierdzenia.

© Prawdziwa warto$¢ szacowanego parametru () jest wartoscia stata i
nieznana.
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Podsumowanie. 1l

© Prawdziwa warto$¢ szacowanego parametru v(0) w populacji albo jest
w tym przedziale, albo jej tam nie ma.

© Przedziat ufnosci nie méwi o tym, ze na 95% prawdziwa warto$é
parametru () jest gdzie$ pomiedzy A a B.

© Nie mozemy odnosi¢ sie do parametru v(#) méwiac o jakimkolwiek
prawdopodobienstwie jego dotyczacym.

© Nie mozemy méwié, ze na 95% wartos$¢ parametru w populacji
zawiera sie w jakim$ przedziale.
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