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Spis tresci

@ Testowanie hipotez
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Populacja normalna o nieznanych parametrach. |

Nalezy zweryfikowaé hipoteze, ze wariancja o® w tej populacji ma ustalona
wartosé 3.

. 2 2
HO . =0y,
Hi: 0% >05 (wicksze zréznicowanie).

Stosujemy statystyke y? = ’;—522 ktéra ma rozktad y?(n — 1). Obszar
krytyczny, dla poziomu istotnosci «, wyznacza réwnosé

Pimo)({X* > Xa0-1}) = @

Jezeli wartos¢ statystyki z proby przekroczy warto$¢ krytyczna, to
odrzucamy hipoteze zerowa na korzys$¢ alternatywnej. W przeciwnym
wypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.
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Populacja normalna o nieznanych parametrach. Il

Przyktad ([1, Przyktad 11.6])

Chcemy sprawdzi¢ czy odchylenie standardowe w rozktadzie czasu
montowania elementu T w pralce automatycznej rzeczywiscie wynosi
o = 1,5. Przyjac¢ poziom istotnosci o = 0,1.

ROZWIAZANIE.

Ho: 0% =225,

Hy: o2 > 2,25.
W badanej grupie 25 robotnikéw otrzymano wariancje z préby s> = 2,8.
Obliczajac statystyke otrzymujemy X2 = % = 29,87. Otrzymujemy
X%71;24 = 33,196. Tak wiec wartos¢ statystyki z proby znalazta sie poza
obszarem krytycznym, wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej. O
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Populacja normalna o nieznanych parametrach. Ill

Uwaga

© Dla n—1 > 30 obszar krytyczny testu wariancji nalezy budowac na
podstawie rozkfadu normalnego.

. . 2 . . —1)52
@ Zamiast statystyki x> = ’% mozna stosowac statystyke x? = %

(e
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_ Testy istotnosci dla dwéch wariancji
Populacje normalne N (my, 01) i N (my, 03). |
Nieznane sg wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe.

. 2 2
HO. g1 = 0y,
. 2 2
H]_ . 01 #0'2.

Alternatywnie hipoteze zerows i alternatywa mozna sformutowac:
Ho : — =1,

H]_: 7275].

Do weryfikacji hipotezy zerowej uzywamy wariancji 2 i 53, obliczanych z
dwéch niezaleznych préb, o liczebnosciach réwnych odpowiednio ny i ns.

O
=N

Stosujemy statystyke F = -+ o rozktadzie F(n; — 1, — 1).

hog-

q
N N
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_ Testy istotnosci dla dwéch wariancji
Populacje normalne N (my, o1) i N (my, 03). |l

5

53

Prawostronna cze$¢ obszaru krytycznego opisana jest zaleznoscia

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej mamy F =

Natomiast lewostronna cze$¢ obszaru krytycznego ma postaé

@
P({FQF%}):E

Uwaga

W tablicach jest tylko F%, zatem w statystyce F w liczniku umieszczamy

wiekszg z wariancji obu préb. Obliczong tak wartos¢ F poréwnujemy z F%.
Jezeli jest spefniona nieréwnos¢ F > F%, to odrzucamy hipoteze zerowa.
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Populacje normalne N (my, 01) i N (my, 02). |l

Jezeli
2 2
Ho : o1 = 03,
H; : 02> 03,
to .
_ 31
<2
5
Natomiast jezeli
. 2 2
HO . 01 = 0y,
Hy: 0} < 03,
to .
FB
=
Si

8/39
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_ Testy istotnosci dla dwéch wariancji
Populacje normalne N (my, 01) i N (my, 03). IV

W obu przypadkach mamy prawostronny obszar krytyczny
P{F > F.}) = «a.
Przyktad ([1, Przykfad 11.7])

Sprawdzié, czy stuszne jest zatozenie o réwnosci odchyleri standardowych
wieku w populacji kupujacych wyroby nowe i znane, dla poziomu istotnosci
a = 0,05.

RozwIAZANIE. Wtedy 5 = 0,025. Ponadto mamy

Ho : o1
Hy - o3 #

2
0y,
o2,
Ponadto mamy

2 39,69
2~ 30,25
Wykiad 05 VS

F=

= 1,31 oraz F07025;21;19 = 2,49.



_ Testy istotnosci dla dwéch wariancji
Populacje normalne N (my, 01) i N (my, 02). V

Tak wiec brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (1,31 < 2,49).
O
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Spis tresci

© Nieparametryczne testy istotnosci
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Klasyfikacja nieparametrycznych testéw istotnosci

Nieparametryczne testy istotnosci dzielimy na
© testy losowosci — weryfikujg hipoteze, ze proba ma charakter losowy,
© testy niezaleznosci — sprawdzajg hipoteze o niezaleznosci dwéch
zmiennych losowych,

© testy zgodnosci — weryfikuja hipoteze o postaci funkcyjnej rozktadu
populacji generalnej,

@ inne.

Test zgodnosci sprawdza zgodnos¢ rozktadu empirycznego z préby z
rozktadem hipotetycznym lub tez zgodno$¢ dwdch lub wiecej rozktaddw
empiryczny z proby.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. |

Najczesciej stosowanymi nieparametrycznymi testami s testy zgodnosci
chi-kwadrat.
Test ten zbudowany jest na podstawie statystyki x2. Mamy

Ho: F=Fp (populacja generalna ma rozktad okreslony
pewnga dystrybuanta Fp),
Hi: F # Fo.

Zasady przeprowadzania testu chi-kwadrat
© Losujemy z populacji duzg prébe (bedziemy wykorzystywac rozktad
graniczny statystyki).
© Budujemy szereg rozdzielczy — tworzymy r roztacznych klas wartosci
badanej cechy (zmiennej) w prébie (liczebno$¢ i - tej klasy wynosi n;).

© Zaktadamy prawdziwos¢ hipotezy zerowe;.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. [l

© Obliczamy prawdopodobienstwa p; tego, ze badana cecha przyjmie
wartosci z i - tej klasy. Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej
liczebnosci poszczegdlnych klas powinny wynosi¢ np; dlai=1,...r,
gdzie n liczebnos¢ proéby.
Uwagi
© Podstawa konstrukcji miary zgodnosci rozktadu empirycznego z
hipotetycznym jest réznica miedzy liczebnosciami zaobserwowanymi
n;, a liczebnosciami hipotetycznymi np;.
© Do oceny zgodnosci stosujemy statystyke
r 2
2 Z (ni — npi)

X = o
i=1 pl

)

ktéra przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej ma
asymptotyczny rozktad x?(r — k — 1), gdzie k jest liczba parametréw
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Test zgodnosci chi-kwadrat. |lI

rozktadu, ktére zostaty oszacowane na podstawie proby metoda
najwiekszej wiarygodnosci.
© Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa, to dla poziomu istotnosci «
mamy
P{X* > x2)) = o

© Jezeli wartos¢ statystyki z préby jest nie mniejsza niz wartos¢
krytyczna (odpowiada to temu, ze réznica miedzy rozktadem
empirycznym, a hipotetycznym jest statystycznie istotna), to hipoteze
zerowa odrzucamy.
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I S - ceodnosc
Test zgodnosci chi-kwadrat. 1V

Przyktad

[1, Przyktad 11.10] Przez 300 dni obserwowano prace pewnej maszyny,
rejestrujac liczbe uszkodzen w ciggu dnia. Otrzymano nastepujace dane

liczba uszkodzen (x;) | liczba dni (n;)
0 140
1 110
2 30
3 10
4 10

Zweryfikujemy hipoteze, zZe liczba uszkodzern ma rozkfad Poissona.

RozZwWIAZANIE. Okreslamy warto$¢ parametru A dla rozktadu Poissona.
Estymatorem \ otrzymanym MNW? jest érednia arytmetyczna z préby X.
W naszym przypadku wynosi ona X = 0,8.
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I S - ceodnosc
Test zgodnosci chi-kwadrat. V

Mamy
(0.8)

PUX = K} =

e %8 dlak=0,1,2,3,4

Konstrukcja tablicy roboczej

i | x| nj |pi|npi|(ni—np;)? %
1 0 | 140

2 1 |110

3 2 30

4 3 10

51>4] 10

(X [300] [ |
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I S - ceodnosc
Test zgodnosci chi-kwadrat. VI

. - np:)2
il | i | op | onpr | (n—npp)? | e ,,;,.p‘)
11 0 | 1400449 |134,7| 2809 | 0209

2 1 |110]0,359 | 107,7 5,29 0,049

3] 2 30 | 0,144 | 43,2 174,24 4,033

41 3 ]10|0,038| 11,4 1,96 0,1719
5|>4] 10 | 0,010

(X[  [300] 1 |
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Test zgodnosci chi-kwadrat. VII

| Xi | n pi np; | (ni — np;)? %
1] 0 [140[0,449 1347 28,09 [ 0,209
2| 1 1100359 |107,7| 529 0,049
3] 2 300144 432 | 17424 | 4033
43 ]10][0038] 114 19 | 01719
5|>4] 10 [0,010 ] BN

(2] [s00] 1 |
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Test zgodnosci chi-kwadrat. VIII

Z rozktadu asymptotycznego musi by¢ tak, ze np; > 5, wiec taczymy dwie
ostatnie klasy tworzac nowa tablice robocza.

| x| on pi np; | (nj — np;)? %
1[ 0 [140[0,449 [134,7] 28,09 0,209
2| 1 [110]0,359]107,7| 5,29 0,049
3] 2 [300144] 432 | 174,24 4,033
4 1>3]20]0048] 144 | 3136 2,178
(> J300] 1 | 300 | x> = 6,469

Przyjmujac poziom istotnoéci « = 0,05 i majagc r—k—1=4—-1-1=2

wiec X(2)705;2 = 5,991. Na podstawie danych odrzucamy hipoteze zerows.
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I S - ceodnosc
Test zgodnosci chi-kwadrat. X

Uwaga

Gdyby dany byt parametr A, to wartosc krytyczna nalezatoby okresli¢ dla
r — 1 stopni swobody.

2Metoda najwiekszej wiarygodnosci.
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. |

Uwaga
Test ten moze by¢ stosowany tylko w przypadku ciagtej dystrybuanty
teoretycznej.

Definicja (Przypomnienie)

Dystrybuanta empiryczna F, nazywamy funkcje okreslona na podstawie

danych (xj,w;) dlai=1,..., k wzorem
Fn(X) = Z Wiy (1)
X <x

. n: .
gdzie w; = 71 s3 wagami x;.

Zasady/etapy konstrukcji testu \-Kotmogorowa
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Test zgodnosci A\-Kotmogorowa. Il

© Formutujemy hipoteze zerowa i alternatywna

Hoi F:Fo,
H1: F#Fo

@ Losujemy duza prébe n elementowa oraz budujemy szereg
przedziatowy z duza ilo$cig waskich klas.

© Wyznaczamy dystrybuante empiryczna.

© Przy zatozeniu prawdziwoséci hipotezy zerowej réznice miedzy
dystrybuanta empiryczna, a hipotetyczng nie powinny by¢ duze.
Miara zgodnosci obu dystrybuant jest statystyka A = D+/n, gdzie
D = sup |Fp(x) — Fo(x)].

X

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka A ma
asymptotyczny rozktad A - Kotmogorowa z obszarem krytycznym

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 05 23/39



Test zgodnosci A-Kotmogorowa. Il|

wyznaczonym przez réwno$¢ P({\ > A\, }) = a z poziomem istotnosci
a.

Jezeli na podstawie préby otrzymamy warto$¢ nie mniejsza niz
wartos¢ krytyczna (A > A,) to hipoteze zerowa odrzucamy.
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Test zgodnosci A\-Kotmogorowa. IV

Przykfad ([1, Przyktad 11.11])

Przypusémy, ze jednostkowe koszty produkcji danego wyrobu maja rozkfad
normalny. W celu weryfikacji tego przypuszczenia zbadano prébe 200
zakfadow produkujacych ten wyréb otrzymujac nastepujace dane

i | koszty jednostkowe | liczba zakfadéw (n;)
1 2,50 -3, 50 5
2 3, 50 -4, 50 10
3 4, 50 - 5, 50 35
4 5, 50 - 6, 50 80
5 6, 50 -7, 50 50
6 7, 50 - 8, 50 10
7 8 50-9, 50 10
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. V

Zweryfikujemy hipoteze, ze rozktad jednostkowego kosztu produkcji tego
wyrobu ma rozktad normalny.

ROZWIAZANIE. Standaryzujemy gérne granice klas, gdyz potrzebujemy m
i o, ktére oszacujemy na podstawie proby m=x=6,151i 0 =s =1, 216.
Etapy obliczania statystyki D (budowanie pomocniczej tablicy).

Do konstrukcji potrzebna bedzie nam standaryzowana zmienna losowa.

Definicja

Wartos¢ standaryzowana odpowiadajaca obserwacji x wyraza sie wzorem

()
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Test zgodnosci A\-Kotmogorowa. VI

Budowania pomocniczej tablicy

|

[x [u @) = Fo(x) [ wi [ Falx) [TFa(x) = Fo(X)] ]

MlIN[o| | &l W| N | -
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. VII

X

u

‘ ®(u) = Fo(x) ‘ wj ‘ Fn(x) ‘ |Fn(x) — Fo(x)

|

3,50

—2.18

0,015

0,025

0,025

0,010

4,50

5,50

6,50

7,50

8,50

9,50

Mi~N| o 0| W[N] ~.
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. VIII

’ i ‘ X ‘ u ‘ d(u) = Fo(x) ‘ wj ‘ Fn(x) ‘ |Fra(x) — Fo(x)| ‘
113,50 —2,18 0,015 0,025 | 0,025 0,010
21450 —-1,36 0,087 0,050 | 0,075 0,012
315,50 | —0,54 0,295 0,175 | 0,250 A =0,045
4 1650| 0,29 0,614 0,400 | 0,650 0,036
51750 1,11 0,867 0,250 | 0,900 0,033
6|8,50]| 1,93 0,973 0,050 | 0,950 0,023
71950 2,76 0,997 0,050 | 1,000 0,003
)y 1

Mamy D = 0,045 oraz A = 0,045 - +/200 = 0,637. Dla poziomu istotnosci
a = 0,,05 mamy A\, = 1,36. Tak wiec nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. g
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. IX

Uwaga

Tablice rozktadu X\ - Kotmogorowa podaja wartos¢ dystrybuant K(X). A,
otrzymujemy z warunku K(A\y) =1 — a.
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Test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa. |

Test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa stuzy do weryfikacji hipotezy, ze

dwie populacje maja jednakowy rozkfad (dwie préby pochodza z tej samej
populacji).

Niech dwie populacje maja rozktady opisane dystrybuantami Fy i Fp.
Zasady konstrukcji testu Kotmogorowa-Smirnowa

© Formutujemy hipoteze zerowa i alternatywna

HO : F1 = FQ,
H1 : F1 75 Fg.

@ Losujemy duze proby n; elementowa z populacji pierwszej i np
elementowa z populacji z populacji drugiej.

© Wyznaczamy dystrybuanty empiryczne Fp, i Fp,.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 05

31/39



Test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa. |l

© Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej réznica miedzy
dystrybuantami nie powinny by¢ duze. Miara zgodnosci obu
dystrybuant jest statystyka A = D*y/n, gdzie
D* = sup |Fp,(x) — Fn,(x)], a n = 112
X

ni+ny’

@ Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka A ma
asymptotyczny rozktad )\ - Kotmogorowa z obszarem krytycznym
wyznaczonym przez réwno$¢ P({\A > A\, }) = « z poziomem istotnosci
a. Jezeli na podstawie préby otrzymamy warto$¢ nie mniejsza niz
warto$¢ krytyczna Ay, to hipoteze zerowa odrzucamy.
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Test Craméra-von Misesa. |

Test Craméra-von Misesa — test zgodnosci rozktadu z zadanym rozktadem
wzorcowym lub druga préba. Zwykle stosuje sie go do sprawdzenia
zgodnosci z rozktadem normalnym. Zostat zaproponowany przez Haralda
Craméra i Richarda von Mises w latach 1928-1930.

Statystyka Craméra-von Misesa

© Wersja dla jednej préby i rozktadu wzorcowego.

“+00

W2 = n / (Fa(x) — F(x))2dF(x),

—00

gdzie F, to dystrybuanta empiryczna, F dystrybuanta rozktadu
wzorcowego, a n to liczebno$¢ proby.
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 Nieperameryeane testy sonosc MR
Test Craméra-von Misesa. |l

Zwykle do obliczen uzywany jest prostszy wzor:

1 < ' _2/-1)2
W_12n+§ FXo) ==, )

gdzie X;., to i-ta statystyka pozycyjna, F i n maja te same znaczenie,
jak poprzednio.

Q@ Wersja dla dwéch préb. Niech x1,x2,...,x, 1 y1,¥2,...,¥m beda
obserwowanymi wartosciami w pierwszej i drugiej prébie posortowane
rosnaco. Niech r1, ra, ..., r, beda rangami obserwacji x; w potaczonej
prébie (X i Y rangowane razem) i niech sy, sy, ..., sy beda rangami
obserwacji y; w potaczonej probie. Wowczas

U _ Amn—1
nm(n+m) 6(m+n)’

W? =
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Test Craméra-von Misesa. Il

gdzie
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Test Andersona-Darlinga. |

Test Andersona-Darlinga — test zgodnosci rozktadu z zadanym rozktadem
wzorcowym. Zwykle stosuje sie go do sprawdzenia zgodnosci z rozktadem
normalnym. Jest modyfikacja testu Craméra-von Misesa dokonang w celu
poprawy jego czutosci w ,,ogonach” testowanego rozktadu.

Statystyka Andersona-Darlinga

Fa(x) — F(x))?
A2 = / ( dF (%),
F()(1 = F(x))
—0o0
gdzie F, to dystrybuanta empiryczna, F to dystrybuanta rozkfadu
wzorcowego, a n to liczebnos$¢ préby.

Jest to zatem wersja testu Craméra-von Misesa wazona czynnikiem
1

FO)A=F(x)
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I S - ceodnosc
Test Andersona-Darlinga. |l

Zwykle do obliczen uzywany jest prostszy wzér

A= _p— ,172 ((2i = 1) In F(Xin) + (20 + 1 = 20) In(1 = F(X;.0)))
i=1

lub (inna wersja)

A2:—n—§n:2i_1

i=1

= [InF(Xin) 10 (1= F(XGni1-iya) |

gdzie Xj., to i-ta statystyka pozycyjna, F i n maja te same znaczenie, jak
poprzednio.
Dla rozktadu normalnego stosuje sie czasem poprawke na wielko$¢ préby

7 2,2

n2
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I S - ceodnosc
Test Andersona-Darlinga. Ill

Dla rozktadu normalnego, gdy A®* przekracza 0.752 to hipoteza o
normalnosci rozktadu w populacji jest odrzucana na poziomie 5%. Dla
innych rozktaddéw test takze moze by¢ stosowany, ale ma inne wartosci
krytyczne.
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