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Spis tresci

@ Dwuwymiarowy rozktad empiryczny
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__ Dwuwymiarowy rozkiad empinyeany |
Uwagi

Przyjmujemy, ze populacja generalna jest badana jednocze$nie pod
wzgledem dwéch cech X i Y. Odpowiada to sytuacji w rachunku
prawdopodobienstwa, ze na zbiorze zdarzen elementarnych zostata
okreslona dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y).

Niech tak jak poprzednio cecha X przyjmuje k wartosdci tj. xi,..., Xk, zas$
cecha Y przyjmuje / wartosci yi, ..., y;. Dla kazdej cechy (oddzielnie)
mozna okresli¢ jednowymiarowy rozktad empiryczny tzn. uporzadkowaé w
postaci szeregu rozdzielczego punktowego.

W celu okreslenia facznego rozktadu obu cech nalezy ustali¢, ile jednostek
zbiorowosci przyjmuje mozliwe pary wartosci (x;, y;). Te ilos¢ oznaczamy

nj, gdzie i € 1,k; j € 1,1.
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Liczebnosci empirycznego rozktadu dwuwymiarowego

Definicja 1

Empiryczny dwuwymiarowy rozktad cechy (X,Y') (empiryczny faczny
rozktad cech X, Y ) okreslaja liczebnosci nj;, gdzie i € 1,k; j € 1,1,
odpowiadajace parom wartosci (x;, y;).

Uwaga 1
Przyjmujemy
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Liczebnosci rozktadéw brzegowych rozktadu empirycznego

Definicja 2

/
Rozk{ad brzegowy cechy X wyznaczaja liczebnosci n;. = »_ nj;, dla
j=1

iel k.

Definicja 3

k -
Rozkfad brzegowy cechy Y wyznaczajg liczebnosci nj = 3 njj, dlaj € 1, 1.
i=1

4
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Tablica korelacyjna rozktadu empirycznego

Y
i |y | Ly [ X ]
X1 || M1 | M2 ny || m
s |LX2 || M1 | noo ny || no
Xi || my [ 2 | ] i || e
X [nafnaf. . [n ] n]

6/68

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 06



Czestotliwosci wzgledne rozktadu empirycznego

Ostatni wiersz okresla rozktad brzegowy cechy Y, za$ ostatnia kolumna
okresla rozktad brzegowy cechy X.

Mozna okresli¢ réwniez czestotliwosci wzgledne rozktadu tacznego
wjj = —,

jak i czestotliwosci wzgledne rozktadéw brzegowych

ni. n.;j
Wj. = — oraz w., = —
n
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Rozktady warunkowe rozktadu empirycznego

W rozktadzie empirycznym dwuwymiarowym mozna okresli¢ rozktady
warunkowe tj. rozktady jednej zmiennej przy ustalonej drugiej zmiennej.
W tablicy korelacyjnej warunkowe rozktady zmiennej X sa to kolejne

kolumn tablicy. Natomiast warunkowe rozktady zmiennej Y to s3 kolejne

wiersz tablicy korelacyjnej.

yi| y2

yi

Xi || Nji1 | Ni2

nj

Tabela: Rozktady warunkowe zmiennej Y
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Parametry rozktadéw brzegowych rozktadu empirycznego. |

Rozkfady brzegowe cechy X:
© Srednia

© Wariancja

Rozktady brzegowe cechy Y
© Srednia

/
_ 1
y = —Zyj-n.j.
ni3
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Parametry rozktadéw brzegowych rozktadu empirycznego.
1

Q@ Wariancja
1 /
~2 2
=729 n
n— .
Jj=1

Uwaga 2
Mozna tez okresli¢ sy i s%, gdzie sy := "-18% is2 = =152
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__ Dwuwymiarowy rozkiad empinyeany |
Parametry rozktadéw warunkowych rozktadu

empirycznego. |

Rozktady warunkowy cechy X dla j € 1,1/:

© Srednia
L
Xo= DX i
Jj=1
© Wariancja
1 k
=2 2
Sxi=——7> (i —%)7-n
nj—1iH

Rozktady warunkowy cechy Y dla i € 1,k:
@ Srednia
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Parametry rozktadéw warunkowych rozktadu
empirycznego. |l

Q@ Wariancja
!
1
=2 —2
yi= 2 (V) g
nj. — 14
Jj=1

Uwaga 3
Podobnie, jak dla rozktadéw brzegowych, tak i dla rozktadéw warunkowych
mozna tez okresli¢ sﬁx isi%y, gdzie sJ-Z’X = ”;,7157]2)( i ,-%Y = ";1§£Y.
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Uwagi

© Bedziemy rozwazaé¢ dwuwymiarowg zmienng losowa (X, Y).

Q Dla (X, Y) bedacej zmienng losowa dyskretng, to bedziemy zaktadaé,
ze zmienna losowa X przyjmuje k wartosci tj. xi,..., Xk, zas zmienna
Y przyjmuje [ wartosci yi,...,y.

© Bedziemy tez zaktadaé, ze liczba obserwacji w prébie wynosi n.
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© Test niezaleznosci chi-kwadrat
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Test niezaleznosci — omodwienie. |

Bedziemy sprawdzaé niezalezno$¢ zmiennych losowych. Stawiamy hipoteze
zerowy i alternatywna:

Ho:  pj=pi -p; dlawszystkich i € 1,k,j € 1,1,
Hi:  pj# pi.- pj dlaniektérych i € 1,k,j € 1,1.

Gdyby prawdopodobiefistwa p;. i p.; byty znane, to mozna bytoby
wyznaczy¢ pj; (przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej), a nastepnie
obliczy¢ oczekiwana liczno$¢ rozktadu dwuwymiarowego nj; = n - pj;.

W celu podjecia decyzji odnosnie hipotezy zerowej nalezatoby poréwnad
liczebnos¢ rozktadu rzeczywistego nj; z liczebnoscia rozktadu
hipotetycznego nj; za pomoca testy x2.

Jednak sformutowana hipoteza zerowa nie precyzuje wartosci nieznanych
k + | prawdopodobienstw rozktadéw brzegowych.
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Test niezaleznosci — omodwienie. |l

Z zaleznosci

mozna wyznaczy¢ dwie nieznane wartosci. Zostajg wtedy k + [ — 2
nieznane parametry.

Przy stosowaniu testu x? nieznane prawdopodobiefistwa brzegowe nalezy
szacowaé za pomocy czestotliwosci wzglednych

_— n;. 3 _—
p,-.:#dlalel,k—l, (1)
—~ _n; .
p.j:TdIajel,l—l. (2)
Wyktad 06
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Test niezaleznosci — omodwienie. |11

Oczekiwane liczebno$ci w tablicy korelacyjnej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej wynosza

nj.-ng;

nlj:nplpj: n

Test zgodnosci wykorzystuje statystyke

gdzie
@ préba musi by¢ duza: nj > b;
@ liczba stopni swobody wynosi: kI — (k+1—2) —1=(k —1)(/ —1).
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Test niezaleznosci — omdwienie. |V

Obszar krytyczny, dla poziomu istotnosci «, opisuje zaleznosé

P({x* > Xi,(k—l)(l—l)}) =

Jezeli wartosci obliczona jest nie mniejsza niz warto$¢ hipotetyczna, to
hipoteze zerowa odrzucamy.
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9 Miary zaleznosci cech oparte na statystyce chi-kwadrat
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| Miary zaleznosci cech oparte na statystyce chikwadrat |
Motywacja

Uwaga 4

© Do pomiaru sity zwigzku (niezaleznosci lub zaleznosci) wykorzystuje
sie statystyke chi-kwadrat

i—1j=1 ”u

ktéra przyjmuje wartosci z przedziatu [0, n(min{k, I} — 1)]. Przyjecie
wartosci zero przez statystyke oznacza niezaleznosc cech, a przyjecie
wartosci maksymalnej oznacza zaleznos¢ funkcyjnga.

© Odrzucenie hipotezy zerowej (o niezaleznosci cech) sugeruje istnienie
zwigzku miedzy tymi zmiennymi.
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_ Wspétczynnik zbieznosci V' Cramera
Wspétczynnika kontyngencji V' Cramera. |

Definicja 4
Wspétczynnik kontyngencji V' Cramera nazywamy unormowang miare sit
zaleznosci cech wyrazona za pomoca wzoru

X2
V= \/n(min{k, n—1) (3)

.

Witasnosci wspétczynnika V' Cramera.
© Wartosci wspotczynnika V' Cramera przyjmuja wartosci z odcinka
[0, 1].
© Wartosci wspdtczynnika V' Cramera réwna 0 oznacza niezalezno$¢
cech, a wartos¢ rowna 1 zalezno$¢ funkcyjna.
© Przy wyznaczaniu wartosci wspdtczynnika V' Cramera nie jest wazne,
ktéra z cech traktujemy jako zaleznga, a ktéra jako niezalezna.
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_ Wspétczynnik zbieznosci V' Cramera
Wspétczynnika kontyngencji V' Cramera. |l

© Wspdtczynnik V' Cramera stosowany jest w przypadku cech
nominalnych?.

© Jest miarg wspdtzaleznosci krzywoliniowej.

2Bywa tez stosowany w przypadku cech mierzalnych
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_ Inne miary zaleznosci cech jakosciowych
Wspdtczynnik o Yule'a. |

Definicja 5

Wspdtczynnikiem o Yule'a jest postaci

X
=1/ —.
n

Wspbtczynnik ¢ Yule’a ma nastepujace wtasnosci:
Q jezeli k =2 i/ jest dowolne, to ¢ € [0,1],
Q jezeli k > 2 i/ jest dowolne, to ¢ € [0, 4o0],

© wspdtczynnik ¢ Yule'a moze zawyzaé wyniki, jezeli liczba wierszy nie
réwna jest 2,

© mierzy wspbtzaleznosé krzywoliniows.
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_ Inne miary zaleznosci cech jakosciowych
Wspotczynnik o Yule'a. |l

Uwaga 5
© Wspétczynnikiem ¢ Yule'a stuzy do badania zaleznosci cech
niemierzalnych (skala nominalna).
© Wspétczynnik okreslony w definicji 5 nazwany jest tez w literaturze
wspofczynnikiem o i jako jego autora podaje sie K. Pearsona
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_ Inne miary zaleznosci cech jakosciowych
Wspétczynnik kontyngencji T Czuprowa. |

Definicja 6
Wspétczynnik kontyngencji T Czuprowa jest postaci

T .= \/ X2 .
k- DI-D
Wihasnoéci wspotczynnika kontyngencji T Czuprowa:
Q jezelik=1,t0 T €]0,1],
Q jezeli k # [, to T moze by¢ znacznie mnigjsze niz 1,
© moze on zaniza¢ wyniki, gdy tablica nie jest symetryczna,

© nie mozna przy jego pomocy wskazaé kierunku wspétzaleznosci.
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_ Inne miary zaleznosci cech jakosciowych
Wspétczynnik kontyngencji T Czuprowa. Il

Uwaga 6

Wspétczynnik zbieznos¢ T Czuprowa stuzy do badania zaleznosci cech
niemierzalnych (nominalnych).
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Inne miary zaleznosci cech jakosciowych

Wspétczynnik kontyngencji C Pearsona. |

Definicja 7
Wspétczynnik kontyngencji C Pearsona jest postaci

Witasnosci wspétczynnika kontyngencji C Pearsona:
© moze przyjmowal (teoretycznie) wartosci od 0 do 1,

Q kres gérny wartosci wspdtczynnika faktycznie zalezy jednak od
wymiardw tablicy; im wieksza tablica, tym wyzsza maksymalna
warto$é¢, ktérg moze osiggnaé C,

© moze on zaniza¢ wyniki, gdy tablica jest mata (mniejsza niz 10 x 10),

© mierzy wspotzaleznoéé krzywoliniows.
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© Badanie zaleznosci dwéch cech
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Wspotczynnika korelacji zmiennych losowych

Dla zmiennych losowych, catkowalnych z kwadratem i o niezerowej
wariancji, wspétczynnik korelacji definiujemy réwnoscia
cov(X,Y
p(x,v) = 2K
D2(X)D2(Y)
Uwaga 7

Z nieréwnosci Schwarza wynika, ze przyjmuje on wartosci z przedziatu
[—1,1].
Ponadto zeruje sie dla zmiennych niezaleznych.
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N =212 ozkiac empiycenegd ~ praypomnienis

Kowariancja rozktadu empirycznego

Definicja 8
Kowariancja dwuwymiarowego rozktadu empirycznego, oznaczang cyy,

nazywamy nieobciagzony estymator kowariancji w populacji wyrazajacy sie

wzorem
1 k

Gy 1= o1 D> (i =)y —¥) - njj- (5)
i—1j=1

Uwaga 8
W przypadku danych indywidualnych (x;,y;) (dla i € 1,n) kowariancja

dwuwymiarowego rozktadu empirycznego wyraza sie wzorem

Y - X - ). (6)

i=1

Cxy =
y T
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N e T
Uwaga

© Mamy nastepujaca zaleznosé
=3xSy < &y < sxSy, (7)

gdzie sx oraz sy s3 odchyleniami standardowymi zmiennych X i Y.

© Definiujac kowariancje wzorem

Cy = ZZ i —X)(y; —¥) - nyj,

I_].J 1

otrzymujemy
—SxSy < Cxy < SxSy.
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Witasnosci kowariancji rozktadu empirycznego

Kowariancje wykorzystujemy do oceny stopnia wspétzaleznosci zmiennych.

© Jezeli kowariancja jest ujemna, to na ogdt niskim wartosciom jedne;
cechy odpowiadaja wysokie wartosci drugiej i na odwrét.

© Jezeli kowariancja jest dodatnia, to niskim (wysokim) wartosciom
jednej cechy odpowiadaja niskie (wysokie) wartosci drugiej.

© Jezeli kowariancja jest bliska zeru, to przy réznych wartosciach jednej
cechy poziom warto$ci drugiej pozostaje (w przyblizeniu) ten sam.
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Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

Definicja 9
Wspdtczynnikiem korelacji liniowej Pearsona w rozktadzie empirycznym
nazywamy wielkos¢

®)

Iyy ‘=
Y sty’

gdzie ¢y, jest kowariancjg rozktadu empirycznego, sx, sy sa odchyleniami
standardowymi w rozkfadach brzegowych.
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N e L ) e )
Uwaga

@ W definicji wspdtczynnika korelacji liniowej Pearsona moglismy uzy¢
Cxy, Sx oraz Sy.

Q@ Wspdtczynnik korelacji liniowej Pearsona moze by¢ rozpatrywany jako
estymator wspotczynnika korelacji p w populacji generalnej albo jako
parametr rozktadu empirycznego w skonczonej zbiorowosci.

© Stuzy jednoczesnie zaréwno do okreslenia sity zaleznosci, jak tez do
wskazania jej kierunku
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Witasnosci wspoétczynnika korelacji liniowej Pearsona

Iy € [_17 1];

I'xy = Fyx;
Iy =0, gdy cechy s liniowo nieskorelowane (nieskorelowane albo
skorelowane nieliniowo);

© 0060

|ry| =1 wtedy i tylko wtedy, gdy zwigzek miedzy cechami jest
funkcja liniowa.

Uwaga 9
Nalezy podkreslic, ze warunek zerowania sie wspétczynnika korelacji moze
oznaczac bark korelacji, jak i korelacje nieliniowa.
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Testowanie hipotezy o liniowej nieskorelowanosci cech. |

Zatézmy, ze dwuwymiarowy rozktad zmiennych losowa X i Y w populacji
generalnej jest normalny. Na podstawie n-elementowej préby z tej
populacji nalezy sprawdzié, ze zmienne w populacji generalnej s3 liniowo
nieskorelowane tzn. wspétczynnik korelacji p w populacji generalnej jest
réwny zeru.

Testujemy hipoteze

Ho : p=0,
Hi : p # 0.
Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa, to statystyka

r
= \/n_2,

V31-1r3
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Testowanie hipotezy o liniowej nieskorelowanosci cech. |l

gdzie r,, jest wspétczynnikiem korelacji z préby, ma rozktad t-Studenta o
n — 2 stopniach swobody.

Obszar krytyczny, dla poziomu istotnosci o, zadaje réwnosé

Pt > ta}) = a.
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_ Wspétezynnik korelacji rang Spearmana (skala porzadkowa)
Motywacja. |

Problem
Jak mierzy¢ zalezno$¢ cech niemierzalnych?

Propozycja rozwigzania.
Mozna tez wykorzystaé opisany doktadanie przez Charlesa Spearmana
wspdtczynnik korelacji rang.

Uwaga 10

W rachunku prawdopodobieristwa mamy w takim wypadku doczynienie ze
zmienna losowa, ktéra zdarzeniom przypisuje arbitralna wartosé.

Gdy badane cechy niemierzalne maja charakter porzadkowy, mozliwe jest
nadanie wariantom tych cech rang tzn. umownych liczbowych wartosci
(np. numeréw miejsc w ciaggu). Badanie zaleznosci miedzy cechami
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_ Wspétezynnik korelacji rang Spearmana (skala porzadkowa)
Motywacja. Il

niemierzalnymi moze polega¢ wtedy na badaniu korelacji miedzy rangami
przyporzadkowanymi wariantom tych cech tzn. na badaniu stopnia
odpowiedniosci miedzy rangami.
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Estymator nieuwzgledniajacy rang wigzanych

Definicja 10

Niech a; bedzie ranga przyporzadkowana i-tej obserwacji z pierwszego
ciggu oraz b; bedzie ranga przyporzadkowana i-tej obserwacji z drugiego
ciaggu. Jezeli w zbiorze danych nie ma obserwacji powiazanych tzn. nie
istnieje podzbiér obserwacji, ktérych nie mozna uporzadkowad, to wtedy
wspéfczynnik korelacji rang Spearmana okresla réwnosc

63 d?

rq ::1_m7 (9)

gdzie d; = a;j — b;.
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WHtasnosci wspotczynnika korelacji rang Spearmana. |

Qryc [—1, 1].

@ Jezeli ry = 1, to wystepuje idealna zgodno$¢ rang.

© Jezeli ry = —1, to wystepuje maksymalna niezgodnos¢ rang
(najwyzszej randze w jednym ciggu odpowiada najnizsza ranga w
drugim).

©Q Jezeli ry =0, to rangi w obu ciagach s3 niezalezne (losowe kojarzenie
rang w obu ciagach).

Nieoczekiwane wtasnosci wspotczynnika korelacji rang Spearmana

Q nie jest wowczas prawda, iz ry(X,—Y) = —rg(X,Y),

© nie jest wtedy zgodny z pierwotng definicja korelacji rang Spearmana
jako zwyktego wspédtczynnika korelacji liczonego dla rang,
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WHtasnosci wspotczynnika korelacji rang Spearmana. |l

© dla zmiennych dyskretnych, minimalna wartoscia jego granicy, przy
rozmiarze préby dazacym do nieskonczonosci, jest CTICT ) 1,
gdzie mx to liczba réznych wartosci przyjmowanych przez zmienng X,
a my liczba réznych wartosci zmiennej Y.

© Wynika stad, ze estymator ten jest dla zmiennych dyskretnych
niezgodny i asymptotycznie obcigzony.
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Ogodlna postaé estymatora oparta na réznicy rang. |

Sposéb prezentacji i materiat przedstawiony tutaj zostat zaczerpniety z [2]
i [1].

W oryginalnym ujeciu Spearmana, jego korelacja rang jest
wspotczynnikiem korelacji Pearsona liczonym dla rang zmiennych.

rs = p(RX, RY),
gdzie
p - klasyczny wspétczynnik korelacji,
RX - rangi zmiennej X w probie,
RY - rangi zmiennej Y w prébie.
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Ogodlna postaé estymatora oparta na réznicy rang. |l

Ten sam estymator mozna tez zapisa¢ w innej, rbwnowaznej wersji

%(n3 —n

- (5) T

a V(P =) = 2Tx)3(n3 — n) —2Ty)

gdzie

Tx

Ty
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RX/ Ryia

1
J

1

E (Ui - uk)’
k
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Ogodlna postaé estymatora oparta na réznicy rang. Il

natomiast ¢; jest liczbg obserwacji w prébie posiadajacych te samg j-ta
warto$¢ rangi zmiennej X, uj liczba obserwacji w prébie posiadajacych te
sama k-t3 warto$¢ rangi zmiennej Y, a sumowanie przebiega po
wszystkich wartosciach rang — wystarczy zsumowac rangi wiazane, bo dla
pozostatych tj3 —t; =13 — 1 = 0 (analogicznie uk), gdy w danej zmiennej
nie ma rang wigzanych, Tx lub Ty jest rowne zeru.
WHtasciwosci estymatora
© Wspbtczynnik jest unormowany tzn. |rs(X, Y)| < 1.
@ Im bardziej wartosci oddalone s3 od zera, tym wieksza sita zwiazku
miedzy zmiennymi.
© Gdy kazda zmienna jest $cisle rosnacy funkcja drugiej, to wystepuje
idealna zgodnos¢ rang i ich korelacja przyjmuje wartos¢ 1. W

szczegblnosci wartos$¢ ta jest przyjmowana, gdy zmienna jest
korelowana sama ze soba tzn. rg(X, X) = 1.
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Ogodlna postaé estymatora oparta na réznicy rang. |V

© Gdy kazda zmienna jest $cisle malejaca funkcjg drugiej zmiennej,
wystepuje maksymalna niezgodnos$¢ rang i ich korelacja przyjmuje
warto$¢ —1. W szczegdlnosci wartos$¢ ta jest przyjmowana, gdy
zmienna X korelowana jest z —X to

rs(X,—X)=—1. (10)

© Dla niezaleznych zmiennych losowych warto$cia oczekiwana
estymatoréw jest 0, a rozktad kazdego z nich nie zalezy od rozktadu
zmiennych przed rangowaniem;

©Q Zachodzi symetria ze wzgledu na zamiane zmiennych:
rS(Xv Y) = rS(YaX)'
@ Zachodzi symetria ze wzgledu na zmiane znaku zmiennej tzn.
rS(X7 Y):_rS(Xa_Y):_rS(_Xa Y) (]']')
Wyktad 06 46 /68



Ogodlna postaé estymatora oparta na réznicy rang. V

W przypadku wystapienia rang wigzanych cze$¢ z tych wtasciwosci nie jest
spetniona dla niektérych estymatoréw [zob. 2]. Dla estymatora okreslonego
wzorem (9) nie sg prawdziwe wtasnosci (10) i (11).
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Testowanie hipotezy o wspoétczynniku korelacji rang
Spearmana. |

Zatézmy, ze mamy dwie zmienne losowa X i Y w populacji generalnej. Na
podstawie n-elementowej préby z tej populacji nalezy sprawdzié, ze rangi
s3 nieskorelowane tzn. wspdfczynnik korelacji rang Spearmana jest réwny
zeru.

Testujemy hipoteze

Ho: I’SZO,
H1: r57é0.

Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa i préba jest mata, to statystyka

t:risx/n—2

,/l—rg
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Testowanie hipotezy o wspoétczynniku korelacji rang
Spearmana. |l

ma rozktad t-Studenta o n — 2 stopniach swobody. Obszar krytyczny, dla

poziomu istotnosci o zadawany jest tutaj standardowo.

Jezeli natomiast préba jest duza i hipoteza zerowa jest prawdziwa, to rs
1 . . . 7

ma rozktad normalny A/ (0, ﬁ) i nalezy rozwazy¢ statystyke

u=rsvn—1,

ktéra ma rozktad normalny standardowy.
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N - 7 =" k= regresi
Motywacja

Do oceny wspdétzaleznosci zmiennych moze by¢ uzyta analiza rozktadéw
warunkowych zmiennych okreslonych w tablicy korelacyjnej.
Poréwnanie srednich warunkowych

© Jezeli Xy = ... =X =X, to zmienna Y nie wptywa na zmienng X.
©Q Jezeliy1 = ... =yx =V, to zmienna X nie wptywa na zmienng Y.
Jesli cechy sa skorelowane, to $rednie warunkowe zmiennej uznanej za
zalezng beda rézne. Zaleznos¢ jest tym silniejsza, im mocniej rézne
wartosci przyjmowane przez ceche niezalezng réznicuja Sredni poziom
wartosci cechy zalezne;.
Uwaga 11

Srednie warunkowe cechy zaleznej mozemy traktowac jako funkcje wartosci
cechy niezaleznej (funkcje regresji | rodzaju).
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne dyskretne. |

Definicja 11

Warunkowa wartoscig oczekiwang zmiennej X pod warunkiem {Y = y;},
oznaczang E(X|Y = y;), jest liczba wyrazona wzorem

K
ZX,‘P(X =xlY =y;).
i=1

Warunkowa wartoscig oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem {X = x;},
oznaczang E(Y|X = x;), jest liczba wyrazona wzorem

/

Y YiP(Y = yilX = x).
j=1
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne dyskretne. |l

Twierdzenie 1
Mamy

k
E(X|Y =y) = ZX;p,-U.
i=1
oraz

I
E(Y\X = Xi) = Z)’jpj\i-
j=1
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne ciggte. |

Definicja 12

Warunkowa wartosciag oczekiwang zmiennej X pod warunkiem {Y =y},
oznaczang E(X|Y = y), jest liczba wyrazona wzorem

—+00

/ xf(x|y)dx.

—00

Warunkowa wartoscia oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem {X = x},
oznaczang E(Y|X = x), jest liczba wyrazona wzorem
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Warunkowe wartosci oczekiwane — zmienne ciggte. Il

Uwaga 12

Przypomnijmy definicje gestosci warunkowej:

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad ciagty z
gestoscig f tzn. f jest funkcja dwéch zmiennych x i i y. Gestoscia
rozktadu warunkowego X pod warunkiem Y =y nazywamy funkcje
okreslona dla x € R wzorem

f(x.y)
f(xly) = { ey 8 Fr(y) >0
0 w p.p.

o
gdzie fy(y) = [ f(x,y)dx jest gestoscia rozktadu brzegowego Y .
— 00

Analogicznie definiujemy gestoscia rozkfadu warunkowego Y pod
warunkiem X = x.
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Funkcje regresji | rodzaju. |

Definicja 13

Funkcja regresji | rodzaju zmiennej X wzgledem zmiennej Y nazywamy

warunkowg wartosc¢ oczekiwang zmiennej X jako funkcje wartosci zmiennej
Y wyrazona wzorem

mi(y) := E(X|Y = y;) dla zmiennej Y dyskretnej, (12)
my(y) := E(X|Y = y) dla zmiennej Y ciagfej. (13)
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Funkcje regresji | rodzaju. Il

Definicja 14

Funkcja regresji | rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X nazywamy

warunkowa wartosc¢ oczekiwang zmiennej Y jako funkcje wartosci zmiennej
X wyrazong wzorem

mp(x) :

mp(x) :

E(Y|X = x;) dla zmiennej X dyskretnej, (14)
E(Y|X = x) dla zmiennej X ciagtej. (15)

Uwaga 13
@ Empiryczna krzywa regresji cechy X wzgledem cechy Y jest to
famana faczaca punkty (Xj,y;) dlaj=1,...,1.

©Q Empiryczna krzywa regresji cechy Y wzgledem cechy X jest to
famana faczaca punkty (x;,y;) dlai=1,... k.
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Stosunki korelacyjne zmiennych

Jezeli regresja zmiennych jest nieliniowa, to do pomiaru sity zaleznosci

cech wykorzystuje sie tzw. stosunki (wskazniki) korelacyjne wykorzystujace
funkcje regresji.

Wykorzystujac w tym celu zaleznodci
E((Y —E(Y))?) = E((ma(x) —E(Y))*) +
E((X —E(X))?) = E((m(y) —E(X))*) +E((X — m(y))?).

mamy

VE m2<x OF _ ;50 nF
o7
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N L
Motywacja

W celu stwierdzenia, czy istnieje zaleznosé¢ miedzy cechami i okreslenia jej
sity dla zmiennej uznanej za zalezng mozna przeprowadzi¢ analize
wariancji.
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Dla zmiennej X.

Dokonujemy podziatu catkowitej sumy kwadratéw odchylen od $redniej na
sume kwadratéw miedzygrupowa i wewnatrz grupowa tj.

k i

Ik
>0 =X mi =305 =X+ 303 (0= %), (16)

i=1 j=1 j=1i=1

gdzie X srednia w brzegowym rozktadzie cechy X, X; srednie w
warunkowych rozktadach cechy X.

Pierwszy sktadnik sumy po prawej stronie jest to zréznicowanie
wyjasniajace regresje, a drugi to zréznicowanie nie wyjasniane regresja.
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Dla zmiennej Y.

k |
=72 =Y TG =92 n+ D3 (v —v)? nj.  (17)

1 i=1 i=1j=1

/ k
J:

Uwaga 14

Zréznicowanie nie wyjasniane regresja reprezentuje rozrzut indywidualnych
wartosci zmiennej uznawanej za zalezng wokét empirycznej linii regresji.
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Definicja stosunkéw korelacyjnych. |

Definicja 15

Wskaznikiem (stosunkiem) korelacyjnym zmiennej zaleznej X wzgledem
zmienne Y nazywamy liczbe ey, taka, ze

pONCAESIPTRRD ol oY S
e, =17 —1-2= (18)
Y (i —=xX)?-n Y (xi—=X)2-n

Il

—
Il
N
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Definicja stosunkéw korelacyjnych. Il

Definicja 16

Wskaznikiem (stosunkiem) korelacyjnym zmiennej zaleznej Y wzgledem
zmienne X nazywamy liczbe e, taka, ze

k k
> (vi— Y)z nj Z:l 21()/1 YI)2nU
=T =1- =7 (19)
>y —¥)2-n; ZI(YJ—)/)2 n.j
J= Jj=

Uwaga 15

@ Poniewaz €2, € [0,1] i e, € [0,1], wiec ey, eyx € [0,1].
@ Stosunki korelacyjne e, i ey nie muszg byc¢ réwne.
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. |
Bedziemy weryfikowa¢ hipoteze, ze zmienna losowa X w populacji
generalnej jest niezalezna od zmienngj Y.
Hipoteze traktuje sig, jako przypuszczenie, ze stosunek korelacyjny
zmiennej X wzgledem zmiennej Y w populacji generalnej réwne s3 zero.
Mamy wiec

Ho . Tixy = 0

Hq - Nxy > 0.

W celu weryfikacji tej hipotezy stosowana jest statystyka
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. Il

gdzie n jest liczebnoscig préby, / liczba warunkowych rozktadéw zmiennej
X, ey, stosunek korelacyjny z préby.

Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to statystyka F ma rozktad

Fishera-Snedecora o / — 1 stopniach swobody licznika i n — [ stopniach
swobody mianownika.

Dla poziomu istotnosci v obszar krytyczny okreslony jest przez zaleznos¢

P({F > F,}) = .
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. Il

Uwaga 16

W przypadku weryfikowani hipotezy, ze zmienna losowa Y w populacji

generalnej jest niezalezna od zmiennej X mamy nastepujace hipotezy
(zerowa i alternatywna):

Ho : Nyx = 0,
Hy : MNyx > 0.

A w celu weryfikacji tej hipotezy stosowana jest statystyka

F — k—1
- 2
1—ey,
n—k
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Testowanie hipotez o niezaleznosci jednej zmiennej od
drugiej. IV

gdzie n jest liczebnoscia préby, k liczba warunkowych rozktadéw zmiennej
Y, eyx stosunek korelacyjny z préby.
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Miara sity korelacji nieliniowe]

W przypadku nieliniowej zaleznosci warto$¢ wspdtczynnika korelacji jest
nizsza niz powinno to wynikaé z sity zwiazku miedzy cechami.
Miarg sity korelacji nieliniowej sg stosunki korelacyjne:

a2 2
My, =€, —

My = € — 17, (21)
gdzie m,,, my, € [0, 1].
Im blizsze jednosci s3 wartosci tych wskaznikéw, tym bardziej zwigzki
miedzy cechami odchylaja sie od zaleznosci liniowej.
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