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Spis tresci

0 Klasyczny model regresji liniowej
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I ARy <o iovanie modelu
Motywacja

Ostateczny cel analizy regresji to narzedzie predykcji, czyli przewidywanie
jakie wartosci przyjmie zmienna zalezna przy ustalonych wartosciach
zmiennej (zmiennych) uznanych za niezalezng (niezalezne).

Stosowana jest konstrukcja tzw. modeli regresji, ktore wyjasniag w sposdb
analityczny ksztattowanie sie wartosci jednej zmiennej losowej pod
wptywem innej lub innych zmiennych losowych.

Sposréd wielu mozliwych postaci modelu regresji podstawowe znacznie ma
tzw. model klasycznej regresji liniowej.
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Klasyczny model regresji liniowej — przypadek
dwuwymiarowy

Model

Dla kazdej ustalonej wartosci jednej zmiennej losowej (np. X - zmienna
niezalezna) druga zmienna losowa (Y - zmienna zalezna) ma warunkowy
rozktad z wartoscig oczekiwang

E(Y’X = X) = (1x + Bo, (1)

gdzie funkcja regresji I-go rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X jest
liniowa (/1 — wspdtczynnik regresji liniowej)
oraz stata wariancje

D?(Y|X = x) = o° (2)

niezalezna od x. )
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I ARy <o iovanie modelu
Uwaga

© Zmienna Y traktujemy jako zmienna zalezna, a zmienng X jako
niezalezna.

© Wspdtczynnik regresji liniowej (31 jest wielko$cig o jaka zmienia sie
warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej Y, gdy x wzrasta o
jednostke.

© Istota klasycznego podejscia do zagadnienia regresji jest traktowanie
wartosci zmiennej niezaleznej, jako wartosci z goéry ustalonych, czyli
nielosowych.
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Klasyczny model normalnej regresji liniowej

Oprécz klasycznego modelu regres;ji liniowej bedziemy rozwazaé jeszcze
jeden model.

Definicja

Jezeli oprécz warunkéw (1) i (2) bedziemy zaktadac, ze rozktady
warunkowe zmiennej Y sa normalne, tzn. Y dla X = x ma rozkfad

N (B1x + Bo, o), to bedziemy méwili wtedy o klasycznym modelu
normalnej regresji liniowej.
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Alternatywne sformutowanie klasycznego modelu regres;ji
liniowe]

Niech ciag par (x1, Y1), (x2, Y2), ..., (xn, Yn) bedzie n-elementowa préba
losowa z populacji dwuwymiarowej, stanowigca podstawe estymacji

parametréw badanej zaleznosci (wartosci zmiennej X sa w prébie
ustalone).

Ksztattowanie sie wartosci Y; w probie mozna wyjasni¢ nastepujaco

Y, =E(Y|X = x) + & = B1xi + fo + &, (3)
gdzie i € 1,n i &; s zmiennymi losowymi takimi, ze
Vietn E(g;)=0 (4)
Vierm D(er) =07, (5)
cov(ej,ej) = 0 dla dowolnych i # j. (6)

Jest to alternatywne sformutowanie klasycznego modelu regresji liniowej Y
wzgledem X.
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Alternatywne sformutowanie klasycznego modelu normalnej
regresji liniowe]

Jezeli warunki (3), (4), (5), (6) uzupetnimy o zatozenie, ze ¢;, dla i € 1, n,
maja rozktad N (0, o), to otrzymujemy klasyczny model normalnej regres;ji
liniowej zmiennej Y wzgledem zmiennej X.
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Réwnowaznos¢é warunkow modeli

E(Y;) = E(Bix;i + fo+ i) = fixi + Bo + E(e))
= [1x + Bo,

gdzie w pierwszej réwnosci skorzystalismy z (3), w drugiej z liniowosci
wartosci oczekiwanej i faktu, ze wartosci zmiennej niezaleznej sg nielosowe
(deterministyczne), a w trzecie z (4).
Podobnie wykorzystujac (5) otrzymujemy
DA(Y;)) = E[Yi—E(Y)]?=E[Y; - fix; 2 = E(e?) = o2
i i i i 1% + ﬁO] E(S ) g

i
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Estymacja parametréw 31 i (3p. |

Zatbézmy, ze w populacji dwuwymiarowej (X, Y) pobieramy n-elementowa
probe (x1, Y1), (x2, Y2),. .., (Xn, Yn). Wyniki konkretnej proby

(x1,¥1), (x2,¥2), - - -, (Xn, ¥n) mozna przedstawi¢ w uktadzie wspdtrzednych
otrzymujac w ten sposéb wykres rozrzutu punktéw empirycznych.
Szukamy wykresy prostej "najlepiej dopasowanej” do otrzymanych
punktéw, stosujac metode najmniejszych kwadratéw (MNK).

Bedziemy minimalizowaé funkcje

S =551, 0) = 28 —Z[V (Buxi + Bo)]” - (7)

Liczac pochodne czastkowe i przyréwnujac je do zera (warunek konieczny
istnienia ekstremum) otrzymujemy
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Estymacja parametréw (31 i (3p. Il

5= —2I§1Xi(yi—ﬁlxi—5o) =0

5—5; = —2i;(\’;—ﬂlxl'—ﬁo) =0

Zastepujemy parametry 31 i [ ich estymatorami BI i BB otrzymujac

n — N —~ N
SxiYi=0B Y X2+ 60> X
i=1 N i:ln i=1

Y Yi=01> xi+nfo
=1 i=1

Pierwsze réwnanie przeksztatcamy, a z drugiego réwnania wyznaczamy
parametr Bp mamy
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Estymacja parametrow 31 i 3y. Il

ZX/Y/ ﬁlzx—i‘ (Zn:X:)LZn:\ﬁ)—BI,l,(an:x;)z

Z pierwszego roéwnania wyznaczamy parametr 31 otrzymujac

G — ZX'Y'_@ )(Z: Y’)

(5

Bo=Y — Bix
Ostatecznie otrzymujemy
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_ Estymacja parametréw klasycznego modelu regres;ji liniowej
Estymacja parametréw 31 i (y. IV

2 aR=Y)
p=""5—
> (xi—x)2
i=1
fo=Y — p1x
Dzielac przez n licznik i mianownik w pierwszym z réwnah mozemy zapisaé
inaczej rozwiazania
— v
i = e
fo =Y — pix
Otrzymane wzory przedstawiaja estymatory parametréow 31 i Sy metoda
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Twierdzenie Gaussa-Markowa

Witasnos$ci estymatoréw parametréw (31 i By przedstawia twierdzenie
Gaussa-Markowa.

Twierdzenie

W klasycznym modelu regresji liniowej najefektywniejszym nieobcigzonym
estymatorami wspdofczynnikdéw regresji sa estymatory uzyskane metoda
najmniejszych kwadratéw.
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Odchylenia standardowe estymatoréw Bii B

Miarg wielkosci btedu losowego przy estymacji parametru przy pomocy
estymatora jest odchylenie standardowe estymatora nazywane réwniez
standardowym btedem oceny parametru.

W naszym przypadku mamy

N
D(B) = |57 (8)
> (x —x)?
i=1
o2 zn: x?
D(Bo) = = (9)
n ;(x,- —x)?

15 /61
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@ Obie wielkodci zalezg od o2.

© Obie wielko$ci zalezg od liczebnosci proby n.

© Obie wielkosci zalezg od rozproszenia w prébie obserwowanych
n

wartoéci zmiennej niezaleznej > (x; — X)?
i=1
2

© Moga by¢ oszacowane dopiero po oszacowaniu <.
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Teoretyczne wartosci zmiennej Y i reszty modelu

Liniowa funkcja regresji po oszacowaniu parametréw na podstawie préby
wyraza si¢ wzorem - .

Yi = B1xi + Bo. (10)
Definicja

Wartosci Y; nazywamy teoretycznymi wartosciami zmiennej Y .

Definicja

Zmienne losowe e;, dla i € 1, n, zadane warunkiem

nazywamy resztami modelu.
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Whtasnoséci reszt modelu

Biorac réwnanie
n - n -
S Yi=5> xi+nbo,
i=1 i=1

widzimy, ze
n n

Y=Y V. (11)

i=1 i=1

Stad suma reszt model spetnia réwnanie

Zn:e,' =0. (12)
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Rozwazajac rownanie okreslajace estymator BE otrzymujemy nastepujacy
fakt

Fakt
Wykres funkcji regresji z préby przechodzi przez punkty (X,Y). J
Wyktad 07
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Estymacja o2

Podstawg estymacji wariancji sktadnikéw losowych o2 s3 reszty
e=Yi—Y.

Obliczajac
n n n - n 2
EQ ef) = EQ_Y?-2>) ViVi+> Vi) =...
i=1 i=1 i=1 i=1
= o%(n—2).

Tak wiec nieobcigzonym estymatorem parametru o2 jest wariancja reszt

n
> €
2
s2=! . 13
e n— 2 ( )
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_ Estymacja parametréw Klasycznego modelu regresji liniowej
Estymacja ]D)(B\l), ]D)(E))

Natomiast odchylenie standardowe reszt

mozna wykorzysta¢ do estymacji standardowych btedéw ocen parametréw
Bu i Bo, czyli D(By) i D(Fo).

Otrzymujemy wtedy

5 (14)
B =1
Sp= |~ (15)
ny (xi —X)
=1
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© Doktadno$é estymacji parametréow 31 i By jest tym wieksza,

@ im mniejsza jest wariancja reszt,
@ im wieksza jest préba,
@ im wiekszy zakres zmienno$ci zmiennej niezaleznej X.
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_ Estymacja parametréw klasycznego modelu regres;ji liniowej
Doktadnos¢ dopasowania prostej MNK. |

Odchylenie obserwowane wartoéci Y; od éredniej Y moze byé
przedstawione, jako suma dwdch sktadnikéw, z ktérych pierwszy jest
wyjasniany regresja liniowa Y wzgledem X i reszt modelu (e;) tzw. losowej
czesci odchylenia nie wyjasnianej regresja.
Zapisujemy to - N

Y-V = (V- Y)+ (Y- V). (16)

Podnoszac obie strony réwnosci do kwadratu, a nastepnie sumujac po i

otrzymujemy réwnanie
n s n - e n P e P P

D=V =3 (Y=Y 2) (Yi-Y)(Yi= Y+ (Y- Vi) (17)

i=1 i=1 i=1 i=1

Udowodnimy, ze $rodkowy skfadnik sumy réwna sie zero.
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Doktadnos¢ dopasowania prostej MNK. I

Skorzystamy w tym celu z warunkéw

{ Bo=7Y - ﬁlX
Yi = Bix; + Bo
Stad
Y — Y:BI(X —X) oraz W:7+B}(X, —X)
Mamy wtedy

S (i=Y)(Yi=Y) =5 [Z(x,- =X)(Yi = Y) =AY — %)

i=1 i=1 i=1
Wstawiajac warto$¢ estymatora 31 otrzymujemy zadana teze.
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Doktadnos¢ dopasowania prostej MNK. |l

Stad ostatecznie otrzymujemy réwnanie

n n n

—

Y- YP=Y (Y- Y+ (Y- Vi)

i=1 i=1 i=1
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Wspotczynnik deterministyczny

Miara doktadnosci dopasowania prostej jest wspdtczynnik
deterministyczny, ktéry definiujemy jedng z réwnosci

SVi-YPR (Y-
rzdéflznliEl—I:nl—- (]‘9)

S (Y- V)2 > (Yi=Y)?

i=1 i=1

Wspotczynnik ten ma nastepujace wiasnosci
e r2e0,1],
o r? =1 wtedy, gdy miedzy zmiennymi X i Y zachodzi zalezno$¢
liniowa (wszystkie punkty empiryczne Ieia na prostej),

o r2 =0, gdy ﬁl =0, czyli Y,- ﬁo =Y (znajomo$¢ wartosci zmiennej
X nie dostarcza zadnych informacji na temat wartosci zmienne;j
zaleznej Y).
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Whioskowanie o klasycznym modelu normalnej regres;ji
liniowe]

Zatbézmy, ze warunkowe rozktady zmiennej zaleznej s3 normalne (skfadniki
losowe modelu ¢; maja rozktad N (0, 7)).

Parametry 31 i 39 maja rozktady N(ﬂl,D(a)) [ N(ﬂo,ﬂ)(@)).
Konstruujemy statystyki dla nich

= Bih
s 20
t = Po—fo (20)
sPo

S3 one rozktadami t-Studenta o n — 2 stopniach swobody.

Dla wspotczynnika ufnosci 1 — o odpowiadajace im przedziat ufnosci
Wwynosza

181 = tan-255, b1 + ta,n-255 [,
]/60 - toe,n—256A0, ﬁo + ta7n_2566[.
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Test do weryfikacji hipotezy o parametrze (3,

Ho: 1 = 37
Hy : 1 # Y.

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystka ma postaé

Gy — B — 57
551 ’

t=

za$ obszar krytyczny dla poziomu istotnosci « opisany jest réwnaniem

P({[t] > ta,n-2}) =
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IS ORI - ocio porometsow Kasycanego modelu reresi o

Test do weryfikacji hipotezy o parametrze (3,

Ho : Bo = 33
Hy : Bo # 3.

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystka ma postaé

_Bo— 18

t =
sbo

9

za$ obszar krytyczny dla poziomu istotnosci « opisany jest réwnaniem

P({‘t’ > ta,n—2}) = Q.
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© Najczesciej stosowana wersja testu istotnosci dla 3; jest 59 = 0.

© Najczesciej hipoteze dotyczaca wyrazu wolnego (Gp) pomijamy.
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Analiza wariancji w modelu regresji

Podstawa analizy wariancji jest réwnanie

SV YR =S (V- VR4 3V VR (21)

i=1 i=1 i=1

Otrzymujemy z niego tzw. tablice analizy wariancji.
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Tablica analizy wariancji

Zrédto Suma Stopnie Sredni Statystyka
zmiennosci kwadratéw | swobody | kwadrat F
"o >V
Regresja ZI(Y, -Y) 1 =
=
S(Yi-Yy
i=1 Se2
" > o(Yi=Yi)?
Reszta ’;(Y Y2 | n-2 | = —
n —
Catkowita | S (Yi—Y)?> | n-—-1
i=1
Wyktad 07
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Testowanie istotnosci parametréw modelu.

Hipoteza testowana to

HO:/81:07
Hy: 61 #0.

Statystyka z jakg mamy doczynienia, to statystyka F-Snedecora

z liczba stopni swobody licznika 1 i mianownika n — 2.
Obszar krytyczny przy poziomie istotnosci o zadaje réwnoéé

P({Fl,nf2 = Fa;l,nf2}) = Q.

. ./ . o 2
Mozna udowodni¢, ze F1 ,_2 = t;_».
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Sformutowanie modelu. |

Klasyczne model regresji liniowej moze by¢ zapisany w nastepujacej
postaci macierzowej

Y1 x1 1 €1
Y2 X2 1 €2
S R R e b (22)
: : ﬁO :
Yn Xn 1 EI‘1
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Sformutowanie modelu. Il

W skréconym zapisie macierzowym mamy
Y = XB +e, (23)

gdzie

Y jest wektorem obserwacji zmiennej losowej Y o wymiarach n x 1;

X jest macierza obserwacji dla zmiennej niezaleznej X o wymiarach n x 2;
B jest wektorem wspdtczynnikéw o wymiarach 2 x 1;

€ jest wektorem sktadnikéw losowych o wymiarach n x 1.

Zatozenia klasycznego modelu regresji liniowej maja postaé

E(e) =
E(ee”

@
—~
N
D
~

=2l (25)

~—

gdzie zero w pierwszym réwnaniu jest wektorem zerowym o wymiarze
nx 1, zaé | jest macierza jednostkowa stopnia n, a -7 jest
transponowaniem macierzy.
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Macierz kowariancji sktadnikéw losowych

Uwaga

Macierz E(ee ™) nazywamy macierza kowariancji sktadnikéw losowych.

Zauwazmy, ze dla dowolnych /,j € 1,n mamy

E(ee ") = E(eigj) = cov(ei, gj).
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Warunek nielosowosci zmiennej niezaleznej

Poniewaz mamy zatozone, ze wartosci zmiennej niezaleznej sa nielosowe
(deterministyczne), wiec nalezy ten warunek uja¢ w ujeciu macierzowy
modelu regresji liniowej.

X jest macierza o wymiarach n x 2 o ustalonych elementach. (26)
Aby ustali¢ warto$¢ wspdtczynnikdéw wystepujacych w regresji liniowej
musimy zatozy¢, ze rzad macierzy X jest réwny 2, co odpowiada zatozeniu,

ze w probie s3 co najmniej dwie obserwacje dokonane dla réznych wartosci
X.
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Wyznaczanie parametréw (. |

W ujeciu macierzowym wyrazenie podlegajace minimalizacji metoda
najmniejszy kwadratéw jest postaci

S=eTe=(Y-XB)T(Y - XB). (27)
Rézniczkujac wzgledem wektora B otrzymujemy

as

= 2XTY +2XTX3. 2
98 + B (28)

Korzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum otrzymujemy
rownanie

XTxp =XxTY, (29)
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Wyznaczanie parametréw 3. |l

ktére mozna zapisa w jawnej postaci macierzowe;j

n n n
S XX & > xiYi
i=1 i=1 [ P1 1 — | i=1 (30)
n n
> Xi Po > Yi
i=1 i=1
Wyznaczajac z réwnania (29) wektor B otrzymujemy
B = (XTX)IXTY, (31)

gdzie macierz (X7 X) ™! jest postaci
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Wyznaczanie parametréw 3. Il

~>x
1 i=1
Z(x,——?)2 n Z(x,——?)Z
i=1 i /’:1i . . (32)
i=1 I i=1 /
n Z(X,‘—;)2 n Z(X,'—;)Z
L i=1 i=1 .

40 /61
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Wartosci teoretyczne modelu i wektor reszt.

Na podstawie wyznaczonej z préby wektora 8 wyznaczamy wektor Y
teoretycznych wartosci zmiennej losowej Y i wektor reszt e

Y = X8
e = Y-Y.

Poniewaz sume kwadratéw reszt mozna przedstawi¢ wzorem

n
Z e?=e'e,
i=1

wiec nieobcigzony estymator wariacji jest postaci
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_ Macierzowe ujecie modelu regres;ji liniowej
Macierz kowariancji wektora losowego 3. |
Macierz kowariancji wektora losowego B definiujemy

3 3 2 2(B, cov(Br, Ba
VB)=E(B-B) (B =| S

Stwierdzenie

W klasycznym modelu regresji liniowej macierz V(B) Jest postaci
o?(XTX)™L.
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Macierz kowariancji wektora losowego 3. Il

Na podstawie tego mamy

o2

—o? z": X
i=1
=R Z(X,'—YP n Z(X,'—YF
V(B) = =1 =1
—023 " x; —02¥ " x2

nd (xi—x)2  nY (xi—Xx)?
i=1 i=1

o~

Nieobcigzonym estymatorem macierzy V() jest macierz

V(B) = s2(XTX)".
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Spis tresci

Q Klasyczny model regresji liniowej z wieloma zmiennymi niezaleznymi
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Sformutowanie zagadnienia

Rozwazamy zmienna (k + 1)-wymiarowa (Y, X1, ..., Xk), gdzie Xi,..., Xk
sq zmiennymi niezaleznymi, a Y zmiennga zalezna.

Do opisu stosujemy klasyczny model regresji liniowej, o ile dla kazdego
uktadu wartosci xi, ..., xx warunkowe rozktady zmiennej Y maja $rednie

E(Y|x1,...,xk) = B1x1 + ... + Bexk + Brt1

oraz wariancje
D2(Y|x1,...,x) = 0>

Jezeli dodatkowo warunkowe rozktady zmiennej Y maityby rozktad
normalny, to méwilibySmy o normalnej regresji liniowej.

Prébe losowa stanowigca podstawe sformutowania i oszacowania modelu
okresla n tacznych obserwacji postaci

(Y;,X,'l,...,X,'k), iE].,n.
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Model

Bedziemy wiec rozpatrywa¢ model zadany warunkami

Yi=Pixin + ...+ BiXik + Bt + € (33)
E(e;) =0 (34)
D?(g;) = E(e?) = 02, (35)
cov(ej, ej) = E(ejej) = 0 dla dowolnych i # j, (36)

gdzie i,j € 1,n.
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Posta¢ macierzowa. |

Klasyczne model regresji liniowej moze by¢ zapisany w nastepujacej
postaci macierzowej

Yl X11 ... X1k 1 51 €1
Y X1 ... xok 1 B2 €2

= S+ - (37)
Yn Xpl - Xpk 1 /8k+1 €n
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Posta¢ macierzowa. |l

W skréconym zapisie macierzowym mamy
Y = XB +e, (38)

gdzie

Y jest wektorem obserwacji zmiennej losowej Y o wymiarach n x 1;
X jest macierza obserwacji dla zmiennej niezaleznej X o wymiarach
nx (k+1);

B jest wektorem wspdtczynnikéw o wymiarach (k + 1) x 1;

€ jest wektorem sktadnikéw losowych o wymiarach n x 1.

Zatozenia klasycznego modelu regresji liniowej maja postac

E(e) =0 (39)
E(ee™) = 0?1, (40)
gdzie zero w pierwszym réwnaniu jest wektorem zerowym o wymiarze

n x 1, zas | jest macierza jednostkowa stopnia n.
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Warunek nielosowosci zmiennej niezaleznej.

Poniewaz mamy zatozone, ze wartosci zmiennych niezaleznych sa
nielosowe (deterministyczne), wiec nalezy ten warunek uja¢ w ujeciu
macierzowy modelu regresji liniowej.

X jest macierza o wymiarach n x (k + 1) o ustalonych elementach. (41)
Aby ustali¢ wartos¢ wspdtczynnikdéw wystepujacych w regresji liniowej
musimy zatozy¢, ze rzad macierzy X jest réwny k 4+ 1, co odpowiada

zatozeniu, ze w prébie s3 co najmniej k 4+ 1 obserwacje dokonane dla
réznych wartosci x.
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Parametry modelu. |

Podobnie jak w przypadku dwéch zmiennych wyrazenie podlegajace
minimalizacji metoda najmniejszy kwadratéw jest postaci

S=eTe=(Y-XB)T(Y - XB). (42)
Otrzymujemy
XTXB =XTY, (43)
ktére mozna zapisa¢ w jawnej postaci macierzowe;j
X3 Yxiaxo ... LXaXk DX b1 Yxi1Yi
S XpXil X . Y XipXik X Xi2 Ga | | Xx2Vi
SOXT X2 e DL Xik n Br+1 > Yi
Wyktad 07
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Parametry modelu. Il

Wyznaczajac z ostatniego réwnania wektor ﬁ otrzymujemy
B=(X"X)"xTy, (44)

Na podstawie wyznaczonej z proby wektora B wyznaczamy wektor Y
teoretycznych wartosci zmiennej losowej Y i wektor reszt e

Y = X8
e = Y-Y.

Nieobcigzony estymator wariacji jest postaci

T
2 e'e
e — ;.-
n—k—1
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Parametry modelu. Il

Macierz kowariancji wektora losowego B definiujemy
V(B) = *(X"X)™

a jej estymator to

V(B) = SZ(XTX)~*
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Wspotczynnik korelacji wielorakiej

Podobnie jak w przypadku dwéch zmiennych mamy wspétczynnik
determinacji

n _ n —

oY= VP S (Yi=Yi)?

PE =1 (45)
(Y= V)2 (Y= V)2

Natomiast dodatni pierwiastek z wspdtczynnika determinacji nazywany jest
wspotczynnikiem korelacji wielorakiej.
Wspotczynnik determinacji ma nastepujace wiasnosci
e r2 e o,1],
@ r? =1 wtedy, gdy wszystkie punkty leza w hiperptaszczyznie,
@ r? =0 - znajomo$¢ wartoéci zmiennych Xi, ..., Xi nie dostarczaja
zadnych informacji na temat wartosci zmiennej zaleznej Y.
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| Klasyczny model regresi finiowe] z wicloma |
Uwagi. |

Zatozenia i ich weryfikacja (testowanie).
© Zaleznoé¢ miedzy zmienng zalezng, a zmiennymi niezaleznymi jest
liniowa.

© Liczba obserwacji jest wieksza badz réwna liczbie parametréw
wyprowadzonych z analizy regresji (wsp6tczynniki dla zmiennych
niezaleznych (predyktoréw), wyraz wolny).

© Zmienne niezalezne nie s3 ze sobg silnie skorelowane . Brak
wspotliniowosci zmiennych niezaleznych (sposéb weryfikacji: test VIF).

@ Nie wystepuje autokorelacja reszt, sktadnika losowego (sposéb
weryfikacji: test Durbina-Watsona).

© Brak znaczacych obserwacji odstajacych (sposéb weryfikacji: inspekcja
wykreséw punktowych, statystyka opisowa, odlegtos¢ Cooka).

© Reszty maja rozktad zblizony do rozktadu normalnego (sposéb
weryfikacji: test Shapiro-Wilka, Kotmogorowa-Smirnowa, Lillieforsa).
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| Klasyczny model regresi finiowe] z wicloma |
Uwagi. Il

@ Wariancja reszt, sktadnika losowego jest taka sama dla wszystkich
obserwacji homoskedastycznos¢ (sposéb weryfikacji dla dwéch préb:
test Fishera F?, sposéb weryfikacji dla wielu préb: testy Barletta3,
Flingera-Killeena, Levene'a?, Browna-Forsythe'a, Hartley'a5),

Jesli wiele z zatozen jest niespetnionych nie korzystaj z przedstawionych
metod weryfikacji.

o Bardziej adekwatny skorygowany wspétczynnik determinacji (takze
stosowalny gdy nie ma wyrazu wolnego).

2Zatozenia: normalno$¢.

3Zatozenia: normalno$¢, réwna liczebno$é grup.
4Zatozenia: niezalezno$¢ préb.

5Zatozenia: normalno$¢, réwna liczebno$é grup.
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Metody doboru zmiennych do modelu.

@ Zmienne wybiera sie na podstawie wiedzy dziedzinowej.

@ Wymagania dotyczace wtasnosci zmiennych niezaleznych:
@ s3 silnie skorelowanych ze zmienng, ktéra objasniaja,
@ s3 nieskorelowane lub co najwyzej stabo skorelowane ze soba,
© charakteryzuja sie duzg zmiennoscia.
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Regresja nieliniowa i transformacje do modelu liniowego. |

@ Miedzy zmienng objasniang a zmiennymi objasniajacymi moga
zachodzi¢ zwiazki nieliniowe.

o W wielu przypadkach mozna dokonaé transformacji do modelu
liniowego poprzez odpowiednie przeksztatcenia zmiennych.

@ Model Y = f(X, b) jest liniowy wzgledem parametréw, jesli mozna go
przedstawi¢ jako liniowa funkcje jednoznacznych przeksztatcen X,
przy czym wspdtczynniki tych przeksztatcenh musza by¢ znane.
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Typowe modele nieliniowe i ich transformacje do modelu
liniowego. |

Poza modelem regresji liniowej wystepuja takze modele regresji nieliniowej.
Sa nimi miedzy innymi

@ model wielomianowy (wielomian stopnia k)
Y = B0+ BiX + B X2+ ...+ B XK+ e

Podstawiajac V; = X/ dlaj=1,2,..., k, model sprowadza sie do
modelu liniowego.
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Typowe modele nieliniowe i ich transformacje do modelu
liniowego. Il

@ model potegowy
Y = BoX X5 X e
Logarytmujac otrzymujemy
nNY =InBo+B1InX14+LonXo+...4+ BrxIn X + .

Podstawiajac V; =InX; dla j=1,2,..., ki Z=InY, model
sprowadza sie do modelu liniowego.
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Typowe modele nieliniowe i ich transformacje do modelu
liniowego. Il

@ model wyktadniczy
Y =6 - iﬁ. §<2 ffk.eé
Logarytmujac otrzymujemy

nY =InGog+XiInB1+XoInBa+ ...+ XiInBg + €.

Podstawiajagc Z =1InY'i Bj =Ingjdlaj=1,2,..., k, model
sprowadza sie do modelu liniowego.
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Regresja krokowa

© Postepujaca (forward).
o Zakftada kolejne dotaczanie do listy zmiennych objasniajacych tych
zmiennych, ktére maja najistotniejszy wptyw na zmiennga zalezna.

© Wsteczna (backward).

@ Usuwamy ze zbioru zmiennych, ta ktére maja najmniejszy wptyw na
zmienng zalezna.
o Stosujac r? lub testy istotnosci wspétczynnikéw modelu (F).
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