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1 Elementy kombinatoryki

Zadanie 1. Do windy w 8 pietrowym wieZowcu wsiadly 3 osoby. Na ile réznych sposobow mogly one wysigsé, jesli
kazda z nich wysiada na

e dowolnym pietrze;
e innym pietrze;
o wszyscy wysigdg na tym samym pietrze.
Zadanie 2. Do windy w 9 pietrowym wieZowcu wsiadly 2 osoby. Na ile sposobow mogly one wysigsé?

Zadanie 3. Do windy w 10 pietrowym wieZowcu wsiadly 2 osoby. Na ile réznych sposobow mogly one wysigsé réinych
pietrach?

Zadanie 4. Winda z 5 pasazerami zatrzymuge sie na 10 pietrach. Na ile sposobéw pasazerowie mogq wysiqsé z windy?
Na ile sposobéw mogq to zrobié, jezeli kazdy ma wysig$é na innym pietrze?

Zadanie 5. Do windy w 55 pietrowym drapaczu chmur wsiadlo 11 0sob. Ile jest mozliwych sposobéw, aby co najmniej
dwie osoby wysiadly na tym samym pietrze?

Zadanie 6. Dany jest szescian. Ze wszystkich wierzcholkow szescianu losujemy 8 tworzqc trojkgt. Ile jest mozliwosci
takich losowan?

Zadanie 7. Ile jest kombinacji z powtorzeniami ze zbioru 10 elementowego, gdy losujemy dwa elementy?
Zadanie 8. W turnieju w ktérym uczestniczy 20 graczy, kazdy z nich gra po jednej partii z innym. Ile partii rozegrano?

Zadanie 9. Dzieci lgczq sie w pary. Ilu dzieci wzielo udzial w zabawie, jezeli wiadomo iz mogly sie one polgczyé na
120 sposobow?

Zadanie 10. Na turnieju rozegrano 190 meczy kazdy z kazdym. Ilu zawodnikéw uczestniczylo w turniej?

Zadanie 11. Ilu zawodnikéw wzielo udzial w turnieju szachowym, jezeli kazdy gral z kaZdym dokladnie 1 partie © w
catym turnieju rozegrano ich 107

Zadanie 12. W turnieju szachowym bierze udzialt n zawodnikow. n — 2 rozegrato kazdy z kazdym po jednej partii,
"n — 1-szy” rozegral 10 partii a "n-ty” 1 partie. {gcznie rozegrano 55 partii. Ilu jest zawodnikéw? Czy "n — 1-szy” i
"n-ty” grali juz ze sobq?

Zadanie 13. Ile mozna wykonaé chorggwi majgcej trzy pasy koloréw z 4 barw?

Zadanie 14. Dane jest 7 gatunkow cukierkow czekoladowych, z ktérych wybieramy 4 rodzage. Ile roznych paczek w
ten sposéb mozna otrzymac?

Zadanie 15. Rzucamy 5 kostkami do gry. Ile jest moZliwych wszystkich wynikow?
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Zadanie 16. Rok liczy 365 dni. lle jest moZliwych wszystkich wynikéw, tak aby 5 0séb urodzito sie kazda innego dnia?

Zadanie 17. W urnie znajduje sie 5 ponumerowanych kul. Losujemy 5 kul po jednej bez zwracania. Ile mozna otrzymac
réznych wynikow?

Zadanie 18. W klasie liczacej 37 uczniow rozlosowano trzy jednoosobowe bilety do trzech réznych teatrow. Ile jest
mozliwych wynikow tego losowania?

Zadanie 19. Grupe skladajgcg sie z 25 0s6b podzielono na dwie podgrupy po 13 i 12 0séb. 1le jest moZliwych podzialéow?
Zadanie 20. Grupe 6 osobowg podzielona na dwie réwnoliczne. Ile bylo moZliwych podziatow?
Zadanie 21. Ile jest mozliwosci trafienia prawidtowo przez gracza w multilotka 10 wlasciwych liczb?

Zadanie 22. Grupa taneczna sklada sie z 12 chlopcow i 12 dziewczgt. Ile réznych par mozna utworzyé z nich wszystkich,
aby mogli oni zatanczyé poloneza?

Zadanie 23. W ogloszonym plebiscycie na 10 najlepszych sportowcow zgloszono 17 kandydatow. Plebiscyt wygral
R. Szurkowski. Oblicz ile istnieje sposobéw przyznania dalszych miejsc, jezeli sportowcy nie mogq zajmowac tego samego
miejsca.

Zadanie 24. W biegu na 100 m startuje 6 zawodnikow. Ile jest mozliwych wynikow ukoniczenia biegu, jesli punktowane
sq pierwsze trzy miejsca i nie uwzgledniamy wynikéw ex eqou?

Zadanie 25. Rozmieszczamy 8 kul w 8 szufladach. Ile jest mozliwych réznych rozmieszczen? Ktdére model z poprzed-
niego zadania mozna stosowac rozwigzujgc to zadanie? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 26. Iloma sposobami mozna wiozyé m jednakowych kul do k komorek?

Zadanie 27. Iloma sposobami mozina posadzi¢ w rzedzie m drzew lisciastych i n iglastych (m > n) tak, aby zZadne
dwa drzewa iglaste nie sgsiadowaly ze sobg?

Zadanie 28. Z klasy liczgcej 20 0sob wybieramy delegacje sktadajgcg sie z 3 0s6b. Na ile réznych sposobow mozna jg
wybrac?

Zadanie 29. 7 12 dziewczgt i 8 chlopcow nalezy wybraé delegacje liczgeq 2 dziewczynki i 1 chiopca. Na ile réznych
sposobéw mozna jg wybracé?

Zadanie 30. W pudelku znajduje sie 20 $rub wsrod ktorych sqg 3 wadliwe. Wylosowano 5 $rub. Oblicz ilos¢ mozliwosci,
ze otrzymano doktadnie 1 wadliwg.

Zadanie 31. Na plaszczyinie danych jest 12 punktow, z ktorych Zadne trzy mie sq wspotliniowe. Ile jest rézinych
prostych przechodzgcych przez dokladnie dwa punkty?

Zadanie 32. Na plaszczyinie danych jest n punktow, z ktorych zZadne trzy nie sq wspotliniowe. Ile jest réznych prostych
przechodzgcych przez dokladnie dwa punkty.

Zadanie 33. Dany jest szeScian. Ze wszystkich wierzcholkow szescianu losujemy 3 tworzgc tréjkqt. Ile jest mozliwosci
takich losowan?

Zadanie 34. lle mozna skonstruowac tréjkgtow z odcinkéw o diugosciach réwnych: 5, 7, 9, 11, 137

Zadanie 35. Na ile sposobow mozna rozdzieli¢ grupe k + m + n roinych przedmiotow na grupy po k, po m i pon
przedmiotéw odpowiednio?

Zadanie 36. Jak dlugie powinny byé znaki w alfabecie Morsa, aby zapisaé 24 literowy alfabet?
Zadanie 37. Jak dlugie powinny byé znaki w alfabecie Morsa, aby zapisaé wszystkie litery alfabetu polskiego?
Zadanie 38. Ile jest réznych tablic rejestracyjnych samochodéw skladajacych sie z 3 liter i 4 cyfr (24 litery), jesli
e ustawienie tablica jest jak w Polsce;
e mozemy mieszaé kolejno$é liter i cyfr.
Zadanie 39. lle stow z sensem lub bez mozna utworzyé z liter tworzgcych to stowo
e mama?

o abrakadabra?



e bajkopisarka?

e panna?
Zadanie 40. Na pélce ustawiamy dwie nierozréznialne encyklopedie 13 tomowe. Na ile sposobow mozna je ustawic?
Zadanie 41. Na ile sposobow mozna ustawi¢ encyklopedie 18 tomowqg na pélce tak, aby tomy

o 142

o 1,213

o trzy wybrane losowo
staly obok siebie?
Zadanie 42. Ile réznych liczb dwucyfrowych mozna utworzyé ze piecioelementowego zbioru cyfr?
Zadanie 43. Ile roznych liczb trzycyfrowych mozna utworzyé ze zbioru cyfr od 1 do 9¢
Zadanie 44. Ile réznych liczb trzycyfrowych mozna utworzyé ze zbioru wszystkich cyfr?
Zadanie 45. Ile liczb czterocyfrowych mozna utworzyé z cyfr 2, 2, 4, 4, 6, 67
Zadanie 46. Ile jest roznych liczb czterocyfrowych nieparzystych, jesli cyfry

e nie mogq sie powtarzac;

® mogq sie powtarzac?
Zadanie 47. lle réznych liczb czterocyfrowych mozna utworzyé z cyfr 1, 2, ..., 7, jesli cyfry nie mogq sie powtarzac?
Zadanie 48. Ile jest réznych liczb czterocyfrowych, jesli jedynie cyfry 1 i 2 mogq sie tylko powtarzac?
Zadanie 49. Ile réznych liczb pieciocyfrowych mozna utworzyé z cyfr 0, 1, 2, 3, 4, jesli

e Zadna z cyfr sie nie powtarza?

o cyfry mogq sie powtarzac?
Zadanie 50. Ile réznych liczb szeSciocyfrowych mozna utworzyé ze wszystkich cyfr?

Zadanie 51. lIle roznych liczb szesciocyfrowych parzystych mozna utworzyé ze wszystkich cyfr, jesli cyfry mogq sie
powtarzad?

Zadanie 52. Ile réznych liczb oSmiocyfrowych mozna utworzyé z cyfr tworzgcych liczbe 122121227
Zadanie 53. Na ile sposobow mozna rozdaé 13 kart z talii liczqcej 52 karty?
Zadanie 54. Z tali liczgcej 52 karty wylosowano 18 kart. Ile bylo mozliwy wynikow takich losowan, jesli otrzymano

e dokladnie 1 asa;
e asa kier;
e dokladnie 3 asy w tym asa pik;
e dokladnie 1 asa, 3 krole i 2 damy;
e dokladnie wszystkie karty jednego koloru.
® 5 asow.
Zadanie 55. lle jest moZliwosci, ze brydzysta otrzyma dokiadnie
o dame pik, asa tref, 5 kieréw?
o dame pik, asa tref i 5 trefli?
o wszystkich kart tego samego koloru?

e dokladnie 12 kart tego samego koloru?
Zadanie 56. Z tali liczgcej 52 karty wybieramy 9 kart. Ile bylo takich losowan, Ze otrzymano dokladnie 1 asa?

Zadanie 57. Na egzamin wykladowca przygotowal 60 pytan, z ktorych student losuje doktadnie 3. Ile jest wszystkich
moZzliwych wynikow takiego losowania?

Zadanie 58. j studentow zdaje egzamin. Na ile sposobow mogg oni otrzymaé oceny jesli wiadomo, Ze Zaden ze
studentow nie otrzymal oceny niedostatecznej?

Zadanie 59. Na ile sposobow mozna ustawic¢ 8 wieZ tak, aby nie mogly sie zbic¢?
Zadanie 60. Ile réznych sznuréw korali mozna ulozyé z 6 karali czarnych i 4 bialych, jesli ustalilismy poczgtek sznura?

Zadanie 61. Na ile sposobow mozna rozmiescié w 8 szufladach 5 koszul?



2 Przestrzen probabilistyczna

Zadanie 62. Praca mechanika polega na zabezpieczaniu technicznej sprawnosci trzech maszyn: My, Ms, M3 w ciggu
odcinka czasu. W czasie tym kaZda z maszyn pracuje niezawodnie, albo wymaga interwencji mechanika. Niech A;,
J = 1,2,3 oznacza zdarzenie: maszyna M; wymaga interwencji mechanika.

a) Okresli¢ przestrzen zdarzen elementarnych.
b) Za pomocq zdarzeri elementarnych opisaé zdarzenia Ay, Ay, A, AL, As, Af.
¢) Za pomocq dzialan: U, N, ', wykonywanych na zdarzeniach A; opisaé zdarzenia Bj, jezeli oznaczymy:

By — zajscie wszystkich trzech zdarzen Ay, Ao, As,

By — niezajécie Zadnego ze zdarzen Ay, As, As,

B3 — zajscie tylko zdarzenia Ay,

By — zajécie tylko jednego sposrod zdarzeni Ay, Ao, As,

Bs — zajscie co nagmniej jednego ze zdarzen Ay, As, As,

Bg — zajscie tylko zdarzen Ay i As,

By - zajécie dokladnie dwéch zdarzen sposrod zdarzen Ay, As, As,
Bs — zajscie co najmniej dwoch zdarzen sposrod zdarzen Ay, As, Az,

By — zajécie co najwyzej jednego zdarzenia sposréd zdarzen Ap, As, As.
d) Opisaé okreslone wyzej zdarzenia B; za pomocq zdarzen elementarnych.
e) ZnaleZ liczbe n(«) wszystkich zdarzen w tym doSwiadczeniu.

Zadanie 63. Stworzyc przestrzen probabilistyczng doswiadczenia z poprzedniego zadania zakladajgc, zZe wszystkie
okreslone tam zdarzenia jednoelementowe sq jednakowo prawdopodobne.

Zadanie 64. Dla danych z poprzedniego zadania okre$li¢ prawdopodobienstwo tego, ze
a) wszystkie 3 maszyny bedg wymagaly interwencji mechanika (zdarzenie A),
b) dokladnie 2 maszyny bedg wymagaly interwencji mechanika (zdarzenie B).

Zadanie 65. Osoba X wykonuje pewng prace w ciggu 4, 5, albo 6 godzin i moze popelnic przy tym 0, 1, albo 2 bledy.
Zakladajgc jednakowe prawdopodobienistwo dla kazdego z 9 zdarzen jednoelementowych, znalezZé prawdopodobienstwa
nastepujgocy zdarzen:

a) praca zostanie wykonana w ciggu 4 godzin (zdarzenie A),

b) praca zostanie wykonana bezblednie w czasie 6 godzin (zdarzenie B),

¢) praca zostanie wykonana w czasie 5 godzin najwyzej z jednym bledem (zdarzenie C),
d) praca zostanie wykonana z co najwyzej jednym bledem (zdarzenie D).

Zadanie 66. Z n-elementowego zbioru A losujemy ze zwrotem k-elementéw. Oblicz prawdopodobienistwo, Ze wszystkie
wylosowane elementy sq rozne.

Zadanie 67. Ze zbioru n elementow, wsrdd ktdrych jest ny elementéw magjgcych ceche C ing = n—ny elementéw nie
magjgcych tej cechy, losujemy dwukrotnie po jednym elemencie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze obydwa elementy
wylosowane majg ceche C. Przyjeé¢ n =10, n; = 7.

Zadanie 68. Opickun 20-osobowej grupy studenckiej w ktdrej (jak sie pézniej okazalo) bylo 8 studentéw aktywnych
spolecznie, wytypowal na okres dwu tygodni (aby daé czas poznanie sie grupy) 3-osobowy samorzqd studencki. Jakie
jest prawdopodobieristwo tego, ze taki samorzqd skliadaé sie bedzie z samych studentow aktywnych spolecznie?

Zadanie 69. Sposrdd cyfr 1,...,9 wylosowano bez zwrotu kolejno trzy cyfry: C1, Co, C5 ukladajgc je w kolejnosci lo-
sowania w liczbe, ktora w ukladzie dziesietnym ma zapis C1C2Cs. Przyjmujgc sensowne zatozenie, Ze wszystkie moZliwe
do otrzymania w ten sposob liczby sq jednakowo prawdopodobne, obliczyé prawdopodobieristwo tego, ze C1CoCs < 444.

Zadanie 70. Na trzech kolejnych zmianach dokonuje sie przeglagdu technicznego 2 sposréd 6 maszyn, ktore nalezy
poddaé temu przeglgdowi. Oblicz prawdopodobienstwo, zZe w ciggu tych trzech zmian wszystkie maszyny zostaly poddane
przeglgdowi, gdyby kolejne zmiany nie przekazywaly sobie informacji.



Zadanie 71. Trzy Sciany czworoscianu zostaly pomalowane na bialo, czerwono i zielono za$ czwarta w pasy bialo-
czerwono-zielone. Doswiadczenie polega na rzucaniu czworoscianu na plaszczyzne i obserwowaniu koloru Sciany, na
ktorg upadl czworoscian. Zdarzenia B, C, Z okreslono nastepujgco

B - czworoscian upadl na Sciane bialg,
C - czworo$cian upadl na $ciane czerwong,

Z — czworo$cian upadl na Sciane zielong.

3 Prawdopodobienstwo kombinatoryki

Zadanie 72. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze wsrod n przypadkowo dobranych osob zZadne dwie nie obchodzg urodzin
tego samego dnia (n < 365).

Zadanie 73. Rok liczy 365 dni. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze 3 losowo wybrane panie
e urodzily sie tego samego dnia;
e pierwsza w Styczniu, druga w marcu, a trzecia w drugim potroczu.

Zadanie 74. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze sposrod 29 osob ich miesigce urodzen bedg rozmieszczone nastepujgco: 7
miesiecy zwiera dokladnie po dwie daty, a 5 miesiecy dokiadnie po 3.

Zadanie 75. Grupe liczgcg 13 0s6b podzielono na dwie po 6 1 7 0séb. Oblicz prawdopodobienistwo, Ze osoby A i B bedg
w tej samej grupie.

Zadanie 76. Samorzqd klasowy sklada sie z 6 uczniow i 4 uczennic. Sposrod czlonkdw samorzqdu wybieramy losowo
delegacje skladajgcq sie z 5 0sob. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze delegacja bedzie skliadatla sie z dokladnie z 8 uczennic
i 2 uczniow.

Zadanie 77. Grupe liczgcg 14 0s6b podzielono na dwie po 7 0s6b. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze osoby A i B bedg w
tej samej grupie.

Zadanie 78. Pieciu chlopcow i dwie dziewczynki ustawiono w szereg. Oblicz prawdopodobienistwo tego, Ze dziewczynki
stojg obok siebie.

Zadanie 79. W zbiorze 2n liczb (n > 1) wyrézniono dwie. Czy bardziej prawdopodobne jest, ze siadajgc losowo wokdl
stolu przy ktorym jest 2n miejsc, wyrdinione osoby znajdg sie obok siebie, czy naprzeciw?

Zadanie 80. Przy okrqgglym stole usiadlo losowo 6 0s6b, wsréd nich Adam i Fwa. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze
nie siedzq obok siebie?

Zadanie 81. Illoma sposobami mozna ustawié 6 0sob
o w rzgd
o w kolo?

Zadanie 82. Pie¢ 0sob zajelo losowo miejsca w osmioosobowym przedziale kolejowym. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze dwie wyrdézinione osoby usiadly

e na sgsiednich miejscach?
e naprzeciwko siebie?

Zadanie 83. Zbior {1,...,n}, (n > 2), dzielimy na dwa niepuste podzbiory. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze 1 in
bedg w tym samym podzbiorze.

Zadanie 84. Encyklopedie 13-to tomowq podzielono na dwie grupy liczgce po odpowiednio 7 i 6 tomdéw. Oblicz praw-
dopodobienstwo, zZe w pierwszej grupie sq tomy od 1 to 3.



4 Zadania rézne

Zadanie 85. Rzucamy dwiema kostkami. Niech zdarzenie A polega na tym, Ze suma wynikéw jest réwna 4, a B - na
tym, ze przynajmniej na jednej kostce wypadla liczba parzysta. Opisaé zdarzenie AN B.

Zadanie 86. Z talii 52 kart losujemy jedng. Z nastepujgcych zdarzen wybraé pary zdarzen wykluczajgcych sie:

o A - wylosowano kréla,
e B - wylosowano pika,
o C - wylosowano karte czerwong,

e D - wylosowano karte miodszqg od 10.
Zadanie 87. Niech A, B, C bedq zdarzeniami. Zapisz za pomocq dzialan na zbiorach nastepujgce zdarzenia:

a) zachodzi dokladnie jedno ze zdarzeri A, B, C;

b) zachodzq dokladnie dwa zdarzenia sposréd A, B, C;

¢) zachodzq co nagmniej dwa zdarzenia sposrod A, B, C;
d) zachodzq nie wiecej niz dwa zdarzenia sposréd A, B, C.

Zadanie 88. Niech A i B bedq zdarzeniami. Za pomocqg A, B, A’, B’ i odpowiednich dzialari na zbiorach zapisal
nastepujgce zdarzenia sposréd zdarzen A, B

a. zaszto co nagmniej jedno,

b. zaszty oba,

c. zaszlo tylko zdarzenie A,

d. zaszlo dokladnie jedno, ale nie wiadomo ktore,

e. nie zaszto Zadne ze zdarzen.
Zadanie 89. Niech Q) = [0, 1] oraz niech F bedzie pewnym o-cialem podzbioréw odcinka [0, 1]. Udowodnij, ze funkcja

P(4) :_{1 gdy%eA

0 gdys¢A
okreslona na zbiorach A € F spelnia aksjomaty prawdopodobieristwa.
Zadanie 90. Udowodnij wlasnosci prawdopodobienstwa.
Zadanie 91. Pokaz, zZe jesli P(A) =0.7 i P(B) = 0.8, to P(ANB) > 0.5.
Zadanie 92. Dane s¢ P(A') =3, P(ANB) = ; i P(AUB) = 2. Oblicz P(B'), P(ANB') i P(B\ A).
Zadanie 93. Dane s¢ P(A'NB') =1, P(A’) =2, ponadto P(ANB) = %. Oblicz P(B) i P(A' N B).
1

Zadanie 94. Rzucamy niesymetryczng szescienng kostkq. Széstka wypada z prawdopodobieristwem 7, a pozostale liczby

majg réowne szanse wypadniecia. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze wypadnie nieparzysta liczba oczek.
Zadanie 95. Dwdch pitkarzy chodzi niezbyt reqularnie na treningi. Jeden opuszcza 40% zajeé, a drugi chodzi na 70%.
Jednoczesnie sq na 40% treningéw. Oblicz prawdopodobienstwo, ze na treningu

a. jest dokladnie jeden z nich,

b. nie ma Zadnego.

Zadanie 96. Niech P(A) = x, P(B) = x>. Wiadomo, Ze oba zdarzenia si¢ wykluczajq, ale jedno z mich musi zajsé.
Oblicz x.

Zadanie 97. W wyniku doswiadczenia mozemy otrzymad jeden z trzech wzajemmnie wykluczajgcych sie wynikow: a, b,
c. Niech prawdopodobieristwo otrzymania wyniku a lub b wynosi %, a wyniku b lub ¢ %. Oblicz prawdopodobienstwa.

Zadanie 98. Wykaz, zZe jesli P(A) + P(B) > 1, to A i B nie mogq si¢ wykluczad.

Zadanie 99. Niech P(A) = %, P(B) = % Czy zdarzenia A © B mogq sie wykluczacé?
Zadanie 100. Rzucamy niesymetryczng kostkq szescienng. Dwojka wypada z prawdopodobiernstwem %, pigtka %, a

pozostale liczby majg rowne szanse wypadniecia. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze wypadnie liczba oczek mniejsza niz 4.

Zadanie 101. Towarzystwo ubezpieczeniowe wyplaca z pewnej polisy 7 kategorii odszkodowan. Prawdopodobienstwo,
ze klient otrzyma wyplate pierwszego typu jest réwne %, pozostale kategorie majg jednakowe szanse. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze klient otrzyma wyplate typu 1 lub 3 lub 4 lub 77
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