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1 Przestrzen probabilistyczna i prawdopodobienstwo

Zadanie 1. Rzucamy 3 razy monetq. Opisaé przestrzen probabilistyczng odpowiadajgeq temu doSwiadczeniu (co to sg
Q,%, P?).

Zadanie 2. Rzucamy 5 kostkami do gry. Wypisac wszystkie zdarzenia elementarne. Czy mozemy to zrobi¢ w rozsgdnym
czasie. Jak inaczej opisaé zbior wszystkich zdarzen elementarnych?

Zadanie 3. Cyfry 0,1,2,...,9 ustawiono losowo. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze

a. miedzy 01 1 znajdujg sie dokladnie cztery cyfry?

b. 7, 81 9 bedq staly obok siebie?

Zadanie 4. Rzucamy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobienistwo, Ze iloczyn wyrzuconych oczek jest liczbg parzystq.

Zadanie 5. W urnie sq¢ 2 kule biale i 4 czarne. Losujemy 2 kule bez zwracania. Co jest bardziej prawdopodobne,
wyciggniecie kul

a. tego samego koloru;
b. réznych kolorow?

Zadanie 6. W urnie znajdujg sie kule biale i czarne. Udowodnicé, Ze prawdopodobienstwo wylosowania ze zwracaniem
dwoch kul tego samego koloru jest nie mniejsze niz 0.5.

Zadanie 7. W n rozréoznialnych komdrkach rozmieszczono losowo r nierozroznialnych czastek, zaktadamy, Ze wszystkie
moZzliwe rozmieszczenia sq jednakowo prawdopodobne. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze

a. ustalona komdrka zawiera dokladnie k czqstek (k <r);

b. dokiadnie m komdrek zostalo pustych (m < n);

c. w kazdej komdree sq co najmniej dwie czqstki (r > 2n).

Zadanie 8. Na ile sposobéw mozna k jednozlotowek i m pieciozlotéwek rozmiesci¢ w n ponumerowanych kasetkach?
Zadanie 9. Rzucamy n kostkami, obliczyé prawdopodobienstwo wyrzucenia ny jedynek, no dwdjek, ... , ng szostek,

6
gdzie > n; =n.
i=1

(2

Zadanie 10. Z 52 kart wylosowano 6. Jaka jest szansa, ze wsrod wylosowanych kart bedq karty czerwone i czarne?

Zadanie 11. Z 52 kart losujemy 3. Oblicz prawdopodobieristwo, zZe wsrod wylosowanych kart jest przynajmniej jeden
as.

Zadanie 12. Przy okrgglym stole usiadto dziesieé¢ dziewczgt ¢ dziesieciu chlopcow. Jaka jest szansa, Ze osoby tej samej
plci nie siedzqg obok siebie? Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze trzy ustalone osoby bedq siedzialy obok siebie?
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tZadania 1-22, 70-82 i 123-140 pochodzg od dr U. Ostaszewskiej ze strony znajdujacej sie¢ pod adresem
http://math.uwb.edu.pl/%7Euostasze/rachiiel6.html.
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Zadanie 13. W zbiorze 2n 0séb (n > 1) wyrdzniono dwie. Czy bardziej prawdopodobne jest, ze siadajgc losowo wokdl
stolu przy ktérym jest 2n miejsc, wyrdznione osoby znajdg sie obok siebie, czy na przeciw?

Zadanie 14. Piec zeszytow wrzucamy do trzech szuflad. Co jest bardziej prawdopodobne
a. w pewnej szufladzie bedg co najmniej trzy zeszyty;
b. co najmniej jedna szuflada bedzie pusta?

Zadanie 15. (problem roztargnionej sekretarki) Do n zaadresowanych kopert wlozono w sposdéb losowy n listéw do
réznych adresatow. Wyznaczyé prawdopodobieristwo, Ze chociaz jeden list trafi do wlasciwej koperty. Wyznaczyé granice
tego prawdopodobienstwa gdy n — co.

Zadanie 16. Rzucamy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze suma liczb réwnych wyrzuconym oczkom
wWYNosi co najmniej S.

Zadanie 17. Z 52 kart wylosowano 13. Jaka jest szansa, Ze wsrod wylosowanych kart bedq reprezentowane wszystkie
wartosci?

Zadanie 18. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., 150} losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania liczby
podzielnej

a. przez 10;

b. przez 4;

c. przez 101 przez 4;
d. przez 10 lub przez 4.

Zadanie 19. Ze zbioru A = {1,2,3,...,102} losujemy dwie liczby. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze suma wyloso-
wanych liczb jest podzielna przez 3.

Zadanie 20. Winda rusza z siedmioma pasazerami i zatrzymuje sie na 10 pietrach. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze kazdy z pasazeréw wysigdzie na innym pietrze?

Zadanie 21. Z urny zawierajgcej n kul, w tym 6 bialych, losujemy kolejno dwie kule bez zwracania. Dla jakich warto$ci
n prawdopodobienstwo wylosowania dwoch bialych kul bedzie wigksze od 0.259

Zadanie 22. Niech Py i Py bedg prawdopodobienistwami okreslonymi na o-ciele ¥ podzbioréw 2. Udowodnié, Ze funkcja
1 2
P(A) = gpl(A) + gPQ(A)

spetnia aksjomaty prawdopodobienstwa.

2 Prawdopodobienstwo warunkowe, catkowite i wzor Bayesa

Zadanie 23. W hurtowni znajdujq sie lodéwki trzech fabryk A, B,C. Loddwki fabryki A stanowiq 45% wszystkich
lodéwek w hurtowni, B /0%, reszta C. Wadliwo$é lodéwek z kazdej fabryk wynosi odpowiedni 0,1% 0,05% 0,02%.
Wylosowano lodéwke, ktora okazala sie wadliwa. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze pochodzi ona z fabryki A.

Zadanie 24. Na pewnym kierunku studiow sklad grupy studenckiej przedstawial sie nastepujgco: I grupa 14 studentek
1 11 studentow, II 12 studentek ¢ 12 studentow, 111 17 studentek i 5 studentow. Z listy zawierajgcej spis wszystkich 0séb
studiujgcych na tym kierunku wylosowano osobe, ktora okazala sie studentkq. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze nalezy
ona do grupy III.

Zadanie 25. Wiadomo, Ze 1 osoba na 38 sposréd przekraczajgcych (pewng) granice przemyca narkotyki. Specjalnie
wytresowany pies zatrzymuge co 27 osobe sposrdd nie przemycajgcych narkotykdw i przepuszcza (nie zatrzymuge) co
9 osobe sposrod przemycajgcych narkotyki. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze osoba, ktora przeszla przez granice nie
zatrzymana przez psa jest przemytnikiem narkotykow?

Zadanie 26. Z trzech klubow zaproponowano odpowiednio: 4, 6, 5 kandydatow do reprezentowania kraju w zawodach.
Prawdopodobienstwa wygranej w zawodach dla zawodnikéw kolejnych klubéw wynoszq odpowiednio: 0,9 , 0,7 , 0,8.
Wylosowany z grona kandydatéw zawodnik wygral. Z ktdérego klubu najprawdopodobniej on pochodzi?

Zadanie 27. Mamy 5 urn: w 2 sq¢ po 2 kule biale i po 1 czarnej, w 1 10 kul czarnych, w pozostalych 2 sq po 3 kule
biale i po 1 czarnej. Losujemy urne, a nastepnie z niej losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie ona
biata.



Zadanie 28. W pierwszej urnie znajduje sie a bialych i b czarnych kul. W drugiej b bialych i a czarnych kul. Przeno-
simy jedng kule z pierwszej urny do drugiej, a nastepnie wyciggamy kule z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze jest to biata kula.

Zadanie 29. Dane sq¢ dwie urny. I zawiera 5 kul biatych © 8 czarne, a II 6 bialych i 2 czarne. Z losowo wybranej urny
wzieto kule. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze bedzie to kula czarna.

Zadanie 30. Mamy 5 urn typu A i 7 urn typu B. W kazdej z urn typu A jest po 7 kul bialych, 8 czarnych i 5
niebieskich, a w kazdej z urn typu B: 4 biale, 4 czarne i 7 niebieskich. Z losowo wybranej urny wzieto dwie kule. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kul réinokolorowych.

Zadanie 31. Dane sq¢ dwie urny. Jedna zawiera 17 kul bialych i 2 czarne, druga 5 bialych i 23 czarne. Rzucamy
kostkq do gry. Jesli otrzymalismy co najwyzej dwa oczka to losujemy z urny pierwszej, jesli 3,4,5 to z drugiej, a jesli
6 to rzucamy kostkq jeszcze raz. Jesli w drugim losowaniu otrzymamy 1 lub dwdjke losujemy z urny I, w przeciwnym
wypadku z urny II.

e Oblicz prawdopodobienstwo, Ze losujgc dwie kul z urny otrzymamy dwie kule jednakowych koloréw;
o Wylosowano dwie jednokolorowe kul. Oblicz prawdopodobienistwo, Ze pochodzg one z urny pierwszej.

Zadanie 32. W magazynie hurtowni znajdujg sie suszarki produkowane w trzech réznych zakiadach Ay, As, As. Zapasy
hurtowni stanowiq odpowiednio 40%, 35%,25% produkcji zakiadow Ay, As, As. Wiadomo, zZe zaklady produkujq $rednio
1%, 2%, 3% brakdéw. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze losowo sprawdzona suszarka okaze sie

e dobra;
e wybrakowana;

o Wylosowana suszarka okazala sie dobra. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze zostala wyprodukowana w zakladzie
Ay ?

Zadanie 33. Tres¢ zadania 32 z tym, Ze suszarki z kazdego zakladu sq sktadowane w oddzielnych pomieszczeniach.
Rozwiqz zadanie przy takich zalozZeniach.

Zadanie 34. W pudelku znajduje si¢ 120 opornikéw A i 80 serii B. Losujemy jeden opornik. Jakie jest prawdopodo-
bieristwo, zZe bedzie to opornik wadliwy, jezeli w serii A jest 4% wadliwych, a w B 5%.

Zadanie 35. W magazynach hurtowni znajdujq sie sanki produkowane przez fabryki A, B,C Zapasy stanowig odpo-
wiednio 40%, 35% 1 25%. Wiadomo, Ze zakladu produkujg odpowiednio 1%, 2% oraz 3% brakéw. Oblicz prawdopodo-
bienstwo wylosowania sanek dobrych.

Zadanie 36 (Regula tancucha). Niech

)=

Vick<n—1, P([ ] A1) > 0.

l

1

Udowodnié, ze

s

P A) = P(An/ () A1) P(Awr/ () A1)+ P(AsJAL) - P(A)).
=1 =1

=1

Zadanie 37. W kazdej z wyprodukowanej przez warsztat partii kiddek $rednio 98 % jest dobra, a na kazde 100 kiddek
dobrych przypada Srednio 75 kiodek I gatunku. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze losowo wybrana kiddka jest I gatunku.

Zadanie 38. Strzelec trafia w tarcze z prawdopodobienistwem 0,9. Na kazde 10 strzalow w sam Srodek trafia 2. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze strzelajgc do tarczy strzelec trafi w sam Srodek.

Zadanie 39. Udowodnic nastepujgce twierdzenie: Jesli Ay UAyU. . .UA, =Q, dlai# j zachodzi A;NAj; =0, P(Ay >

0,P(B) >0, to dla dowolnego k zachodzi wzér: P(Ag|B) = ZE(A;()E()]?(IZ])A)
i=1 7 7

Zadanie 40. Do dyspozycji sq armaty: I z 1 pociskiem oraz II z 2 pociskami. Do zniszczenia s¢ dwa cele: A i
B. Prawdopodobienstwo trafienia w cel A z armaty I wynosi pr(A) = 0,8. Analogicznie p;(B) = 0,75,pr1(A) =
0,5,pr1(B) = 0,35. W przypadku trafienia w cel prawdopodobieristwa jego zniszczenia sq rdwne odpowiednio: Pr(A) =
0,4,P;(B) = 0,5,P;;(A) = 0,5,Pr;(B) = 0,6. Jak wykorzystaé armaty, aby prawdopodobieristwo zniszczenia obu
celow bylo najwieksze? Oblicz je.

Zadanie 41. Wiadomo, Ze w trakcie n rzutow monetq przynajmniej raz wypadt orzel. Wyznaczyé prawdopodobienstwo
zdarzenia, Ze liczba ortéw jest wieksza lub réwna 2.



Zadanie 42. Mamy dwie urny typu Ay zawierajgce 8 biale © 7 czarnych kul, trzy urny typu As zawierajgce 2 biale, 3
czarne i 5 zielonych kul oraz pieé urn typu Az zawierajgcych 1 bialg i 9 czarnych kul. Wyciggnieto kule, ktora okazala
sie byé biala. Jakiemu typow: urny odpowiada najwieksze prawdopodobienstwo pochodzenia kuli i jaka jest jego wartosé
liczbowa?

Zadanie 43. Z partii przedmiotow, z ktorych m jest dobrych i n wadliwych wybrano r sztuk. Przy kontroli okazalo sie,
ze pierwszych k sposrod r wybranych jest dobrych. Oblicz prawdopodobiernistwo, zZe nastepny przedmiot bedzie dobry.

Zadanie 44. Wylosowany kamien domina okazal si¢ nie by¢ podwdjnym (tzn. na jego polowach sq rézne ilosci oczek).
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze nastepny dobrany losowo sposréd pozostalych bedzie mozna do niego przystawic?

Zadanie 45. Partia towaru liczy N sztuk. Weryfikacja jako$ci odbywa sie w ten sposob, Ze po wykryciu wadliwych k
sztuk w probie n elementow partia taka bedzie odrzucona,
(1 <k <n < N). Wyznaczyé prawdopodobienstwo, ze partia zawierajgca n wadliwych sztuk bedzie przyjeta.

Zadanie 46. Wykaz, ze jesli P(A) = a, P(B) = b, gdzie b #0, to P(A| B) > 1 — 132,
Zadanie 47. Zbadaj, dla jakich zdarzen A, B spelniony jest warunek P(A) = P(A| B)+ P(A | B').

Zadanie 48. Danych jest ki urn zawierajgcych po my kul bialych i ny kul czarnych oraz ke urn zawierajgcych
po meo kul biatych i no kul czarnych. Z losowo wybranej urny wylosowano kule ktéra okazala sie biala. Jakie jest
prawdopodobienstwo, Ze kula ta pochodzi z jednej z urn typu pierwszego.

Zadanie 49. Rzucamy dwoma jednorodnymi kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek rownej 3,
jesli wiadomo, Ze na jednej kostce bylo jedno oczko.

Zadanie 50. W urnie znajduje si¢ 6 kul bialych i 6 czarnych. Losujemy bez zwracania 2 kule. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wylosowano za drugim razem kule czarng, jesli wiadomo, zZe za pierwszym razem wylosowano kule bialg.

Zadanie 51. W szkole liczgcej 800 uczniow przeprowadzono ankiete z ktorej wynikalo, zZe 300 uczniow ma problemy z
matematykg. Na 100 uczniow majgcych klopoty z matematykq bylo 10 z ocena niedostateczna z tego przedmiotu. Oblicz
prawdopodobienstwo, Ze wybierajgc jednego ucznia bedzie on mial ocene niedostateczng z matematyks.

Zadanie 52. Wsrdod bliznigt 64% to bliznicta tej samej plci. Oblicz prawdopodobieristwo, zZe drugie z bliZnigt jest
dziewczynkq pod warunkiem, Ze

e pierwsze jest dziewczynkaq;
e picrwsze jest chtopcem,
jesli wiadomo, ze prawdopodobieristwo urodzenia chiopca wynosi 51%.

Zadanie 53. Trzy fabryki A, B, C dostarczajq uszczelki do magazynu w stosunku ilo$ciowym 3:2:4. Fabryka A produku-
je Srednio 5% brakow, B 2%, za$ C 8%. Losujemy z magazynu jedng uszczelke. Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania
dobrej.

Zadanie 54. Dane sq dwie urny. I zawiera 4 kule biale, 5 kul czarnych i 8 niebieskie, a II 2 biale, 4 czarne i 2 kule
niebieskie. Rzucamy symetryczng monetq. Jesli wypadl orzel to losujemy z urny I, w przeciwnym wypadku z urny I1.
Oblicz prawdopodobieristwo, Ze wylosujemy kule czarng.

Zadanie 55. Dane sq¢ dwie urny. I zawiera 6 kul bialych i 4 czarne, a II 5 bialych © 5 kul czarnych. Rzucamy raz
jednorodng kostkq do gry, Jesli wypadly co najmniej 4 oczka losujemy 2 kule z urny I, w przeciwnym wypadku z urny
II. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy dwie kule biale.

Zadanie 56. Strzelec A trafia do tarczy 8 razy na 10, zas B 9 razy na 10. Sedzia rzuca dwoma symetrycznymi
monetami. Jesli wypadnie co najmniej jeden orzel, to strzela A, w przeciwnym wypadku B. Oblicz prawdopodobienstwo
trafienia w tarcze.

Zadanie 57. W grupie uczniow, ktorzy majq przystapié¢ doustnego egzaminu maturalnego z matematyki znajdujq sie
uczniowie z trzech klas czwartych a,,b,c. Wiadomo iz uczniowie klasy a stanowigcy 10% calej grypy umiejq odpowie-
dzieé¢ na wszystkie pytania. Uczniowie klasy b stanowigey 30% grupy umiejg odpowiedzied na 50% pytan, zas uczniowie
klasy c tylko na 25% wszystkich pytan. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen odpowie na zadane pytanie.

Zadanie 58. Do sklepu dostarczono zZaréowki w 12 pudlach majgcych norme minimum 2000 godzin Swiecenia. 4 pudla
z fabryki I produkugjgcej Srednio 60% zaréwek zgodnych z normg, 5 pudel z fabryki II produkujgcej Srednio 72% zaréwek
zgodnych z normq, reszta z fabryki III, w ktérej produkuje sie 80% Zaréwek zgodnych z normg.

e Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losujgc trzy Zaréwki z pudel fabryk I lub III otrzymamy dokladnie dwie
zgodne z normag;



e Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, Ze losujgc jedng zZarowke z pudel fabryk II lub III otrzymamy zgodng z
normag;

o Kupiono zarowke, ktora nie spelnia normy. Oblicz prawdopodobienstwo,ze pochodzi ona z fabryki I.

Zadanie 59. Trzy fabryki A, B,C dostarczajg na rynek ubiory pokrywajgc odpowiednio 45% , 20% i 30% zapotrzebo-
wania Gatunek I stanowi odpowiednio 80%, 60% oraz 90% produkcji fabryk. Oblicz jaki procent ubioréw znajdujgcych
ste na rynku stanowig ubiory gatunku I.

Zadanie 60. Zaklady 7,725, Z3 produkujg igly w iloSciach odpowiednio réwnych 20000, 15000 i 25000 sztuk. Wia-
domo, ze zaklady te produkujq odpowiednio 0,8 %, 0,2 % i 0,4 % brakéw. Produkcja zakladdw gromadzona jest w
trzech oddzielnych pomieszczeniach. Wylosowano jedng igle, ktora okazala sie brakiem. Oblicz prawdopodobienistwo, ze
pochodzi ona z zaktadu Z.

Zadanie 61. Dane sq¢ dwie urny zawierajgce odpowiednia my i me kul bialych oraz ny i no kul czarnych. Z kazdej z urn
losowana jest jedna kula, a nastepnie z wylosowanych kul wybierana jest jedna z nich. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze otrzymamy kule bialq?

Zadanie 62. W przedzalni zakladow bawelnianych znajdugje sie 200 przedzarek trzech réznych typow: 100 typu A, 60
typu B i 40 typu C. Kazda z maszyn produkuje takq samq ilo$¢ przedzy danego gatunku, a ilos¢ przedzy dla odpowiednich
typéw maszyn A,B,C wynoszq odpowiednio 87,5 % - I gatunek, 8,7 % - II gatunek, 1,7 % -III gatunek, reszta braki;
92,4 % - I gatunek, 6,2 % - II gatunek, 0,9 % -III gatunek, reszta braki; 90,8 % - I gatunek, 7,1 % - II gatunek, 1,2
% -11I gatunek, reszta braki;

e Oblicz prawdopodobiernistwo, zZe pobrana losowo cewka z przedzarki typu B bedzie ponizej II gatunku;
o Losujemy 2 cewki z przedzarki typu A. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze obie bedg I gatunku
e Losujemy po jednej cewce z przedzarki kazdego typu. Oblicz prawdopodobienstwo, zZe wszystkie bedg brakami.

Zadanie 63. W hurtowni znajdujq sie lodéwki trzech fabryk A, B,C. Loddwki fabryki A stanowiq 45% wszystkich
lodéwek w hurtowni, B /0%, reszta C. Wadliwo$é lodéwek z kazdej fabryk wynosi odpowiedni 0,1% 0,05% 0,02%.
Wybieramy losowo jedng lodowke. Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie ona dobra.

Zadanie 64. Dane z poprzedniego zadania. Wylosowano lodéwke, ktora okazala sie wadliwa. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze pochodzi ona z fabryki A.

Zadanie 65. W magazynie znajdujq sie identyczne towary trzech fabryk A, B,C w iloSciach réwnych odpowiednio A
- 45%, B - 40%, C - 15%. Wadliwosé towaru z kazdej fabryk wynosi odpowiedni 0,1% 0,2% 0,8%. Wybraliémy losowo
jednq sztuke towaru, ktora okazala sie dobra. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze pochodzi ona z fabryki C'.

Zadanie 66. Dane sqg dwie urny A i B. Urna A zawiera 17 kul biatych, 3 czarne i 4 niebieskie, za$ urna B 10 bialych,
5 czarnych i 15 niebieskich. Rzucamy kostkq do gry, a nastepnie losujemy dwie kule z urny z godnie z nastepujgcg
requlq: Jesli w pierwszym rzucie wypadly jedno lub dwa oczka losujemy z urny A, a jesli 8,4,5 to z urny B. Natomiast
gdy wypadlo szesé oczek, to rzucamy ponownie i dokonujemy losowania urny zgodnie z regutq podang dla pierwszego
rzutu kostkq z tym, Ze w przypadku wyrzucenia 6 losujemy réwniez z urny B. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
dwoch kul réznych koloréw.

Zadanie 67. W hurtown:i znajdujq sie pralki z trzech zakladéw Zi,Zs, Zs. Pralki zakladu Zi stanowiq 60% stanu
magazynu hurtowni, Zo 30%, a Z3 10%. 90% pralek produkcji zakladu Zi stanowiq pralki ze znakiem jakosci Q,
a w zakladach Zo i Z3 stanowiq odpowiednia 80% i 60%. W hurtowni kupiono jedng pralke ze znakiem Q. Oblicz
prawdopodobienstwo, Ze pochodzi ona z zakladu Zs.

Zadanie 68. W hurtowni znajdujq sie trzy pomieszczenia, w ktorych skiadowane oddzielnie sq lodowki z trzech fabryk
A, B,C. Ilosé lodéwek z fabryki A wynosi 60%, z fabryki B 30%, a z C 10%. Srednio 0,2% lodéwek z fabryki A jest
wadliwa, z fabryki B 0,3%,a z C 0,1%. Losujemy jedng lodéwke. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie ona sprawna.

Zadanie 69. Tres¢, jak w zadaniu 68. Wiemy, zZe wylosowano lodéwke wadliwg. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze po-
chodzi ona z fabryki C.

3 Zadania rdézne

Zadanie 70. Udowodnié, Ze prawdopodobienstwo warunkowe speinia aksjomaty prawdopodobienistwa.

Zadanie 71. Rzucamy dwie koSci do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze suma oczek bedzie



a. rowna 7, jesli wiadomo, Ze réznica ich jest rowna 3,
b. nie mniejsza od 7, jesli wiadomo, zZe rozZnica ich jest rowna 3,
c. nie mniejsza od 7, jesli wiadomo, zZe rozZnica ich jest mniejsza od 3.

Zadanie 72. Rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobienistwo, zZe na zZadnej kostce nie wypadla szostka, jesli
na kazdej kostce wypadia inna liczba oczek?

Zadanie 73. Z talii 8 kart — czterech kroli i czterech asow — wybieramy losowo dwie karty. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, Ze wybrano 2 asy, jesli wiemy, ze:

a. wybrano co nagmniej jednego asa,
b. wsrod wybranych kart jest czerwony as,

c. wéréd wybranych kart jest as trefl.

Zadanie 74. Oblicz P(A|B), gdy P(A') = 2, P(B) = ¢ oraz P(B|A) = 1.

Zadanie 75. Podac przykiad zdarzen A i B, dla ktérych
a. P(A) < P(A|B);
b. P(A) = P(A|B);
c. P(A) > P(A|B).

Zadanie 76. Wybieramy losowo jeden ze zbioréw A = {1,2,...,62} lub B = {1,2,...,124}. Z wybranego zbioru
losujemy liczbe . Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze liczba x® + 1 jest podzielna przez 10.

Zadanie 77. Urna zawiera n kul biatych i m kul czarnych. Losujemy jedng kule, a nastepnie wrzucamy jg ponownie
do urny dorzucajgc dodatkowo k kul bialych, jesli byla to kula biala lub k kul czarnych, jesli byla czarna. Oblicz
prawdopodobienstwo wyciggniecia kuli bialej z tak uzupelnionej urny.

Zadanie 78. Mamy 5 wrn typu A i 7 urn typu B. W kazdej z urn typu A jest po 7 kul bialych, 8 czarnych i 5
niebieskich, a w kazdej z urn typu B: 4 biale, 4 czarne i 7 niebieskich. Z losowo wybranej urny wzieto dwie kule.

a. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kul réznokolorowych.
b. Wylosowano kule jednakowego koloru. Oblicz prawdopodobieristwo, ze pochodzity z urny typu A.

Zadanie 79. W pewnej fabryce maszyny typu A, B, C dajg odpowiednio 25%, 35% i 40% produkcji danego wyrobu.
Maszyny te produkujq odpowiednio 5%, 4% i 2% brakéw.

a. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowano towar dobry.
b. Wylosowano towar dobry. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze pochodzi on z maszyny B?

Zadanie 80. Pewna choroba wystepuje w 0.2% ogdtu ludnodci. Przygotowano test do jej wykrycia. Test daje wynik
pozytywny u 97% chorych i 1% zdrowych. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze losowo wybrana osoba jest chora, jesli
test tej osoby dal wynik pozytywny.

Zadanie 81. Rzucamy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobienistwo, zZe przynajmmniej na jednej kostce wypadla
szostka, jesli wiadomo, Ze suma otrzymanych oczek wynosi co najmniej 9%

Zadanie 82. Dane sq dwie urny A i B. Urna A zawiera 17 kul bialych, 8 czarne i 4 niebieskie, zas urna B 10 bialych,
5 czarnych i 15 niebieskich. Rzucamy kostkq do gry, a mastepnie losujemy dwie kule z urny z godnie z nastepujgcg
requlq:

Jedli w pierwszym rzucie wypadly jedno lub dwa oczka losujemy z urny A, a jesli 3,4,5 to z urny B. Natomiast gdy
wypadlo sze$¢ oczek, to rzucamy ponownie i dokonujemy losowania urny zgodnie z requlq podang dla pierwszego rzutu
kostkq z tym, Ze w przypadku wyrzucenia 6 losujemy rowniez z urny B. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwdch
kul réznych kolorow.

Zadanie 83. Na trzech kolejnych zmianach dokonuje sie przeglgdu technicznego 2 sposrod 6 maszyn, ktore nalezy
poddaé temu przeglgdowi. Oblicz prawdopodobienstwo, zZe w ciggu tych trzech zmian wszystkie maszyny zostaly poddane
przegladowi, gdyby kolejne zmiany nie przekazywaly sobie informacji.

Zadanie 84. Trzy sciany czworoscianu zostaly pomalowane na bialo, czerwono i zielono za$ czwarta w pasy bialo-
czerwono-zielone. Doswiadczenie polega na rzucaniu czworoScianu na plaszczyzne i obserwowaniu koloru Sciany, na
ktorg upadl czworoscian. Zdarzenia B, C, Z okreslono nastepujgco



B - czworoscian upadl na Sciane bialg,
C - czworoscian upadl na Sciane czerwong,
Z — czworo$cian upadl na Sciane zielong.

Zadanie 85. Srednio 20 mezczyzn na 100 i 15 kobiet na 100 ma grupe krwi 0. Z grupy oséb w ktérej jest 80 meziczyzn
1 70 kobiet wylosowano jedna osobe. Okazalo sie, ze ma ona krew grupy 0. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to
kobieta?

Zadanie 86. Na 100 mezczyzn 5 nie rozroznia kolorow, a na 100 kobiet 2 nie rozréznia koloréw. Z grupy o jednakowej
liczbie kobiet i mezczyzn wylosowano daltoniste. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze jest to meiczyzna?

Zadanie 87. W pewnej firmie sq dwa telefony, kaZdy z nich jest zajety z prawdopodobieristwem 0.7. Przy zaloZeniu,
ze jeden z telefonow jest zajety, drugi jest zajety z prawdopodobienstwem 0.4. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co
najmniej jeden z nich bedzie wolny?

Zadanie 88. Z przeprowadzonych badan wynika, ze 80% kobiet i 45% mezczyzn oglgda w telewizji programy typu
Lreality show”. Z grupy zloZonej z 1500 kobiet © 2000 mezczyzn wybrano losowo jedng osobe.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wybrana osoba oglgda programy typu reality show?

b) Okazalo sie, ze wylosowana osoba oglada programy typu ,reality show”. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze jest to
mezczyzn, o jakie ze jest kobieta?

Zadanie 89. W fabryce pewne detale produkowane sqg na trzech maszynach: A, B, C. Na maszynie A dziennie
produkuje sie 200 detali, z ktérych 4% jest wadliwych, na maszynie B - 300 detali z ktérych 5% jest wadliwych,
natomiast na maszynie C' - 400 detali, z ktérych 2% jest wadliwych. Calodzienna produkcja skladana jest w jednym
pojemniku.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wziety z pojemnika w sposéb losowy detal bedzie wadliwy?

b) Wziety z pojemnika w sposéb losowy detal okazal sie wadliwy. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze zostal on wypro-
dukowany na maszynie A?

Zadanie 90. Zenek uwielbia konkursy organizowane przez stacje radiowe. prawdopodobienstwo wygrania koszulki w
konkursie Radio Zet wynosi 0.2 Zakladajgc, ze oba konkursy sq niezaleine oblicz prawdopodobienstwo wygrania przez
Zenka co najmniej jednej koszulki.

Zadanie 91. Kazdy z dwu niezaleznych systemow alarmowych dziala z prawdopodobienstwem 0.9. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze oba zawiodg jednoczesnie.

Zadanie 92. Firma ochrony mienia ,Spokdj” zainstalowala w domu pana Zenka instalacje alarmowqg polgczong z
siedzibg firmy. Przy prébie wlamania alarm ten zadziala w 95% przypadkéw. Moze sie jednak zdarzyé i tak, ze alarm
wlgcezy sie wtedy, gdy nie ma Zadnego zagrozenia. Prawdopodobienstwo takiego falszywego alarmu jest male 1 wynosi
0.01. Biorg pod uwwage poziom zamoznoSci pana Zenka oraz lokalizacje jego domu, prawdopodobienstwo wiamania
oszacowano na 0.005. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze gdy wlgczy sie alarm, naprawde istnieje zagrozenie?

Zadanie 93. Produkowany wyréb moze by zaklasyfikowany z jednakowym prawdopodobienstwem do jednej z trzech
klas: LILIII. Okreslamy zdarzenia — wylosowany wyréb bedzie: I albo II klasy (z2darzenie A), I albo III klasy (zdarzenie
B), II albo III klasy (zdarzenie C). Zbadal, czy zdarzenia A, B, C sq:

a) niezalezne parami,
b) niezalezne zespolowo.

Zadanie 94. Pewien towar produkujg 3 zaklady. Prawdopodobienstwo wyprodukowania przez te zaklady towaru pierw-
szej jakosci wynost odpowiednio 0.97, 0.90, 0.86. ZnaleZé prawdopodobienstwo tego, ze losowo wzieta sztuka towaru —
sposrod trzech sztuk pochodzgcych z réznych zakladow — jest pierwszej jakosci.

Zadanie 95. Na przenosnik taSmowy trafiajg jednakowe wyroby wytwarzane przez 8 automaty. Stosunek iloSciowy
produkcyi automatéw ksztaltuje sie tak jak: 2:2:1. Poza tym wiadomo, ze automat pierwszy produkuje 85% wyrobéw I
gatunku, drugi — 80% I gatunku, trzeci — 90% I gatunku. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze losowo wziety z przenosnika
wyrob:

a) wyprodukowany zostal przez drugi automat,

b) jest wyrobem I gatunku wyprodukowanym przez drugi automat,



¢) jest wyrobem I gatunku,
d) ktéry okazal sie I gatunku, jest wyprodukowany przez drugi automat.

Zadanie 96. Mietek oszacowal, ze prawdopodobienstwo umdowienia sie na randke z Elg wynosi 0.5, natomiast praw-
dopodobienstwo umowienia sie na randke z Krysig wynosi 0.7, przy czym zdarzenia te sqg niezalezne. Jakie jest praw-
dopodobienstwo ze Mietek umdwi sie randke z przynajmniej jedng z dziewczqt?

Zadanie 97. Kazio dowiedzial sie, ze aby nie zostac¢ wyrzuconym z egzaminu ustnego z rachunku prawdopodobienstwo
trzeba odpowiedzied poprawnie na przynajmniej jedno z trzech zadanych pytani (kazde pytanie dotyczy innego dzialu).
Z prowadzonych przez starszych kolegow Kazia obserwacji wynika, ze prawdopodobienstwo udzielenia poprawnej odpo-
wiedzi na kazde z pytan jest jednakowe i wynosi 1/3. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze Kazio nie zostanie wyrzucony
z egzaminu?

Zadanie 98. Trzej strzelcy strzelajg jednoczes$nie do tej samej tarczy. Pierwszy strzelec trafia w tarcze z prawdopo-
dobienstwem 0.8, drugi z prawdopodobienstwem 0.6, a trzeci z prawdopodobienstwem 0.7. Oblicz prawdopodobiernistwo
zdarzen

a) A — tarcza zostanie co najmniej raz trafiona,

b) B — tarcza zostanie dokladnie dwa razy trafiona.

4 Zgadnienie Bernoulliego itp.

Zadanie 99. Co jest bardziej prawdopodobne: wygraé z réwnorzednym przeciwnikiem
e 2 partie z 3, czy
e 3 partiez 5 ?

Zadanie 100. W centrali telefonicznej jest n linii, z ktorych kazda niezaleznie od pozostalych moze byé zajeta. Praw-
dopodobienstwo, ze dana linia jest wolna wynosi p. ZnalezZé najbardziej prawdopodobng liczbe linit wolnych.

Zadanie 101. Zdarzenie A pojawia sie z tym samym prawdopodobienstwem w ciggu niezaleznych doswiadczen loso-
wych. Prawdopodobieristwo, ze A nastgpi w ciggu czterech doswiadczeri przynajmniej raz wynosi % Jakie jest prawdo-
podobieristwo zajscia zdarzenia A w jednym doswiadczeniu?

Zadanie 102. Jakie jest prawdopodobienstwo parzystej ilosci sukcesow w schemacie Bernoulliego, jesli p = %?
Zadanie 103. Jakie jest prawdopodobienstwo parzystej ilosci sukceséw w schemacie Bernoulliego, jesli p jest dowolne?
Zadanie 104. Ile razy nalezy rzucié kostkg, aby prawdopodobienstwo wypadniecia ”5” bylo niemniejsze niz %?

Zadanie 105. Prawdopodobienstwo wypadku akrobaty przy pierwszym w danym dniu wystepie wynosi ﬁ, natomiast
przy drugim Wlot)' Oblicz prawdopodobienstwo, ze akrobata nie bedzie mial wypadku pod czas 100 kolejnych wystepow,
przy zatozeniu, zZe

e ma jeden wystep dziennie,
e ma dwa wystepy dziennie.

Zadanie 106. W ciggu godziny jest srednio 60 zgloszen. Telefonistka wyszlia na pél minuty. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, zZe w tym czasie:

e nie bedzie Zadnego zgloszenia;
e bedzie dokladnie jedno zgloszenie?
Wsk. Skorzystaé z tw. Poissona. Czemu jest réwna wartosé oczekiwana dla rozktadu Poissona?

Zadanie 107. Wyznaczyé prawdopodobienstwo zdarzenia, zZe przy n niezaleznych rzutach monetq liczba uzyskanych
ortow bedzie wieksza niz liczba uzyskanych reszek.

Zadanie 108. Centrala abonencka obstuguje 10 telefonéw. Prawdopodobienstwo, ze w ciggu t- minut zadzwoni jeden
abonent wynosi 0,4. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze w ciggu t minut zadzwoni:

e 15 abonentow;

e ca najymniej 2 abonentow;



e nie wiecej niz 3 abonentow.
Zadanie 109. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w 10 rzutach monetq orzel wypadnie
e dokladnie 2 razy;
e co najwyzej dwa razy;
e co najmniej dwa Tazy.

Zadanie 110. JezZeli przecietnie 5 dni w tygodniu jest deszczowych, to jakie jest prawdopodobienstwo, Ze 2 dni z 3
beda pogodne?

Zadanie 111. Oblicz prawdopodobienstwo, zZe wsrod 500 0séb co najmmniej 2 osoby bedg mialy urodziny w Nowy Rok,
jesli przygmiemy, Ze rok liczy 365 dni.

Zadanie 112. Srednio 977 ziarna na 1000 kielkuje. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze siejge 1000000 ziaren 995000
wykietkugje.

Zadanie 113. Prawdopodobieristwo trafienia samolotu z pojedynczego dziala wynosi 0,1. Samolot zostal ostrzelany
salwg z 10 dzial. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, Ze samolot zostal trafiony.

Zadanie 114. Przgdka obstuguje 1000 wrzecion. Wiadomo, Ze prawdopodobieristwo zerwania sie nitki jednego wrze-
ciona w ciggu 1 minuty wynosi 0,004. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze w ciggu 1 minuty zerwq sie co najwyzej 3 nitki
na trzech wrzecionach.

Zadanie 115. Prawdopodobienstwo awarii sieci cieplnej na danym osiedlu w ciggu jednej doby wynosi 0,2. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w ciggu 15 dni nastqpi:

e 5 awarii;
e najwyzej dwie awarie.

Zadanie 116. SzeSciu robotnikow korzysta z przerwami i niezaleznie od siebie z energii elektrycznej. Kazdy z nich
podlgczony jest srednio 8 minut w ciggu godziny. Sie¢ elektryczna jest przecigiona jesli co majmniej 5 robotnikow
pobiera energie elektryczng. Oblicz prawdopodobienstwo przecigienia sieci.

Zadanie 117. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze losujg ze zwracaniem trzy razy po trzy kule z urny zawierajgcej 7 kul
biatych, 5 czarnych i 3 niebieskie otrzymamy dokladnie 2 razy roznokolorowe kule.

Zadanie 118. Grupa studentéow liczgca 22 osoby pisze kolokwium. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze dokladnie dwie
osoby zaliczq je, jesli prawdopodobienstwo zaliczenia kolokwium przez pojedynczego studenta wynosi 0,1.

Zadanie 119. W urnie znajdugje sie 18 kul czarnych @ 12 biatych. Losujemy kule pojedynczo za kazdym razem zwracajgc.
Oblicz prawdopodobienstwo

o wszystkie trzy kule sq czarne;
e otrzymano dokladnie dwie kule czarne.

Zadanie 120. Pewne zdarzenie moze zajs¢ w dowolny dzien tygodnia z takim samym prawdopodobieristwem Oblicz
prawdopodobieristwo nie zajscia zdarzenia w okreslony dzieri tygodnia (np. w $rode) w ciggu 12 kolejnych tygodni, jesli
wiadomo iz zdarzenie zachodzi kazdego tygodnia.

Zadanie 121. Na przystanku tramwajowym czeka 10 pasazeréw. Wiedzge, Ze tramwaj sklada sie z dwdch wagondw
obliczyc¢ prawdopodobienistwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze do kazdego wagonu wsigdzie po 5 pasazeréw.

Zadanie 122. Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ zdarzenia A w pojedynczym doswiadczeniu jest réwne p > 0.
Oszacowad liczbe niezaleznych doswiadczen n by prawdopodobienstwo zdarzenia, zZe chociaz w jednym z tych doswiadczeri
wystapi zdarzenie A bylo wieksze lub rowne niz pg,p < pg < 1.

5 Zadania rézne

Zadanie 123. Niech zdarzenia A, B sq niezalezne. Udowodnié, Ze sq niezalezne nastepujgce zdarzenia
e A, B';
o A, B;



o A, 0;

e A Q;

e A, BUC, jesli BNC =0, A i C sq niezalezne;

e A, B.
Zadanie 124. Niech AC B, A i C oraz B i C sq niezalezne. Udowodnij, Ze wtedy B\ A i C sq réwniez niezalezne.
Zadanie 125. Wykaz, ze jesli P(A) = a, P(B) =b, gdzie b # 0, to P(A|B) > 1 — 132,

Zadanie 126. Rzucamy trzema kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze na kazdej kostce
wypadla inna liczba oczek, B oznacza zdarzenie, Ze na Zadnej kostce mie wypadla széstka? Czy zdarzenia A i B sq
niezalezne?

Zadanie 127. Trzech studentéow przygotowywalo sie niezaleznie do egzaminu z rachunku prawdopodobienstwa. ZnaleZé
prawdopodobienstwo tego, ze trzeci z mich zdal, jesli wiadomo, Ze zdalo dwoch, a prawdopodobienstwa zdania dla
poszczegolnych studentéow wynoszg odpowiednio: p1 = 0.6, po = 0.5, p3 = 0.4.

Zadanie 128. Rzucono 10 razy kostkq. Jaka jest szansa otrzymania:
a) 6 oczek co najmniej raz?
b) 5 oczek dokladnie 3 razy?

Zadanie 129. Rzucono 10 razy symetryczng kostkq. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze w pierwszym rzucie otrzymano
szostke, jesli wiadomo, Ze otrzymano 3 szdstki?

Zadanie 130. Ile razy nalezy rzucic¢ kostkq, aby prawdopodobienstwo wypadniecia pieciu oczek bylo nie mniejsze niz
1o
5 ¢

Zadanie 131. Rzucamy n razy kostkq do gry. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze:
a) sze$é oczek pojawi sie dokladnie raz;
b) sze$é oczek pojawi sie co najmniej raz.

Zadanie 132. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze pan Kowalski nie trafi nawet czwdrki grajgc przez rok dwa razy
w tygodniu w Totolotka (typujac 6 liczb z 49)?

Zadanie 133. Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba szdstek, przy 100 rzutach kostkq?

Zadanie 134. Owad skiada k jajeczek z prawdopodobiernstwem ’\k—Te_)‘, A > 0. Potomek wylega sie z jaja z prawdopo-
dobienstwem p, niezaleznie od innych. ZnaleZé prawdopodobienstwo, ze liczba potomkow bedzie réwna .

Zadanie 135. Zdarzenia A i B sq niezalezne i takie, ze P(AU B) = 1. Udowodnié, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.

Zadanie 136. Z talii 52 kart losujemy jedng. Zdarzenie A polega na tym, ze wylosowana karta jest asem, B na tym, Ze
wylosowana karta jest pikiem, C — wylosowana karta jest blotkq. Zbadaé niezalezno$é zdarzern A i C oraz niezalezino$é
zdarzen A i B.

Zadanie 137. Rzucamy dwiema kosci do gry i okreslamy trzy zdarzenia: A — pojawienie sie parzystej liczby oczek
na pierwszej kosci, B — pojawienie sie nieparzystej liczby oczek na drugiej kosci i C' — pojawienie sie na obu koSciach
liczby oczek, ktorych suma jest wieksza od 7. Zbadaé niezaleinosé zdarzen A, B i C.

Zadanie 138. Na odcinku [0, 1] umieszczamy losowo i niezaleznie punkty x iy. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym
na tym, ze x2 +y? < 1, natomiast B zdarzeniem polegajocym na tym, e x < y. Czy zdarzenia A i B sq niezaleine?

Zadanie 139. Z kuli o promieniu R wylosowano N punktow. Wyznaczyé prawdopodobieristwo zdarzenia, zZe odleglo$é
od $rodka kuli do najblizej polozZonego punktu jest wieksza lub rowna a, 0 < a < R.

Zadanie 140. Przeprowadzono serie doswiadczen wedlug schematu Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu w
kazdym doswiadczeniu réwnym p. Oblicz prawdopodobienistwo uzyskania r-tego sukcesu dokladnie w (k + r)-tym do-
Swiadczeniu, k =0,1,2,....

Zadanie 141. Wieloletnie obserwacje pogody w pewnej miejscowosci wykazaly, ze w 20% dni w listopadzie pogoda
jest bezchmurna, a w 20% dni pochmurnych pada deszcz. Oblicz procent dni w listopadzie kiedy pada deszcz oraz
prawdopodobienstwo tego, Ze pewien z gory zadany dzien bedzie deszczowy.
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