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1 Jednowymiarowa zmienna losowa

1.1 Wyznaczanie rozkladéw

Zadanie 1. Z kwadratu o boku a losowane sq¢ dwa wierzcholki. Wartoscig zmiennej losowej X jest dlugosé odcinka
taczgcego te wierzcholki. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X .

Zadanie 2. Z szescianu o krawedzi a losowane sq trzy wierzcholki. Wartoscig zmiennej losowej X jest pole trojkata
wyznaczonego przez te wierzcholki, ktérego wierzcholkami sq one. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X.

Zadanie 3. 7 kwadratu o boku a losowany jest punkt. Wartoscig zmiennej losowej X jest odleglosé od najblizszego
boku. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X .

Zadanie 4. Losujemy punkt z trojkgta rownobocznego o boku a. Zmienna losowa przyjmuje warto$ci rowne odleglosci
punktu od najblizszego boku. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 5. Dany jest prostokqt o bokach a,b, gdzie a < b. Z prostokgta losujemy punkt. Zmienna losowa X przyjmuje
warto$ci réwny odleglosci punktu od najblizszego dluiszego boku. Podaj rozklad zmiennej losowe;.

Zadanie 6. Dany jest prostokgt [0,2] x [0,4]. Z prostokgta losujemy punkt. zmienna losowa X przyjmuje wartosci
rowne odleglo$ci punktu od najblizszego diuzszego boku. Podaj rozktad zmiennej losowej.

Zadanie 7. Dane sq dwa kola wspolsrodkowe o promieniach 1 i 2. Z wiekszego kola losujemy punkt. Zmienna losowa
przyjmuje wartosci rowne odleglosci punktu od mniejszego z okregow Podaj rozklad zmiennej losowey.

Zadanie 8. Z okregu o promieniu 1 losujemy dwa punkty P, Q. Wartoscig zmiennej losowej jest dlugo$é mniejszego
tuku. Wyznacz rozktad zmiennej losowej X.

*©J.Kotowicz
tZadania 85 —93, 94 —110, 111 —123 pochodzg, od dr U. Ostaszewskiej ze strony znajdujacej sie pod adresem
http://math.uwb.edu.pl/%7Euostasze/rachiiel6.html.
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Zadanie 9. Z kola o promieniach 2 losujemy punkt. Zmienna losowa przyjmuje wartosci rowne odleglosci punktu od
brzegu kota. Podaj rozktad zmiennej losowey.

Zadanie 10. A jest zdarzeniem losowym, ktére mozna zaobserwowaé w pojedynczym dosSwiadczeniu P(A) = p > 0.
Doswiadczenia sq w sposdb niezaleiny wykonywane do tego momentu, kiedy A zostanie zaobserwowane po raz pierwszy.
Wartoscig zmiennej losowej X jest numer tego doswiadczenia kiedy A zostalo zaobserwowane pierwszy raz (lub kiedy
zostaly przerwane préby ). Wyznacz rozklad zmiennej losowej X .

Zadanie 11. Z peku n kluczy wybierany jest jeden i pasowany do zamka. Klucz, ktory nie pasuje jest odkladany, a z
pozostalych jest losowany kolejny klucz. Wartoscig zmiennej losowej X jest numer tej proby, w ktorej klucz pasuje do
zamka. Wiadomo, zZe tylko jeden klucz otwiera zamek. Wyznacz rozktad zmiennej losowej X .

Zadanie 12. Rzucamy raz symetryczng monetq. Zdarzeniu wypadt orzel przyporzgdkowujemy liczbe 2, a wypadla
reszka liczbe - 1. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 13. Rzucamy dwoma symetrycznymi monetami. Zdarzeniu wypadly dwie reszki przyporzgdkowujemy liczbe
5, wypadly rozne wyniki liczbe - 3, zas wypadly dwa orly liczbe 1. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 14. Rzucamy piecioma symetrycznymi monetami. Zmienna losowa przyjmuje wartosci rowne iloSct wyrzu-
conych ortéw. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 15. W urnie znajdujg sie 4 kule biale © 4 czarne. Losujemy z urny jednoczesnie 4 kule. Zmienna losowa
przyjmuje wartosci rowne ilosci wylosowanych kul czarnych. Podaj rozktad zmiennej losowey.

Zadanie 16. Rzucamy kostkq i dwoma symetrycznymi monetami, na ktorych znajdujg sie odpowiednio liczby - 1,1,
0,1. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne sumie wyrzuconych oczek i iloczynowi liczb wypadtych na monetach.
Podaj rozktad zmiennej losowey.

Zadanie 17. Rzucamy kostkg i trzema symetrycznymi monetami, na ktorych znajdujg sie odpowiednio liczby - 1,1,
0,1, - 1,0. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne sumie wyrzuconych oczek i iloczynowi liczb wypadlych na
monetach. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 18. Rzucamy dwoma kostkami i dwoma symetrycznymi monetami, na ktérych znajdujq sie liczby 0,1. Zmien-
na losowa X przyjmuje warto$ci réwne wartosci bezwzglednej roznicy wyrzuconych oczek powiekszonych o iloczyn wy-
nikow otrzymanych na monetach. Podaj rozkliad zmiennej losowej.

Zadanie 19. Rzucamy dwoma kostkami do gry i monetq na ktorej sq cyfry 0 i 1. Zmienna losowa przyjmuje wartosci
réwne iloczynowi sumy oczek i wyrzuconej liczby na monecie. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 20. Rzucamy dwoma kostkami i symetryczng monetq, na ktorej znajdujq sie liczby - 1,1. Zmienna losowa X
przyjmuje wartosci rowne sumie liczby wypadiej na monecie i wartosci bezwzglednej roznicy wyrzuconych oczek. Podaj
rozktad zmiennej losowey.

Zadanie 21. Ze zbioru N ponumerowanych elementow losujemy ze zwracaniem n elementéw (1 < n < N). Niech X, Y
bedg zmiennymi losowymi przyjmujgcymi odpowiednio wartosé najwiekszego i najmniejszego wylosowanego numeru.
Wyznacz rozktady X,Y .

Zadanie 22. Uczen rzuca 4 razy do kosza. Prawdopodobienstwo umieszczenia pitki w koszu wynosi i. Wyznacz rozklad
zmiennej losowej zmiennej losowej wyznaczonej przez ilo$c trafien do kosza.

Zadanie 23. Z odcinka [0, L] losowane sqg w sposdb niezalezny dwie liczby x1,x2. Wartoscig zmiennej losowej X jest
liczba 1, jezeli liczba v € [0, L] lezy pomiedzy punktami x1,x2 i 0 w przeciwnym wypadku. Wyznacz rozklad zmiennej
losowej X .

Zadanie 24. 7 kwadratu [0,1] x [0,1] losowany jest punkt (x,y). Wyznacz rozklady zmiennych losowych X =
min{z,y},Y = max{z, y}.

Zadanie 25. Policz dystrybuanty dla zmiennych losowych od zadania 12

Zadanie 26. Rzucamy kostkg i monetq. Opisz zmienng losowq, jesli przyjmuje wartosci rowne
o sumie oczek na kostce i wypadlych liczb na monecie (orzel - 0, reszka - 1 ),
e ilosci wyrzuconych oczek na kostce,
e iloczynowi ilosci oczek na kostce i wypadlych liczb na monecie (orzel - 0, reszka - 1 ).

Zadanie 27. Rzucamy dwoma kostkami. Zmienna losowa przyjmuje wartosci rowne sumie wyrzuconych oczek na obu
kostkach. Podaj rozklad zmiennej losowej.



Zadanie 28. Dokonujemy 10 jednakowych prob, ktore sq niezalezne. W kazdej z prob moze pojawié sie zdarzenie A z
prawdopodobienstwem p, (0 < p < 1). Zmienna losowa przyjmuje wartosci réwne ilosci wystapien zdarzenia A. Znajdz
rozkltad zmiennej losowey.

Zadanie 29. Do zadan 26 — 28 policz dystrybuanty zmiennej losowej.
Zadanie 30. Oblicz dystrybuante zmiennej losowej rozkladu jednostajnego na odcinku la, b|.

Zadanie 31. Zmienna losowa podlega rozkladowi wedlug trapezu réwnoramiennego, o kqcie nachylenia ramion g, przy
czym a < x < b. Napisz réwnanie gestosci zmiennej losowe;.

Zadanie 32. Dany jest odcinek (0,L) i punkt r nalezgcy do tego odcinka. Z odcinka losujemy dwa punkty x1,xs.
Zmienna losowa X przyjmuje wartos$é 1, gdy punkt r znajduje sie miedzy wylosowanymi punktami oraz 0 w przeciwnym
wypadku. Podaj rozklad X .

Zadanie 33. Rzucamy dwoma kostkami i symetryczng monetq, na ktorej znajdujq sie liczby - 1,1. Zmienna losowa X
przyjmuje wartosci rowne sumie liczby wypadiej na monecie i wartosci bezwzglednej roznicy wyrzuconych oczek. Podaj
rozktad zmiennej losowej.

Zadanie 34. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Zmienna losowa przyjmuje wartoSci rowne bezwzglednej rézinicy
wyrzuconych oczek. Podaj jej rozklad.

Zadanie 35. Rzucamy kostkq do gry + czworoscianem na $cianach ktérego sq liczby 0, 0, 1, 2. Zmienna losowa
przyjmuje wartosci réwne

e sumie,

e jloczynowi
wyrzuconych oczek i liczby wypadlej na czworoscianie. Podaj rozklad zmiennej losowej.
Zadanie 36. Do zadan 3/ i 35 podaj dystrybuanty zmiennych losowych.

Zadanie 37. Losujemy punkt z tréjkgta rownobocznego o boku a. Zmienna losowa przyjmuje wartosci réwne odleglosci
punktu od najblizszego boku. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 38. Rzucamy trzema monetami na ktérych znajdujg sie nastepujgce liczby - 14 1, 04 1 oraz 1 1 2. Zmienna
losowa przyjmuje wartosci réowne iloczynowi liczb wypadlych na monetach. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 39. Podaj dystrybuante do zadania 38.

Zadanie 40. Rzucamy kostkq do gry i dwiema monetami. Na jednej z monet znajdujg sie liczby 1 i 2, a na drugiej 0
1 1. Zmienna losowa przyjmuje wartosci rowne iloczynowi otrzymanych oczek i wyrzuconych liczb na monetach. Podaj
rozktad zmiennej losowej.

Zadanie 41. Policz prawdopodobienstwo, zZe zmienna losowa z zadania 40 przyjmie wartosct z przedziatu (\/3, V9).

Zadanie 42. Rzucamy dwoma kostkami do gry i monetq na ktdrej sq cyfry 0 i 1. Zmienna losowa przyjmuje warto$ci
rowne iloczynowi sumy oczek i wyrzuconej liczby na monecie. Podaj rozklad zmiennej losowey.

Zadanie 43. Rzucamy kostkg i dwoma symetrycznymi monetami, na ktorych znajdujg sie odpowiednio liczby - 1,1,
0,1. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne sumie wyrzuconych oczek + iloczynowi liczb wypadlych na monetach.
Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 44. Trdjkqt réwnoramienny na plaszczyinie jest utworzony przez wektor [1,0] oraz inny wektor o dlugosci
1 w kierunku losowym (wierzcholek trdjkgta ma rozklad jednostajny na okregu jednostkowym ). Znajdz dystrybuante i
gestosé rozkladu zmiennej losowej mierzqcej dlugosé trzeciego boku.

1.2 Gestosci

Zadanie 45. Czy mozna dobraé¢ parametr a tak, aby podane funkcje byly gestoSciami pewnego rozkladu zmiennej
losowej? OdpowiedZ uzasadnij. W przypadku odpowiedzi pozytywnej policz ich dystrybuanty.
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1.3 Jednowymiarowy rozklad normalny

Zadanie 46. WyraZ za pomocq dystrybuanty rozkladu normalnego znormalizowanego nastepujgce prawdopodobienstwo
P({w:|X(w)| < 3}), jesli zmienna losowa X € N (2,3).

Zadanie 47. Niech X € N (1,1). Wyznacz:

P{w: X(w)(1 - X(w)) > 0}),
P{w: X(w)(1 - X(w)) <0}),
P({w: X(w)’ = X (w) > 0}),
P({w: X(w)’ — X(w) < 0}),



o P({w:1< rxigy <2})-

Zadanie 48. Policz nastepujgce prawdopodobienstwa rozktadu normalnego standaryzowanego:
e PHw: X(w) > 3}),
e P{w: | X(w)—1] >2}),
Zadanie 49. Zmienna losowa X € N(3,5). Oblicz prawdopodobienstwo
. P({w:%—l>0}),
o P({w: X3(w)—1>0}),
° P({w:%—l>0}).

Zadanie 50. Zmienna losowa X € N(2,4). WyraZ prawdopodobienstwo

{w: X)((“ESQ > —1}),

{w

o P

e P{w: (1 - X(w))X(w) > 0}),
o P({w: X?(w)—1>0}),
e P{w:

X (w)—4
{w: X5t > 0.
za pomocg warto$ci dystrybuanty rozktadu normalnego standaryzowanego.

Zadanie 51. X ma rozklad N'(0,1). Wykazaé ze P(X > 4) < 1/25000

1.4 Funkcje zmiennych losowych

Zadanie 52. X jest zmienng losowg o rozkladzie jednostajnym na odcinku [0,1]. ZnajdZ dystrybuante i gesto$é na-
stepujgcych zmiennych losowych

o Y =aX+b gdziea,be RANa#0,
oV =2X2_1,
e V=max{X,1 - X} Y =min{X,1 - X},
e YV =—In(1-X),
e Y =—InX,
oY =XFLkeN,
Zadanie 53. X ma rozklad wykladniczy ze wspolczynnikiem A > 0. ZnajdZ gestosé rozkladu
o YV ={X}, gdzie {X} = X — [X] oznacza czesé ulamkowq,
o YV =X%a>0,

o Y = X3,
o YV =5X-—-1,
e Y =3X+42,

e Y(w)=k% gdy k< X(w) <k+1,k=0,1,2,....

Zadanie 54. X ma rozklad normalny N(0,1). Jaki rozklad ma zmienna Y = aX + b gdzie a,b € R,a > 0?



1.5 Parametry liczbowe i pozycyjne zmiennych losowych.

Zadanie 55. Dane sq¢ 4 urny i 8 kule. Rozmieszczamy kule w urnach. Zmienna losowa przyjmuje warto$ci réwne
tlosci pustych urn. Oblicz

o rozklad zmiennej losowey,
e warto$¢ oczekiwang,
e wariancje zmiennej losowey.

Zadanie 56. Z szeSciany o krawedzi a wylosowano dwa wierzcholki. Zmienna losowa przyjmuje wartosci réwne odle-
glosci tych wierzcholtkow. Oblicz

e rozklad zmiennej losowey,
o warto$¢ oczekiwang,
e wariancje zmiennej losowey.

Zadanie 57. Z szesciany o krawedzi a wylosowano trzy wierzcholki. Zmienna losowa przyjmuje wartosci réwne polu
trojkgta utworzonego z tych wierzcholkéw. Oblicz

e rozklad zmiennej losowey,

e warto$¢ oczekiwang,

e wariancje zmiennej losowey.
Zadanie 58. Dla zmiennej losowej z zadan 34 1 35 oblicz wariancje.
Zadanie 59. Dla zmiennej z zadania 42 policz wartosé oczekiwang.
Zadanie 60. Dla zmiennej z zadania 43 policz wariancje.

Zadanie 61. Sposrdd zbioru par liczb {(k,1) : k,1 € {0,1,...,9}} losowana jest jedna para (m,n). Wartoscig zmiennej
losowej X jest m 4+ n. Wyznacz E(X).

Zadanie 62. Oblicz D*(X) jezeli X jest zmienng losowq o rozktadzie

e jednostajnym na odcinku [a,b],

o wykladniczym z parametrem .
Zadanie 63. X ma rozklad o gestosci g(t) = 74 Wyznacz a, E(X), D?(X).
Zadanie 64. Niech X suma oczek w k rzutach kostkq. Oblicz E(X),D?(X).
Zadanie 65. Niech X iloczyn oczek w dwdch rzutach kostkg. Oblicz E(X).

Zadanie 66. Losujemy n-krotnie (ze zwracaniem ) liczbe sposrdd liczb od 1 do N. X najwieksza sposréd liczb uzyska-
nych w losowaniu. Oblicz E(X).

Zadanie 67. W urnie jest 8 bialych i 2 czarne kule. Losujemy kule bez zwracania. X ilosé wyciggnietych do momentu
wyciggniecia pierwszej kuli bialej. Jaka jest najbardziej prawdopodobna warto$é X ?

Zadanie 68. Udowodni¢ E(X) =0=E(| X |) < (1 + D?(X)).
Zadanie 69. Policz dystrybuante, wartos$é oczekiwang i wariancje zmiennej losowej, ktorej gestosé zadana jest wzorem

_Jsinz  dlax €0, 3)
f(x)_{o dla = ¢ (0,T)

Zadanie 70. Dany jest rozklad zmiennej losowej P({w : X (w) = k}) = 37, gdzie k € N. Wyznacz stala c, wartosé
oczekiwang i wariancje.

INERNIE]

Zadanie 71. Dany jest rozktad
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Policz jego wartosé oczekiwang, wariancje, odchylenie standardowe, mediane, mode.



Zadanie 72. Dla zmiennej losowej zadanej przez gestosé

_Jea?  diax€(0,3)
J(@) = {0 dla z ¢ (0,3)

policz mediane.
Zadanie 73. Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje, gdy rozklad zadany jest wzorem

~J$2? dlaxe(0,3)
'f(x)_{g dla z ¢ (0,3)

1
. flz) = 5 sinx dlaxE(O,w)}
0 dla x ¢ (0, )
w1 1] 2] 314
° T3 L1
Pe | 3 1818 1%

Zadanie 74. X ma rozklad N(0,1). ZnajdZ czwarty moment zwykly X .
Zadanie 75. Wyznacz P({w : X(w)? < 3 + X (w)}), gdy

a) X posiada rozklad N'(m, o), péiniej przyjeé m = 1,0 =1,

b) X posiada rozklad Laplace’a (przyjeé A =1 ).

Zadanie 76. Oblicz k-ty moment zmiennej losowej o rozkladzie Poissona.

Zadanie 77. Oblicz k-ty moment zmiennej losowej o rozkladzie wykladniczym.

1.6 Nieréwnosci zwigzane z momentami.

Zadanie 78. Z klasycznej nieréwnosci Czebyszewa ocenié prawdopodobiernstwo, Ze zmienna losowa normalna (tzn.
N(0,1) ) odchyli sie od swojej wartoéci oczekiwanej o wiecej niz

e cztery Srednie odchylenia,
e trzy Srednie odchylenia.

Zadanie 79. Strzelamy 300 razy do tarczy z prawdopodobiernistwem trafienia w jednym strzale wynoszacym 1/4. Z
nieréwnosci Czebyszewa ocenié P({|X — 75| < 30}), gdzie X jest iloSciq trafieri.

Zadanie 80. X ma rozklad jednostajny na odcinku [—+/3,/3]
e Oszacuj z nierdwnosci Czebyszewa P({|X| > 3}),
e Oblicz P({|X| > 3}) bezposrednio.
Zadanie 81. X ma rozklad normalny N(0,1). Oszacowaé z géry P({|X| > 3}) przy pomocy:
e niercwnosci Czebyszewa,
o tablic.
Zadanie 82. Zmienne losowe X;, dla i € N sq niezalezne i majg jednakowe rozklady P({X; = k}) = 0,2,k =
100

1,2,3,4,5. ZnajdZ prawdopodobieristwo, ze zmienna Y = Y X, przyjmie wartosé wiekszq od 320.
i=1

Zadanie 83. Rzucamy n razy symetryczng monetqg. Niech zmienna losowa Xy oznacza wyrzucenie oria za k razem.
Korzystajgc z nierownosci, Czebyszewa oszacowacé n aby

1 < 1 1 9
P A=ST X (W) — = < — =,
<{“’ ‘n; i) 2|<10}>>10

Zadanie 84 (Zadanie poprzednie inaczej sformulowane.). Rzucamy n razy monetq. Niech X ilosé ortéw. Korzystajgc
z nieréwnosci Czebyszewa znajd? takie n aby P(|1X—1| < 1/10) > 9/10.



2 Zadania z list dr U. Ostaszewskiej

2.1 Prawdopodobienstwo geometryczne

Zadanie 85. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana z odcinka [—m, | liczba x nalezy do dziedziny

funkeji f(x) = \/cosz.

Zadanie 86. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze pierwiastki réwnania
2?2420z +c=0
sq rzeczywiste, jesli liczby b i ¢ zostaly wybrane losowo z przedzialu [0,1]7

Zadanie 87. W dany kwadrat o boku 2a wpisujemy kolo, a nastepnie w kolo kolejny kwadrat. Wybieramy losowo
punkt z wickszego kwadratu. Oblicz prawdopodobienstwo, zZe wybrany punkt nalezy do kwadratu mniejszego.

Zadanie 88. Z odcinka o dlugo$ci 1 wybrano losowo dwa punkty. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze ani jedna z
otrzymanych w ten sposéb czesci nie bedzie krétsza od a, gdzie 0 < a < %?

Zadanie 89. Odcinek dlugosci | dzielimy losowo na trzy cze$ci. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze z uzyskanych
odcinkéw mozna zbudowad trojkgt?

Zadanie 90. Na odcinku AB o dlugo$ci jednostkowej umieszczono losowo dwa punkty L 1 M. Wyznacz prawdopodo-
bienstwo, Ze z L jest blizej do M niz do A.

Zadanie 91. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma dwdch na chybil trafil wybranych liczb dodatnich, z ktorych
kazda jest nie wigksza od jednosci, jest nie wieksza od jednosci, a ich iloczyn jest nie wiekszy od %?

Zadanie 92. Monete o promieniu r rzucamy na parkiet utworzony z przystajocych kwadratéow o boku 2a. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze moneta przykryje przynajmniej dwa kwadraty, jesli r < a.

Zadanie 93. Na odcinku o dlugo$ci jednostkowej wybrano losowo dwa punkty. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze
odleglosci pomiedzy nimi jest nie mniejsza od x, gdzie 0 < x < 12

2.2 Zmienne losowe

Zadanie 94. Rzucamy kostkq, zmienna losowa X przyjmuje wartosé 0 jesli liczba wyrzuconych oczek jest podzielna
przez 3, 1 gdy liczba wyrzuconych oczek przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, 2 gdy liczba wyrzuconych oczek przy
dzieleniu przez 8 daje reszte 2. Wyznacz rozklad zmiennej losowe) zmiennej losowej X.

Zadanie 95. Przeznaczona do odbioru partia towaru zawiera jednakowq liczbe sztuk I, I1 i 111 gatunku. Niech wy, wa, w3
oznaczajg zdarzenia elementarne w doSwiadczeniu polegajgcym na wylosowaniu z tej partii towaru sztuki odpowiednio
I II, II] gatunku. Zmienne losowe X, Y okreslamy w sposob nastepujgcy

X(wl) = 2, X(WQ) = 17 X(LUg) =0
Y(wl) = 0, Y(wg) = 1, Y(w3) =2

Porownaé rozklady zmiennych losowych X, Y. Wyznacz ich dystrybuanty. Czy zmienne losowe X 1Y sq rowne?

Zadanie 96. Z peku n kluczy wybierany jest jeden i pasowany do zamka. Klucz, ktory nie pasuje jest odkladany, a z
pozostalych jest losowany kolejny klucz. Wartoscig zmiennej losowej X jest numer tej proby, w ktorej klucz pasuje do
zamka. Wiadomo, ze tylko jeden klucz otwiera zamek. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X .

Zadanie 97. Rzucamy piecioma symetrycznymi monetami. Zmienna losowa przyjmuje warto$ci rowne ilosci wyrzu-
conych ortéw. Podaj rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 98. Dane sq 4 urny i 3 kule. Rozmieszczamy kule w urnach. Zmienna losowa przyjmuje wartosci rowne
ilosci pustych urn. Oblicz rozklad zmiennej losowej.

Zadanie 99. Losujemy n-krotnie (ze zwracaniem) liczbe sposrdd liczb od 1 do N. Niech zmienna losowa X przyjmuge
wartosci réwne najwiekszej sposrod liczb uzyskanych w losowaniu. Oblicz jej rozktad.

Zadanie 100. Rzucamy dwoma kostkami i symetryczng monetq, na ktorej znajdujg sie liczby - 1, 1. Zmienna losowa
X przyjmuje wartosci rowne sumie liczby wypadiej na monecie i wartosci bezwzglednej roznicy wyrzuconych oczek.
Podaj rozktad zmiennej losowey.

Zadanie 101. Niech Q = {0,1,2,3}, P(w) = % dla w = 0,1,2,3. Definiujemy dwie zmienne losowe X (w) = sin 5%
oraz Y (w) = cos 5. Znajdz rozktady i dystrybuanty zmiennych losowych X iY . Oblicz P({w € Q: X(w) = Y (w)}).



Zadanie 102. Z talii 52 kart wyciggamy 6 i takiemu losowaniu przypisujemy liczbe pikow. Znajdz rozklad okreslonej
w ten sposob zmiennej losowey.

Zadanie 103. Dana jest gesto$¢ okreslona wzorem

_Jcosz  dlaze [0, 1]
@) = {O dla z ¢ [0, 2] '

Nie liczqe calki podaj ile wynosi prawdopodobieristwo w punkcie 7. Odpowied? uzasadnij.
Zadanie 104. Dla jakich wartoéci a funkcja f(x) = axzﬂ[og] (z) jest gestoscig?

Zadanie 105. Niech X ma rozklad o gestosci f(x) = Wyznacz warto$é parametru a oraz oblicz P({|X| > 1})?

x;:—l .
Zadanie 106. Niech X ma rozklad o gestosci f({x}) = ce™1®|. Wyznacz c i P({X > —1}).
Zadanie 107. Niech X ma rozklad o gestosci

dla z € [-1,0)

dla z € [0,1]
0 dlax¢[-1,1]

fx) =

Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, zZe {|X — %| < g}

Zadanie 108. Wiemy, ze zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem A >0 ¢ P({X < 2}) = %. Oblicz
A

Zadanie 109. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na zbiorze A = [—1,0]U [2,4]. Wyznacz gestosé i P({|X —
5l<2})
5 .

Zadanie 110. Czy mozna dobrac¢ parametr a, by funkcja
a) f(z) = 1,00 (2),

b) 9(x) = £11,00) (@),

¢) hx) = ay/zl3)(x)

byla gestosciq?

2.3 Rozklady

Zadanie 111. Z kwadratu o boku a losowany jest punkt. Wartoscig zmiennej losowej X jest odlegto$¢ od najblizszego
boku. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X .

Zadanie 112. Dane sq¢ dwa kola wspélsrodkowe o promieniach 1 i 2. Z wiekszego kola losujemy punkt. Zmienna
losowa przyjmuje wartosci rowne odleglosci punktu od mniejszego z okregéow. Podaj rozktad zmiennej losowe;.

Zadanie 113. Z odcinka [0, 1] losujemy dwie liczby. Wyznacz rozklad zmiennej losowej zmiennej losowej X przyjmu-
jacej wartosci rowne

a) minimum z wylosowanych liczb,
b) maksimum z wylosowanych liczb,
¢) sumie wylosowanych liczb.

Zadanie 114. Z kwadratu [0,1])? losujemy punkt (x,y). Zmienna losowa X przyjmuje wartosci réwne sumie wspél-
rzednych wylosowanego punktu. Wyznacz rozklad zmiennej losowej zmiennej losowej X .

Zadanie 115. Czy mozna dobraé stale a, b tak, aby funkcja F(x) = aarctg(x)+b byla dystrybuantq pewnego rozkladu?
Jesli tak, to je podaj wraz z uzasadnieniem.

Zadanie 116. Wyznacz zbidr wszystkich tréjek a, b i ¢, dla ktorych funkcja

at? dlat <0
Ft)=<bt+c dla0<t<?2
1 dlat>2

jest



a) dystrybuantg zmiennej losowej,

b) dystrybuantg zmiennej losowej o rozkladzie dyskretnym,

¢) dystrybuantg zmiennej losowej o rozkladzie cigglym.

Zadanie 117. Wyznacz dystrybuanty dla rozkladéw opisanych w zadaniach 94 — 110.

Zadanie 118. Funkcja

0 dax<-1

i dla —1<z<1
Flz)=q3 dlal<z<2

% dla2<z<4

1 diax>4

jest dystrybuantg zmiennej losowej X. Wtedy (odpowiedzieé tak lub nie ):
a) P{X <2})>P({X >2}),

b) Wx ={-1,1,2,3},

¢) PX =3}) =g,

d) P{X*-1=0})=1.

Zadanie 119. Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 dlat <0

0.1+t dla0<t<05
04+t dla05<t<0.55"
1 dlat > 0.55

Fx(t) =

Wyznacz P({X = 3}), P({X €[0,3]}), P({X <0.55}).

Zadanie 120. Czy mozna dobraé parametr a tak, aby podane funkcje byly gestosciami pewnego rozkladu zmiennej
losowej? OdpowiedZ uzasadnij. W przypadku odpowiedzi pozytywnej policz ich dystrybuanty.

_Jax  dlax€[0,4]
& f(x)_{o dla x ¢ [0,4]’

_Jax  dlax € [1,4]
) f(x)_{o dlax ¢ [-1,4]

~ Jaz®  dlazel0,3]
¢ f(x)_{o dlaz 0,3

§$' — X ax a
d) f(x) — {4 (2 ) dl € [07 }

0 dla x ¢ [0, a]

Zadanie 121. Funkcje f;, i = 1,2,3 sq gestoSciami rozkladéw jednostajnych na odcinkach (i — 1,i). Wtedy sq gesto-
Sciami takze funkcje (odpowiedzieé tak lub nie ):

a) fr+ fa+ f3,
b) f2- f3,

¢) Ifs = fil,

d) %fl + %fzf
e) max(fy, f2).

Zadanie 122. Zmienna losowa ma rozkliad N'(0,1). Oblicz prawdopodobieristwo

o P({X >0}),
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PHX >2}),

P{X] <1}),

P{0< X <3}),

(

(
PX]>1}),

(

(

P{-1< X <3}).

Zadanie 123. Zmienna losowa ma rozktad N (1,2). Oblicz prawdopodobieristwo
e P({X]>3}),
e P({X2< 3 +X}).

3 Zadania z list prof. L.Uby

Zadanie 124. Dana jest funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X

i [-51-2101] 1 3] 8
pi |[0,1]02[01]02]¢c]o01

Wyznacz
a) stalg c,
b) wykres funkcji prawdopodobieristwa i jej histogram,
¢) dystrybuante i jej wykres,
d) prawdopodobienstwa:
di ) P({X =1}),
a2 ) P({X =2}),
43 ) P({X <3}),
d4 ) P({X <2}),
d5 ) P{X <0}),
d6 ) P({—2< X < 3}).

dwoma sposobami korzystajgc:

1. ) z danej funkcji prawdopodobienstwa,

2. ) z wyznaczonej dystrybuanty: znalezione prawdopodobieristwa zilustrowaé na rysunku dystrybuanty.

Zadanie 125. Dana jest dystrybuanta zmiennej losowej X

Z (—OO, _2] (_27 1} (17 3] (Sa +OO)
F(x) 0 0,2 | 0,81 1

Wyznacz jej funkcje prawdopodobienstwa.

Zadanie 126. WyraZ za pomocg dystrybuanty nastepujgce prawdopodobieristwa

Zadanie 127. Zmienna losowa X ma funkcje prawdopodobienstwa postaci

11



| -3]-1] 3 | 5
pi | 0.1]02]05]02

Wyznacz funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej U, jezeli

@) U=2X+3,
b) U=X3,
c) U=X?%-5.

Zadanie 128. Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci

fz) =

rze ™™ dia0<x
0 dla pozostalych x

Wyznacz jej dystrybuante oraz oblicz P({X > 2}).
Zadanie 129. Dobrac tak stalg ¢ by funkcja

csinz dla0<zxz<7
flz) =
0 dla pozostatych x

byla gestosciq, a nastepnie
a) wyznacz jej dystrybuante,
b) oblicz P({|X| < §}) i zinterpretuj za pomocg wykresu gestoéci i dystrybuanty.

Zadanie 130. Z pewnego przystanku autobusy odjezdzajg co 10 minut. Zakliadamy, ze rozklad czasu przybycia pasazera
na przystanek jest jednostajny, oblicz prawdopodobienstwo, ze pasazer bedzie czekal co nagmniej 4 minuty.

Zadanie 131. W pewnej miejscowosci temperatura T (w stopniach Celsjusza) mierzona w dniu 1 marca o godzinie 8
jest zmienng losowq o gestosci: f(x) = 0.5e~ 12l Wyznacz jej dystrybuante oraz P({|T| < 2}).

Zadanie 132. Dobierz tak stale A i B zZeby funkcja

A+ Barccosz dla|z| <1
F(z)=<0 dla x < —1
1 dla x> 1

byla dystrybuantg zmiennej losowej X typu cigglego.

Zadanie 133. Wyznacz tak stalg a, by funkcja

0 dlaxz <1
Fle)y=4¢2(1-1) dial<z<a
1 dla x > a

byla dystrybuantq zmiennej losowej X typu cigglego. Oblicz P({—1 < X < 1.5}) i zinterpretowad je za pomocg wykresu
gestosci.

Zadanie 134. Dystrybuanta zmiennej losowej X jest okreslona wzorem

F(z) = \/% /; exp (;ﬂ) dt.

Wyznacz gestosé i naszkicuy jej wykres.

Zadanie 135. Lolek wybiera sie na bal sylwestrowy do klubu ,,Prozima” i namawia swoich 5 kolezanek, by poszty razem
z nim. Niech X oznacza liczbe kolezanek Lolka, ktore wyrazily cheé spedzenia z nim sylwestra. Rozklad prawdopodo-
bieristwa zmiennej losowej X jest nastepujecy: P({X =0}) = P{X =1}) = P{X =2}) =0.1, P{X = 3}) = 0.3,
P{X =4}) = P{X =5}) =p.

a) Oblicz p.

b) ZnajdZ dystrybuante zmiennej losowej X . Narysowad wykres dystrybuanty.

12



¢) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze sylwestra zechcq spedzié z Lolkiem co najwyzej trzy koleZanki.

Zadanie 136. Obsluga dziala artyleryjskiego ma 3 pociski. Prawdopodobienstwo trafienia do celu jednym pociskiem
(przy jednym wystrzale ) w danych warunkach wynosi 0.7. Strzelanie koriczy sie z chwilg trafienia celu albo wyczerpania
pociskow. Wyznacz

a) funkcje prawdopodobienistwa liczby oddanych strzaléw,
b) przecietng liczbe oddanych strzaléw.

Zadanie 137. Robotnik obstuguje 3 maszyny. Prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu godziny maszyna nie bedzie wyma-
gaé interwencyi wynosi 0.6 dla pierwszej oraz 0.7 dla drugiej i trzeciej maszyny. Przy zaloZeniu, ze maszyny pracujg
niezaleznie od siebie, wyznacz funkcje prawdopodobienstwa liczby X maszyn, ktdre w ciggu godziny ich pracy nie wy-
magajq interwencyi robotnika.

Zadanie 138. FEnergia pochodzgca z okreslonego Zrédia jest pobierana przez pieciu robotnikow. Aby oszacowaé zapo-
trzebowanie na energie, zaktadamy, Ze

1) w danej chwili prawdopodobieristwo p zapotrzebowania na energie jest takie samo dla kazdego z pieciu robotnikdw,
2 ) robotnicy pracujgc niezaleznie od siebie,
3 ) kazdy robotnik korzysta z energii przecietnie 12 minut w ciggu godziny.

Niech X oznacza liczbe robotnikow pobierajgcych energie w danej chwili. Znajdz rozklad zmiennej losowej X. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze liczba robotnikéw pobierajgcych energie w danej chwili jest nie wieksza od 2. Znajdz
najbardziej prawdopodobng warto$é zmiennej losowej X .

Zadanie 139. Wiadomo, ze 1% skrzynek winogron psuje sie w czasie transportu. Z transportu w sposéb przypadkowy
wybrano 8 skrzynki. Niech X oznacza liczbe skrzynek z zepsutymi winogronami wsréd trzech wybranych. Znajdz rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X .

Zadanie 140. Prawdopodobieristwo, ze statystyczny student nie jest przygotowany do cwiczen jest p = % Prowadzgcy
¢wiczenia wywoluje 4 osoby. Niech X oznacza liczbe 0sdb, ktore nie sq przygotowane do éwiczeni (w$réd wybranych 4).

Znajdi P({X = 3}).

Zadanie 141. Niech zmienna losowa X ma rozklad réwnomierny w przedziale (—75, 7). Wyznacz gestosé zmiennej
losowej Y =sin X.

Zadanie 142. Rzucamy trzy razy moneta. Niech X oznacza liczbe otrzymanych orlow.
a) Znajdz rozklad i dystrybuante zmiennej losowej X oraz sporzqdzié ich wykres.

b) Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania wiecej niz 1 orla.

Zadanie 143. Zmienna losowa X podlega rozkladowi normalnemu f(x) = %e‘éxz. Wyznacz gesto$é zmiennej
losowej

a) Y =2X —3,

b)Y = X2

Zadanie 144. Zmienna losowa X podlega rozktadowi

2¢72"  dlaxz>0
f(m)_{o dlaz <0

Wyznacz gestosé zmiennej losowej Y = X2,
Zadanie 145. Zmienna losowa ma funkcje prawdopodobienstwa postaci

9\ k1
pkEP(X:k)=<3) dlan € N.

Wyznacz funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej U, jesli
a) U = cos(nK),
b) U = cos(37K),
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¢) U = cos*(37K),
d) U =sin(37K) + cos(37K).

Zadanie 146. Dla zmiennej losowa X, ktora posiada nastepujocq funkcje prawdopodobienstwa postaci

| -3]-1] 3 | 5
pi || 0.1]02]05]02

wWYZNacz

a) warto$é przecietng,

b) mediane,

¢) kwantyl xg 3,

d) wariancje (dwoma sposobami ),

e) odchylenie standardowe,

f) odchylenie przecietne,

g) wspdélczynnik zmiennosci,

h) wspdlezynnik,

i) nieréwnomiernosci,

J) drugi moment zwykly,

k) trzeci moment zwykly,

1) trzeci moment centralny,
m) wspdlezynnik asymetrii.

Zadanie 147. Oblicz warto$é przecietng i wariancje rozkladu réwnomiernego (jednostajnego ).
Zadanie 148. Zmienna losowa X podlega rozkladowi Bernoulliego. Oblicz wartosé przecietng i wariancje tej zmiennej.

Zadanie 149. Zmienna losowa X podlega rozkladowi Poissona, tzn. P(X = k) = e*/\%, gdzie k € NU{0}. Oblicz
wartosé przecietng © wariancje tej zmienney.

Zadanie 150. Okresl warto$é najbardziej prawdopodobng oraz warto$é przecietng rozkladu P(X = k) = 3%, gdzie
ke N.

Zadanie 151. Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci
flz) = 3(1-2?) dla|x|<1.
0 dla |z| > 1

Narysuj wykres gestosci. Wyznacz tez wartosé przecietna, mode, mediane i trzeci moment centralny zmiennej losowej
X.

Zadanie 152. Dobraé parametry A, B, C, D tak aby funkcja

A dla x <0
Bz? dl <1

Fla) = 1:2 a0<zx
052 —2+C dial<zxz<?2
D dla x > 2

byta dystrybuantq pewnej zmiennej losowej X. Dia A =0, B=0.125, C =0.75, D = 1 oblicz
a) P{1< X <15},
b) P{1 < X < 1.5}).
¢) P({0.5 < X < 2}),
P( )

d) P({0.5 < X <2}),
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e) P({0.25 < X < 1.25}),
f) P{1< X <2}).

Dla zmiennej losowej X o dystrybuancie F' z A =0, B =0.125, C = 0.75, D = 1, oblicz kwartyle, mediane, wartosé
przecietng oraz wariancje.

Zadanie 153. Automat produkuje kulki metalowe o $rednicach X (w em ). Srednica X jest zmienng losowq o gestosci

5 dla04<2<0.6
flz) = :
0  dla pozostalych x

Wyznacz warto$¢ przecietng objetosci tych kulek.

Zadanie 154. Pociggi kolejki elektrycznej odjezdzajq ze stacji co 5 minut. Zakladajgc, ze rozklad czasu przybycia
pasazera na stacje jest jednostagny, oblicz wartosé przecietng i wariancje czasu oczekiwania na pocigg.

Zadanie 155. Czas bezawaryjnej pracy pewnego urzgdzenia (w godzinach) jest zmienng losowq o rozkladzie wyklad-
niczym

fx) =

%e‘§ dla x>0
0 dla pozostatych x

z parametrem X = 2. Oblicz wspolczynnik asymetrii © splaszczenia dla tego rozkladu.

Zadanie 156. Zmienna losowa X ma rozklad o dystrybuancie

0 dlax <1
F(z) = ””51 dlal<z<3.
1 dla x> 3

Wyznacz odchylenie standardowe i odchylenie przecietne od warto$ci Sredniej tej zmiennej losowej.

Zadanie 157. Zmienna losowa typu cigglego ma rozklad jednostajny na przedziale [—5,15]. Wyznacz i naszkicuj jej
gesto$é. Oblicz warto$é przecietng @ wspélczynnik skupienia (kurtoze ) tej zmiennej.

Zadanie 158. Zapalke o dlugosci S5cm zlamano w dowolnym punkcie. Zakladajgc, ze rozklad prawdopodobienstwa
dlugosci krotszej czesci zapalki jest jednostajnym oblicz prawdopodobienstwo ze diugosé kritszej czesci zapalki nie
przekracza 0.5¢cm.

Zadanie 159. Wykazaé ze rozklad wykladniczy jest rozkladem o asymetrii prawej, ktorego wspotczynnik asymetrii
v = 2. Oblicz wspotczynnik skupienia tego rozkladu.

Zadanie 160. Podzialka skali woltomierza jest wycechowana co 0.5V. Wskazania woltomierze zaokrggla sie do naj-
blizszego punktu podzialu. ZnajdZ prawdopodobieristwo tego, ze przy odczycie zostanie popelniony blgd przekraczajgcy
0.1V.

1 _(=—10)?

50
5v2m €

Zadanie 161. Blgd losowy X pomiaru odleglo$ci od drogowskazu jest zmienng losowq o gestosci f(x) =
Oblicz B(X), D?(X), pu4.

Zadanie 162. Wytrzymalosé stalowych lin pochodzgcych z produkcji masowej jest zmienng losowq o rozkiadzie
N(1000kg/cm?, 50kg/cm?). Oblicz jaki procent lin ma wytrzymalos$é mniejszq od 900kg/cm?.

Zadanie 163. ZnajdZ mode i wartosé przecietng zmiennej losowej X o rozkladzie Mazwella z parametrem A = 1.

fa) = ﬁaf exp(—ﬁ) dlax >0
0 dlax<0

Zadanie 164. Amplituda X kolysania bocznego statku jest zmienng losowq o gesto$ci

(@) ze=3  dlaz >0
x) = .
0 dla pozostalych x

Oblicz

a) warto$¢ przecietng, mediane i mode zmiennej losowej X .
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b) z jakim prawdopodobiernstwem wystepuja amplitudy wieksze od mody.
Zadanie 165. Gesto$¢ prawdopodobienstwa predkosci V czqsteczek gazu ma postac

4h® 2 2,2

“=viexp(—h*v?) dlav>0
floy=4 v~ ,

0 dlav <0

gdzie h — stala zalezna od temperatury i masy czqsteczki gazu.

Oblicz
a) warto$¢ przecietng dlugosci przebytej drogi przez czgsteczke w jednostce czasu,
b) mode.
Zadanie 166. Zmienna losowa X ma rozklad beta o gestosci
fa) = {12:,;(1 —2%)? dla0<z<1

0 dla pozostalych x

Wyznacz gesto$é zmiennej losowej Y, jesli:
a) Y =2X3,
b) Y =arcsin X,
c) Y =eX.

Zadanie 167. Punkt materialny M porusza sie po prostej ruchem jednostajnym od punktu O(0,0) do punktu A(2,0).
Wyznacz rozklad zmiennej losowej prawdopodobienstwa losowego czasu T trwania ruchu, zakladajgc, ze rowne odcinki
drogi punkt M przebywa z takim samym prawdopodobieristwem, oraz oblicz E(T).

Zadanie 168. Dany jest sze$cian, ktérego krawedZ X ma losowq dlugo$é z przedzialu [1,2] o rozkladzie jednostajnym.
a) Oblicz warto$é przecietng objetosci i wartos$é przecietng pola powierzchni calkowitej tego szeScianu.
b) Wyznacz rozklad zmiennej losowej prawdopodobieristwa objetosci tego szescianu.

Zadanie 169. Trwalos¢ lamp ma rozklad Rayleigha o dystrybuancie

1 —exp(—5552%) dlaz >0
0 dla pozostatych =

a) Wyznacz gestosé zmiennej losowej Y = X2.
b) Oblicz E(Y).

Zadanie 170. Badajoc zjawisko trzesienia ziemi, zaobserwowano, ze zachodzi zwigzek: Y = ce™, gdzie Y jest in-
tensywnosciqg drgan ziemi w pewnym miejscu, X - sitg trzesienia zmieni, ¢ — wspotczynnikiem zaleznym od odleglosci
danego miejsca od epicentrum trzesienia i od doboru jednostek. Zakladajgc, zZe X jest zmienng losowq o rozkladzie

wyktadniczym o gestosci
@) Ae ™™ dlax>0
X =
0 dla pozostatych x
wyznacz dystrybuante zmiennej losowej Y.

Zadanie 171. Pewne urzqgdzenie sklada sie z dwoch elementow pracujgcych niezaleznie od siebie polgczonych réwno-
legle. Czas bezawaryjnej pracy (w godz.) kazdego z nich jest zmienng losowg o tym samym rozkladzie wykladniczym o
gestosci

0.1e7 %=  dlgz >0
fz) = :
0 dla pozostalych x

Oblicz prawdopodobienstwo, Ze urzgdzenie bedzie dzialalo co najmniej przez 20 godzin.
Zadanie 172. Korzystajoc z zaleinosci D*(X) = D?(X —a), a - stala, oblicz wariancje zmiennej losowej X o gestosci

fla) = L@ -1t @D dlaz>1
0 dla pozostalych x
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Zadanie 173. W wyniku przeprowadzonego doswiadczenia prawdopodobienstwo znalezienia oczekiwanego wyniku wy-
nosi p = 0.6. Takie doswiadczenie mozemy powtarzaé dowolng liczbe razy i robimy tak, aZ do uzyskania oczekiwanego
wyniku. Oznaczajgc przez K liczbe powtorzen tego doSwiadczenia, przy zaloZeniu niezalezno$ci powtorzen, wyznacz

a) funkcje prawdopodobieristwa zmiennej losowej K i histogram rozkladu,

b) dystrybuante,

¢) prawdopodobieristwo, ze liczba doswiadczeri bedzie: mniejsza niz 3, nie mniejsza niz 3, liczbg z przedziatu [2,5),
d) warto$é przecietna, wariancje ¢ odchylenie standardowe,

e) wspdlezynnik asymetrii.
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