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1 Funkcje charakterystyczne

Zadanie 1. Policz funkcje charakterystyczne
e rozkladu jednostajnego na odcinku | — 1,1 U(] —1,1])),
e rozklad tréjkatny réwnoramienny na odcinku [—1,1],
e rozkladu jednostajnego na [a,b] (U([a,d])),
e rozkladu wykladniczego (Exp(N)),
e rozkladu Bernoulliego (Binom(n,p)),
e rozkladu Poissona,
o rozkladu zero-jedynkowego (p €]0,1[, P{X =1})=p, P{X =0}) =1—-1p),
e rozkladu N(0,1),
o rozkladu N (m, o),
e rozktadu zadanego wzorem P({X =k}) = (1 —p)p* dlak=0,1,2,...(0<p< 1),
e zmiennej losowej X, ktdrego gestosé zadana jest wzorem f(z) = L exp(—|z|),
o zmiennej losowej, ktora przyjmuje wartosci réowne ilosci wyrzuconych oczek kostkg do gry.
Zadanie 2. Niech px(t) = (1 +t2)7L1. Znajd? gestosé rozkladu X .
Zadanie 3. Oblicz momenty zmiennej losowej X z zadania poprzedniego.
Zadanie 4. Sprawdz, Ze funkcja charakterystyczna ¢ rozkladu zmiennej losowej posiada wlasnosci:

a) | ¢(t) I< ¢(0) =1,

*©J.Kotowicz
tZadania 67 ~74 pochodza od dr U. Ostaszewskiej z list [1].




b) dla dowolnych liczb zespolonych z1,. .., z, oraz dowolnych ty, ... t,, n > 1, spelniona jest nierdwnoscé

Z otk — t)zkz > 0,
k=1

c) p(—t) = (1)

Zadanie 5. Czy funkcja

e ¢(t) = exp(—|t[i),

_ 1
o (1) = -

moze bycé funkcjg charakterystyczng pewnego rozkladu?

Zadanie 6. Wiedzqc, Ze funkcja ¢ jest funkcjq charakterystyczng udowodnij, zZe funkcja sprzeiona i modul funkcji
podniesiony do kwadraty sq réwniez funkcjami charakterystycznymi.

Zadanie 7. Niech ¢ bedzie funkcjq charakterystyczng rozkladu zmiennej losowej X. Udowodnij, ze |p| jest réwniez
funkcjq charakterystyczng pewnego rozkladu.

Zadanie 8. Majgc dang funkcje charakterystyczng znajdz rozklad zmiennej losowej
o o(t) = 3(exp(—it) + exp(it))?,
* p(t) = cos(t),
o0 o0
o ¢(t) = > agcos(kt), ar >0, > ar =1,
k=0 k=0
o px(t)=(1+t?)"L
Zadanie 9. Oblicz momenty zmiennej losowej X z ostatniego przykladu zadania 8.
Zadanie 10. Korzystajg z funkcji charakterystycznej policz
o warto$¢ oczekiwang dla rozkladu Poissona,
o k-ty moment zmiennej losowej o rozkladzie wykladniczym z parametrem X,

o k-ty moment zmiennej losowej o rozkladzie Poissona;

Zadanie 11. Danych jest n niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozkiadach réwnomiernych na odcinku
[—1,1]. Oblicz funkcje charakterystyczng zmiennej losowej bedgceej sumg danych zmiennych.

Zadanie 12. Wyznacz funkcje charakterystyczng sumy niezaleznych zmiennych losowych.

Zadanie 13. Przedstaw funkcje charakterystyczng zmiennej losowej Y = aX + b w zaleznosci od funkcji charaktery-
stycznej zmiennej losowej X .

Zadanie 14. Niech ¢ bedzie funkcjg charakterystyczng pewnej zmiennej losowej X. Czy funkcja ©?°1° jest funkcjq

charakterystyczng? Odpowied? uzasadnij. W przypadku odpowiedzi twierdzqcej wskaz zmienng losowq, ktérej moze to
by¢ funkcja charakterystyczna.

Zadanie 15. Wyznacz funkcje charakterystyczng rozkladu wykladniczego z parametrem X. Na jej podstawie, korzystajgc
z wlasnosci funkcji charakterystycznej, wyznacz wariancje zmiennej losowej o rozkladzie wykladniczym.

Zadanie 16. Niech X1,...,X, bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Poissona z parametrami odpo-
wiednio A1, ..., A\p. Korzystajgc z wlasnosci funkcji charakterystycznych pokaz, Ze zmienna losowa Y = X3+ ...+ X,
ma rozktad Poissona.

Zadanie 17. Niech X 1Y bedq niezaleznymi zmiennymsi losowymi o rozkladach normalnych standaryzowanych. Wy-
znacz rozktad zmiennej losowej Z =X =Y.

Zadanie 18. Niech zmienna X ma rozkiad normalny standaryzowany. Wyznacz funkcje charakterystyczng zmiennej
X2,

Zadanie 19. Korzystajqc z poprzedniego zdania wyznacz funkcje charakterystyczng rozktadu x*(n).



Zadanie 20. Udowodnij, Ze jezeli o1 1 pa sq funkcjami charakterystycznymsi, to %((pl + p2) jest tez funkcja charak-
terystyczng.

Zadanie 21. Uogdinij zadanie 20 na kombinacje liniowq, scisle wypuklq skoriczonej ilosci funkcji charakterystycznych.

Zadanie 22. Niech X1, X5 bedq zmiennymi niezaleznymi o rozkladzie Cauchy’ego z parametrem a, tzn. o gesto$ci
flz) = %ﬁ Wiedzqce, ze funkcja charakterystyczna rozkladu Cauchy’ego z parametrem a jest postaci o(t) =
exp(—alt]), pokaz, ze X1 + Xo tez ma rozklad Cauchy’ego. Wyznacz ten parametr.

Zadanie 23. Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, sq niezalezne i maja rozklad Cauchy’ego z parametrem a = 1. Wykaz,
n

ze X = %kz X ma réowniez rozklad Cauchy’ego.
=1

Zadanie 24. Niech X 1Y bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym X ma rozklad jednostajny na odcinku

],l L [, natomiast Y ma rozktad zadany rownosciami:

Plo=r) =i =e

gdzie n jest ustalong liczba naturalng. Zmienna Z okreslona jest wzorem Z = 2X +Y. Wyznacz funkcje charaktery-
styczng zmiennej Z.

Zadanie 25. Wiedzqc, ze p(t) = Wlp(m jest funkcjq charakterystyczna rozkladu dyskretnego, ktorego zbiorem war-
tosci jest zbior liczb catkowitych nieujemnych, wyznacz ten rozktad.

2 Prawa wielkich liczb.

Zadanie 26. Zmienna losowa X, przyjmuje wartosci rowne k rzutowt kostki do gry, gdzie k € N. Wyznacz granice
n

ciggu Y, = % > Xk
k=1

Zadanie 27. Niech (X,,)nen bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach réwnomiernych na odcinku

(1,2). Wyznacz granice Yy, = ¢/ [] Xa.
k=1

Zadanie 28. Niech (X, )nen bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze

ﬁl% P {(_\/ﬁ)

b P({Xn:n}):ﬁZ.P({Xn:*%})zl_tw;

o P({X, = yii}) = P({Xo = —/il}) = 1 i P({X, = 0}) =1 2.
Czy ciqg spetnia MPWL?

Xp(x) =

],cG(O,l),nGN,

Zadanie 29. Niech bedzie dany cigg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie (X, )nen taki, Ze
E(X;) =0 iD?*(X;) = 1. Okreslmy cigg

o Y, =a+a"X,,
e Y, =a+n*X,.
Dla jakich warto$ci parametru « spelnia on
o SPWL?
e MPWL?
Zadanie 30. Niech bedzie dany cigg niezaleznych zmiennych losowych
o (Xn)nzs i P{X, = £VInn}) = 3,
o (Xn)nen i P{Xn =#£1}) = 3 (1 - g5), P({Xn = £2"}) = ez

¢ (Xn)nzs i P{Xn =%Inn}) = 3,



o (Xp)nen i P({X, = £1}) =1 (1 - o), P{X,, =2%"}) = 51+,
Czy cigg ten spelnia
e SPWL?
e MPWL?
Zadanie 31. Niech dany bedzie cigg (Xp)nen niezaleinych zmiennych losowych o rozkladzie

L PUX, =0} =1 —,

P({X,=+4n"}) = —
( nh =52 o

gdzie o, § > 0. Przy jakiej zaleznosci miedzy parametrami o, 3 spelnia on

e SPWL?

e MPWL?
Zadanie 32. Dany jest cigg niezaleznych dodatnich zmiennych losowych o jednakowych rozkladach takich, Ze E(In X,,) =
0 oraz moment rzedu 2 istnieje. Dla r > 0 do czego jest zbiezne prawdopodobieristwo P({ ﬁ X < TO‘\/E}) przy n zbie-
gajacym do nieskornczonosci. =

Zadanie 33. Niech bedzie dany cigg zmiennych losowych (Xp)n>2 taki, ze X, € N(0,lun). Czy speinia on SPWL?

Zadanie 34. Niech cigg (X, )nen niezaleznych zmienny losowych bedzie zbieiny wedlug dystrybuanty do zmiennej
losowej X gdzie P({X = const}) = 1. Dowiesé, ze cigg jest zbieiny wedlug prawdopodobieristwa do X .

Zadanie 35. Niech (X, )nen bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich, Ze P({X, = —n — 4}) =
A P{ X =n+4} = 25 i P{X, = —1}) = 1 — 5. Wykaz, ze

o (X,)nen jest zbiezny wedlug prawdopodobieristwa,
o E(lim, oo Xp) # limy, 00 E(X,,).

Zadanie 36. Niech A > 0. Zmienne X, sq niezalezne i posiadajg rozktad Poissona. Udowodnij, Ze zbiega

Xn,\fn/\
VX
wedlug dystrybuanty do rozkladu normalnego standaryzowanego.

Zadanie 37. Niech (Xi)ren bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie

P{X = })—Z E o i, keN

k=15) = 3\3 s 2, .

Wykaz, ze dla ciggu zmiennych losowych (Y,), gdzie Y, := % > Xy zachodzi MPWL.
k=1

Zadanie 38. Niech (Xy)ren bedzie ciggiem niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie

px =y = Liken,

—1
PUX), =1i}) = eTk eN,i e NU{0}.

Wykaz, Ze dla zmiennych losowych zachodzi MPWL.

Zadanie 39. Rozstrzygnagd, dla ciggu (X, )nen niezaleznych zmiennych losowych o nizej podanych rozkladach jakie sq
spetnione warunki dostateczne stosowalnosci SPWL (MPWL)

o P({X,==+2"}) =1,
o P({X, =+2"}) =2 P({X, =0})=1-272",
o P{X,==4n})=1n"2,PU{X,=0})=1-n"72.

Zadanie 40. Niech bedzie dany cigg zmiennych losowych (X, )nen taki, ze P({X,, = 2"}) = P{X,, = —2"}) =
2=+ P{X, =0}) =1 — 272" Czy spelnia on MPWL? Niech (X, )nen zbiega z wedlug prawdopodobieristwa do
X podaé wzor na zmienng losowej X 1 pokazac powyzszq zbieinosé.



3 Twierdzenia graniczne.

Zadanie 41. Partia towaru ma wadliwosé 7% . Pobrano prébke 800 elementowq. Oblicz prawdopodobienistwo, ze ilosé
sztuk wadliwych w tej prébie jest zawarta w granicach 6%-9%.

Zadanie 42. Strzelamy 300 razy, przy czym prawdopodobienstwo za kazdym razem trafienia do celu wynosi 0,25.
Okresli¢ prawdopodobienstwo, Ze liczba celnych strzalow bedzie sie réznic o nie wiecej niz 0,1 od

e ogolnej liczby strzatow.
e najbardziej prawdopodobnej liczby celnych strzalow.

Zadanie 43. Przeprowadzono 60 jednakowych préb, w ktorych moglo zajsé zdarzenie A. Prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenie w pojedynczej probie wynosi 0,6. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze zdarzenie nie pojawi sie w wiekszosci prob.

Zadanie 44. W 10 000 rzutow monetg orzel wypadl 5400 razy. Uzasadnij przypuszczenie, Ze moneta jest niesyme-
tryczna.

Zadanie 45. Korzystajgc z prawa wielkich liczb Moivre’a - Laplace’a oszacuj prawdopodobienstwo, ze w 720 rzutach
kostkq ilosé szostek bedzie

e zawieraé sie pomiedzy 121 a 140,
e mniejsza niz 125,
o wieksza niz 110.

Zadanie 46. Rzucamy 1000 razy kostkg. Niech zmienna losowa S oznacza sume wyrzuconych oczek. Na podstawie
twierdzenia Lindeberga

e ocenié¢ P({3450 < S < 3550}),
e znajd? takie N, M jak najmniej réznigce sie od siebie, aby P({M < S < N}) > 99/100.

Zadanie 47. Dodano do siebie 10000 liczb, kazda dana z dokladnoscig 10~™. Bledy zaokraglen sqg niezalezne i ma-
ja rozktad jednostajny na odcinku [_(2-1&77”)7 (2_137@]- Znajdz granice w ktorych bedzie sie zawieratl tgczny blgd z

.- , . 997
prawdopodobieristwem wiekszym niz {555-

Zadanie 48. Prawdopodobieristwo pojawienia sie zdarzenia w jednym doswiadczeniu wynosi 0,3. Z jakim prawdopo-
dobienstwem mozna twierdzié, Ze czestosé tego zdarzenia przy 100 doswiadczeniach bedzie zawarta w granicach od 0,2
do 0,4%

Zadanie 49. Mamy 100 obrabiarek pracujgcych niezaleznie od siebie, o tej samej mocy i tym samym sposobie pracy.
Kazda z nich jest wlgczana w ciggu 0,8 calego czasu pracy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w dowolnie wybranej
chwili bedzie wigczanych od 70 do 86 obrabiarek?

Zadanie 50. Prawdopodobienstwo, ze w ciggu czasu T przestanie dzialaé jeden kondensator jest rowne 0,2. Wyznacz
prawdopodobienstwo, zZe sposrod 100 kondensatorow w ciggu czasu T przestanie dzialac

e nie mniej niz 20 kondensatoréw,
e mniej niz 20 kondensatorow,
e od 14 do 26 kondensatorow.

Zadanie 51. Wykaz, Ze cigg (Xp)nen zmiennych losowych niezaleinych o takim samym rozkladzie i skoriczonej
wariancji spelnia centralne twierdzenie graniczne (CTG).

Zadanie 52. Dane sq ciggi (X,)nen i@ (Yn)nen zmiennych losowych niezaleinych, przy czym P({X, = 1)

P{X,=—-L}) =p, P({Xn =0}) =1-2p, 0<p< L L <a<?iorP({Y, = vi}) = P({X, = —vn}) = L.
Dowie$é, zZe kazdy z tych ciggow spelnia CTG.

Zadanie 53. Pewna konstrukcja sklada sie ze 100 jednakowych elementow. Na podstawie CTG Lindeberga-Lévy’ego
oszacowad prawdopodobienstwo, Ze calkowita masa tej konstrukcji nie przekroczy 335 kg, jesli rozklad masy elementow,
z ktorych jest ztoZona, ma wartos$é oczekiwana 3,3 kg, a odchylenie standardowe 0,1 kg?

Zadanie 54. Czas oczekiwania na tramwaj linii 4 jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym o Sredniej 15
minut. Pan A codziennie w dni robocze dojezdZa nim do pracy. Oszacowaé na podstawie CTG Lindeberga-Lévy’ego
prawdopodobieristwo, ze pan A traci kwartalnie (czyli w ciggu 65 kolejnych dni roboczych) na czekanie na tramwaj linii
4 nie wiecej niz 1000 minut.



Zadanie 55. W pewnym towarzystwie ubezpieczeniowym jest ubezpieczonych 10000 samochodow. Kazdy z wlascicieli
placi roczna skladke 30 PLN za samochdd. Srednio 6 na 1000 samochodéw ulega uszkodzeniu w ciggu roku. Wilasci-
cielowt uszkodzonego pojazdu towarzystwo wyplaca 2500 2. Na podstawie twierdzenia Moivre’a—Laplace’a oszacowad,
jakie jest prawdopodobienstwo, Ze w ciggu roku

1. towarzystwo nie poniesie strat,

2. zysk przekroczy 125000 zt?

4 Zadania z list prof. L.Uby.

Zadanie 56. Wyznacz funkcje charakterystyczna dla zmiennej o rozkladzie:

a) Poissona P({X =k}) = e’)‘)‘k—lj, gdzie k € NU {0},

b) Bernoulliego (dwumianowego) P({X = k}) = (Z)pk(l — )"k, gdzie k =0,1,...,n ip€]0,1],

c2

o0 2
—b
¢) normalnym standaryzowanym f(x) = \/% exp (—%xQ) (vwaga: _{O aexp (— (@—b) ) dx = acy/T).
Zadanie 57. Szacuje sie, ze 40% podatnikéw otrzyma zwrot pieniedzy z tytulu nadplaconych podatkdw. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wsrod 800 losowo wybranych podatnikow zwrot pieniedzy z tego tytuly nalezy sie wiecej niz
300,ale nie wiecej niz 400 osobom?

Zadanie 58. Przeprowadzone badania pokazaly, Ze co dziesigty student dojeidia na zajecia wlasnym pojazdem. Jakie
jest prawdopodobienstwo, Ze wsrod 200 losowy wybranych studentéw co najmniej 16, ale nie wiecej niz 30, dojeidia na
zajecia wlasnym pojazdem?

Zadanie 59. W hotelu jest 100 pokoi. Poniewaz z doSwiadczenia wynika, ze jedynie 90% dokonanych wczesniej
rezerwacji jest pozniej wykorzystywanych, wlasciciel hotelu polecil przyjmowaé rezerwacje na wiecej niz 100 pokoi.
Oblicz prawdopodobienstwo, Ze przy przyjeciu 104 rezerwacji w hotelu zabraknie wolnych pokoi.

Zadanie 60. Pan Slawek musi sprawdzi¢ programy napisane przez studentow na zaliczenie przedmiotu. Student uzyska
zaliczenie, jezeli w jego programie prowadzqcy znajdzie nie wiecej niz pewna graniczna liczbe bledéw. Oceniane programy
maga okolo 200 linii kodu, a prawdopodobieristwo tego, ze linia kodu zawiera blgd wynosi wedlug pana Stawka 0.2. Ile
powinna wynosi¢ owa graniczna liczba bledéw, jezeli pan Stawek zamierza zaliczyé przedmiot 75% studentéw?

Zadanie 61. 7 doswiadczenia minionych lat wynika, ze egzamin z rachunku prawdopodobienstwa zalicza okolo 60%
studentow. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sposréd 180 0sdb, ktore w tym roku przystgpily do egzaminu, co najmniej
potowa go zda?

Zadanie 62. Na ulicy stoi sprzedawca gazet. Kazdy mijajgcy go przechodzen kupuje u niego gazete z jednakowym
prawdopodobieristwem. Sredni czas sprzedazy 100 gazet réwny jest 4 godziny i z prawdopodobieristwemn réwnym 0.95
zawiera si¢ w przedziale od 8 do 5 godzin. Oszacuj na podstawie twierdzenia Lindberga-Leviego ile maksymalnie gazet
moze zamowic¢ sprzedawca, aby z prawdopodobienstwem 0.99 nie pozostata mu zZadna po 6 godzinach?

Zadanie 63. FEdiemu udaje sie zebraé zlom, Srednio za 20zt dziennie, z odchyleniem standardowym 10zi. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze przez pdl roku uda mu sie zebraé kwote przekraczajgca 3500247 Przyjeé, dla uproszczenia, ze
miesigc ma 30 dni.

Zadanie 64. Blgd zaokrgglenia przy dodawaniu na kalkulatorze ma rozktad jednostajny U(—1078,107%). Oszacuj
prawdopodobieristwo, ze przy dodawaniu 1000 liczb blgd bezwzgledny nie przekroczy 1077.

Zadanie 65. Prawdopodobienistwo wystania z drukarni ksigzki z nie zadrukowana chociaz jedna strona wynosi 0,01.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w 5000 nakladzie odsetek wybrakowanych ksigzek bedzie ponizej 2%7

Zadanie 66. W 1994 roku apteki prywatne stanowily 80% ogdtu aptek miejskich. Oblicz prawdopodobieristwo, ze w
losowo wybranej probie 200 aptek miejskich liczba aptek prywatnych bedzie mniejsza niz 170.

5 Zadania z listy dr U. Ostaszewskiej

Zadanie 67. Na campusie uniwersyteckim sq¢ dwie restauracje po 120 miejsc kazda. Wiadomo, ze codziennie 200 0scb
bedzie chcialo zjesé obiad, a wybory restauracji dokonujg losowo - powiedzmy, rzucajgc symetryczng monetq. Jaka
jest szamsa, Ze w ktorejs restauracji zabraknie miejsc? Ile miejsc nalezy przygotowaé w kazdej restauracyi, by powyzsze
prawdopodobienstwo bylo mniejsze od 0,001%



Zadanie 68. Prawdopodobieristwo pojawienia si¢ zdarzenia w jednym doswiadczeniu wynosi 0,3. Z jakim prawdopo-
dobienstwem mozna twierdzié, Ze czestosé tego zdarzenia przy 100doswiadczeniach bedzie zawarta w granicach od 0,2

do 0,47

Zadanie 69. Rzucono 1000 razy kostkq. ZnajdZ prawdopodobienstwo, Ze suma oczek bedzie zawarta miedzy 3410 a
35907

Zadanie 70. Na poczcie pojawia sie 100 klientdw dziennie, kazdy z nich dokonuje wplaty (badZ wyplaty) X;, i =
1,2,...,100, gdzie X; sq¢ niezaleznymi zmiennymsi losowyms o tym samym rozkladzie, zerowej Sredniej © wariancyi row-
nej 1002. Ile gotéwki nalezy mieé w kasie rano, by z prawdopodobieristwem 0,99 na koniec dnia nie zabraklo pieniedzy?
Zakladamy, zZe w ciggu dnia ewentualne braki uzupelnia naczelnik, ale wieczorem chce odzyskaé swoje pienigdze.

Zadanie 71. W Polsce jest 24,6 min podatnikéw i kazdy z nich myli sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego.
Wartoéé bledu dla i-tego podatnika jest zmienna losowq X;, gdzie E(X;) = 0 i D?(X;) = 10000, czyli D(X;) = 100
(zlotych); ponadto zakladamy niezaleinosé X;. Jaka jest szansa, Ze straty panstwa w wyniku tych bleddw przekroczq 1
grosz na podatnika? A 8 grosze?

Zadanie 72. Funkcja

dla x € (—1,0)
dla x € [0,1)
dla x ¢ (—1,1)

p(z) =

O wio wl=

n
jest gestosciq kazdej z niezaleznych zmiennych losowych X1, Xs,.... Niech S, = Y X;. ZnajdZ przyblizong warto$é

=1
prawdopodobienstwa P(S, < 13) dla n = 60.
Zadanie 73. Zmienne losowe X1, Xs, ..., X100 s¢ niezalezne o jednakowych rozkladzie Poissona z parametrem A = 2.
100
Oblicz przyblizong warto$é wyrazenia P({190 < > X; < 220}).
i=1

Zadanie 74. Losowy blgd pomiaru pewnej wielkosci ma rozklad o wartosci przecietnej m = 0 @ odchyleniu standar-
dowym 0,08. Oblicz prawdopodobierstwo, ze blgd Sredniej arytmetycznej 100 pomiaréw nie przekroczy (co do wartosci
bezwzglednej) 0,1.
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