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Wstep

Niniejsze notatki maja stuzy¢ usystematyzowaniu wiedzy z wykladéw. Poniewaz niekiedy umykaja na wyktadzie konieczne
fakty umieszczam je w tych notatkach wyrézniajac je czerwong czcionka!.

Jedli chodzi natomiast o literature do rachunku rézniczkowego funkeji i odwzorowan? wielu zmiennych rzeczywistych to
polecam podreczniki W. Rudina ,, Podstawy analizy matematycznej” [4], W. Kolodzieja ,, Analizy matematyczna”, K. Maurina
LwAnaliza” t.1 [3], czy tez A. Birkholz ,Analiza matematyczna. Funkcje wielu zmiennych” [1]. Osoby zainteresowane moga

znalez¢ jeszcze kilka podrecznikéw w jezyku polskim, jak tez w jezykach obcych.

INiektére z zaznaczonych fragmentéw juz odznaczytem
2W skrypcie funkcja wielu zmiennych rzeczywistych ma wartosci w zbiorze liczb rzeczywistych, natomiast odwzorowanie w R?.
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Wyktad 1

02.10.2007

Niech d bedzie dowolna liczba naturalna.

R (21, ,2q); 2 € RAG €T, d).

xR & x = (21,...,24).

Uwaga 1.1 Na I roku na wykladzie z analizy matematycznej elementy R? nazywalismy wektorami. Na tym wykladzie be-
dziemy mysle¢ dualnie o nich jako o wektorach i jako o punktach.

Uwaga 1.2 Wiadomo z wyktadu algebry liniowej, ze (R%, +, -, 0) jest przestrzenig wektorowg nad R (dodawanie, to dodawanie

po wspdlrzednych, a mnozenie przez liczbe, to mnoZenie po wspdlrzednych, element (wektor) zerowy, to (0,...,0)).

Definicja 1.1 Niech x,y € R? bedg dowolne. Naturalny (euklidesowy) iloczyn skalarny punktéw elementéw z R oraz norme

euklidesowq elementu! generowang przez iloczyn skalarny okreslamy nastepujgco:
def d
x[y) =D i (1.1)
n=1

def
Ixl'= v (xly) =

Whiosek 1.1 Niech x,y i z bedg dowolnymi elementami z RY, zas o dowolng liczbg rzeczywistq. Wtedy iloczyn skalarny

posiada nastepujgce wlasnosci

(xly) = (y[x); (1.3)
(x+yl2) = (x]2) + (y/2); (1.4)
(a- XI.V) = a- (x]y), (1.5)
(xx) > (1.6)
( (1.7)

x|x)—0<:)x—0

a norma euklidesowa miedzy innymi nastepujgce:

[[x[| = 0; (1.8)
o= x| = [ - [1x]]; (1.9)
x| =0 < x = 0. (1.10)

Uwaga 1.3 2 W kwestii oznaczania iloczyny skalarnego. Na wykladzie z Analizy Matematycznej na I roku iloczyn skalarny
oznaczaliémy o. Na tym wykladzie rowniez. Jednak z powodu, ze zloZenie odwzorowan jest rowniez ozmaczane tym samym
symbolem, a na nastepnym wykladzie wprowadzamy iloczyn skalarny funkcji zdecydowalem sie na zmiane oznaczenia na

najczedciej stosowane oznaczenie na Analizie Funkcjonalne (+]-).

INazywaliémy to dtugoscia wektora na I roku
2Informacja podana na wykladzie w dniu 18.10.2007r.



Twierdzenie 1.1 (nieréwno$é Schwarza) Jezeli dane sq dowolne elementy x iy z R?, to

|(x[y) < [Ix]] - [y ]l- (1.11)
Whiosek 1.2 Niech x,y bedg dowolnymi elementami z RY. Wtedy

Ix+yll < lIx[ + Iyl (1.12)
Uwaga 1.4 Mozemy wicc okreslié metryke de : R x R — R, U {0} wzorem

vx,yERddf(X>Y) = ||X - Y|| (1‘13)

Nazywamy jg metrykq euklidesowq, a przestrzeri metryczng (R, dg) nazywamy d-wymiarowq przestrzeniq euklidesowq i
oznaczamy jg E%.

Natomiast (R, || - ||) nazywamy przestrzeniq unormowanag.

Uwaga 1.5 3 Zauwaimy, Ze oznaczenie metryki dla prostej euklidesowej i d-wymiarowej przestrzeni euklidesowej jest iden-
tyczne. Taka sama sytuacja ma miejsce dla roznych liczb naturalnych dyi i do. Jednak gdybysmy chcieli wprowadzac rozroz-

nienie tych metryk musielibysmy pisaé wiecej indeksow, a to gmatwaloby elegancje i prostote zapisow.

Uwaga 1.6 Poniewaz £ jest przestrzeniq metryczng, wiec bedziemy wykorzystywaé pojecia ciggu zbieinego, granicy
ciggu t ciggu Cauchy’ego, ktore zostaly juz zdefiniowane na I roku dla ogdlnej przestrzeni metrycznej. Pojecie podciggu
jest przenoszone z ciggow liczbowych bez zmiany. Natomiast pojecie ciqggu ograniczonego otrzymujemy analogicznie jak dla
ciggow liczbowych zastepujgc wartosé bezwzgledng normg euklidesowq, ewentualnie korzystajgc z definicji funkcji ograniczonej
w przestrzeni metrycznej. Ponadto bedziemy wykorzystywaé twierdzenie o jednoznacznosci granicy ciggu, jak rowniez

twierdzenia o granicy podciggéw, ktore pozostajq prawdziwe.

Uwaga 1.7 W praypadku ciggéw w E% nie ma takich pojeé, jak iloczyn ciggéw, ciggi monotoniczne, ciqgi rozbieine

do nieskonczonosci, czy tez granica gérna, czy dolna ciggu.

Twierdzenie 1.2 Niech (x,,) C R Wtedy cigg (x,) ma granice réwng xo wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i € 1,d
cigg (z1),, (ciqg i-tych wspdlrzednych) jest zbiezny do x.

Twierdzenie 1.3 £? jest przestrzeniq metryczng zupelng.
Twierdzenie 1.4 (Bolzano-Weierstrassa) Kaidy cigg ograniczony elementéw z R? zawiera podcigg zbieiny.

Uwaga 1.8 Poniewas R? jest tez przestrzeniq wektorowq, to mamy tez dwa dzialania na ciggach — dodawanie oraz mnozenie
przez liczby. Wtedy stuszne jest twierdzenie:

Twierdzenie 1.5 (dzialania na granicach ciagéw.) Jezeli (x,,), (yn) C R? i x9,yo € R? oraz lim x, =x¢ i lim y, =
n—oo n—oo

Yo oraz c jest dowolng liczbg rzeczywistq, to

nh_{lgo(xn +¥n) = X0 + Yo; (1.14)
nan;O(c “Xp) = - Xo; (1.15)
nan;O(fX,L) = —X; (1.16)

lim (%, —¥yn) = X0 — Yo. (1.17)

n—oo

Uwaga 1.9 Z ogolnych pojeé dla przestrzeni metrycznych bedziemy wykorzystywaé nastepujgce: kula otwarta, kula do-
mknieta, zbiér otwarty, zbior domkniety, otoczenie punktu, otoczenie otwarte, punkt wewnetrzny, zbior re-
latywnie otwarty, relatywnie domkniety, przestrzen metryczna zupetna, domkniecie zbioru, punkt skupienia,
punkt izolowany, zbiér ciggowo zwarty, zbiory oddzielone, zbiér spojny.

Szczegdlne przypadki twierdzer dla £ podane sq w dodatku do tego wykladu.

3Informacja podana na wykladzie w dniu 18.10.2007r.



Twierdzenie 1.6 £? jest przestrzeniq metryczng zupetng.*
Definicja 1.2 Niech a,b € R?. Odcinkiem domknietym o koticach a i b nazywamy zbior
{(xeR':x=(1—-t)-a+t-bAte(0,1]}
i oznaczamy go [a,b]. Analogicznie definiujemy odcinek otwarty |a,b| (wtedy t €]0,1[) i odcinki jednostronnie otwarte.
Uwaga 1.10 Zauwazmy, Ze w przeciwieristwie do £ mamy dla odcinka domknietego i otwartego réwnosci
[a,b] = [b,a] oraz ]a,b[=]b,a.
Twierdzenie 1.7 (Bolzano-Weierstrassa) Odcinek [a, b|, gdzie jest ciggowo zwarty w <.
Uwaga 1.11 Zauwazmy, ze odcinek otwarty w £ nie jest zbiorem otwartym w £, o ile d > 1.

Twierdzenie 1.8 Niech K C R?. Na £ nastepujoce warunki sq réwnowazne

K ciggowo zwarty w E%; (1.18)
K domkniety w £% i ograniczony; (1.19)
Kazdy nieskorniczony podzbior K ma punkt skupienia nalezgcy do K. (1.20)

4Zgodnie z definicja przestrzeni Banacha oznacza to, ze (R%,|| - ||) jest przestrzenia Banacha.



Wyklad 2

09.10.2007

Niech d bedzie dowolna liczba naturalna.
Twierdzenie 2.1 R? nie jest ciggowo zwarty w E?, tzn. £ nie jest przestrzeniq metryczng zwartq.
Twierdzenie 2.2 £7 jest przestrzeniqg metryczng lokalnie zwartq.

Twierdzenie 2.3 Przestrzeri metryczna (X, p) jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy jedyne zbiory otwarto-domkniete (tzn.

jednoczesnie otwarte i domkniete) to ) 1 X.

Twierdzenie 2.4 Niech (X, p) bedzie przestrzeniq metryczng, zaé A, B C X.

Jesli zbiory A i B sq spojne i majg co najmniej jeden punkt wspélny, to ich suma AU B tez jest zbiorem spojnym.

Twierdzenie 2.5 Niech a,b € R?.

Odcinek [a, b] jest zbiorem spdjnym.

Definicja 2.1 Niech L C R%.

Powiemy, Ze L jest tamang wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n oraz elementy ay, ..., a,,by,...b, € R?
takie, zZe
n
L= U[ak,bk] (21)
k=1
Vet card([ak—1, br—1] N [ag, b)) = 1. (2.2)

Definicja 2.2 Niech p,q € R, zas L bedzie lamang. Zaldimy, Ze n oraz ay,...,a,,b1,...b, € RY sq takie, jak w definicji
tamanej L.

Mowimy, ze L jest tamang lgczqcg punkty p i q wtedy @ tylko wtedy, gdy a; = p oraz b, =q.

Lamang lgczacq punkty p i q oznaczamy L(p,q).

Uwaga 2.1 ELamana moze mie¢ punkty samoprzeciecia.
Whniosek 2.1 famana jest zbiorem spdjnym.

Twierdzenie 2.6 Niech A bedzie podzbiorem zbioru RY.

Jesli kazde dwa punkty zbioru A mozna polgczyé tamang w nim zawartg, to zbior A jest spojny w E2.

Twierdzenie 2.7 Niech A bedzie podzbiorem zbioru RY.
Jezeli A jest zbiorem otwartym w %, to zbior A jest spojny w w £ wtedy i tylko wtedy, gdy kazde jego dwa punkty zbioru

A mozna polgczyé lamang w nim zawartq.
Whiosek 2.2 £9 jest przestrzeniq metryczng spojng.

Definicja 2.3 Obszarem w £ nazywamy dowolny otwarty i spéjny zbior w E2.



Granica funkcji.

Uwaga 2.2 PoniewaZ definicja granicy funkcji w punkcie wprowadzilismy na I roku analizy matemaycznej dla odwzorowan z
dowolnej przestrzeni metrycznej w inng przestrzen metryczng, wiec pozostaje ona stuszna dla odwzorowan w jednej przestrzeni
euklidesowej w drugq.

Sformutujemy teraz twierdzenia, ktore nie pojawily sie w zeszlym roku oraz twierdzenie wazne z pewnych powoddéw. Pierw-

sze z tych twierdzen udowodnimy.
Niech r bedzie liczba naturalng wicksza od 1, G niepustym podzbiorem R", p punktem z R".

Twierdzenie 2.8 (Kryterium Bolzano-Cauchy’ego) Niech p bedzie punktem skupienia zbioru G, a f: G — R? dowol-
nym odwzorowaniem.

Odwzorowanie f ma w punkcie p granice wtedy i tylko wtedy, gdy

Ves03550Vxyeq0 < der(x,p) < IN0 < der(y,p) <6 = dea(f(x), f(y)) <e. (2.3)

Uwaga 2.3 Niech f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.

Z kazdym odwzorowaniem f zwigzane jest d funkcji f1,..., fq o tej samej dziedzinie, ale o warto$ciach rzeczywistych w
sposob nastepujgcy
def
Vierali(®) = (F(x))i.
Sq to tzw. skladowe odwzorowania f. Zapisujemy wtedy f = (f1,..., f4)-
Twierdzenie 2.9 Niech p bedzie punktem skupienia zbioru G, a = (ay,...,aq) punktem z R, a f: G — R? dowolnym
odwzorowaniem.
Jezeli lim f(x) = a, to dla dowolnego i € 1,d mamy
x—p
lim f;(x) = a;. (2.4)
X—p

Ponadto, jezeli dla dowolnego i € 1,d zachodzi warunek (2.4), to lim f(x) = a.
X—p

Uwaga 2.4 ' Zauwazmy, Ze ostatnie twierdzenie redukuje problem liczenia granicy odwzorowania f: G — R? do liczenia
granic funkcji o dziedzinie G i wartosciach w R. Oznacza to, Ze aby to o czym tu mowimy nie bylo powtdrzeniem tego co

bylo robione na Analizie Matematycznej na I roku nasze funkcje muszq mieé dziedzine bedgcg podzbiorem E" dla r > 1.

Uwaga 2.5 Substytutem mozenia funkcji o wartosciach rzeczywistych dla funkcji o warto$ciach w przestrzeni euklidesowey,
gdzie d > 1, jest iloczyn skalarny. Jednak nie jest to dokladny odpowiednik, gdyz iloczyn skalarny takich funkcji jest juz
funkcjg o wartos$ciach rzeczywistych.

Jednak przed udowodnieniem twierdzenia o granicy tloczynu skalarnego funkcji wprowadzimy pojecie iloczynu skalarnego

ciggow z R i udowodnimy twierdzenie iloczynu skalarnego ciggow zbieznych.

Definicja 2.4 Niech dane bedq ciqgi (x,,), (yn) C RE. Wtedy cigg liczbowy (c,,) nazywamy iloczynem skalarnym ciggéw (x,,)
i (yn), co zapisujemy ((Xn)|(yn)) = (cn), wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

en =xtyr + ...+ J)Zyg = (Xn|Yn)-
def

Uwaga 2.6 Analogicznie mozna okreslié¢ iloczyn skalarny funkcji jako (f|g)(z) = (f(x)|g(x)).

Twierdzenie 2.10 (o granicy iloczynu skalarnego ciagéw) Jezeli (x,), (y,) C R? i x9,y0 € R? oraz lim x, = xq i

. n—oo
lim y, = yo, to
n—oo

i (xalya) = (xolyo)- (2.5)

Hnformacja podana na wyktadzie w dniu 18.10.2007r.
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Twierdzenie 2.11 Niech p bedzie punktem skupienia zbioru G, a i b punktami z R%, f,g: G — R? dowolnymi odwzorowa-
niami, o dowolng liczbg rzeczywistq.

Jezeli lim f(x) =a i lim g(x) = b, to wéwczas
X—p X—p

lm(f+9)x) = a+b; (2.6)
lm(fl9)x) = (alb); (2.7)
lm(a-f)x) = aa (2.8)
lm(f-9)x) = a-b. (2.9)

Uwaga 2.7 Nowymi pojeciami, ktore pojawiq sie przy pojeciu granicy funkcji o dziedzinie bedgcej podzbiorem przestrzeni
euklidesowej sq tzw. granice iterowane. Dla prostoty zapisu i jasno$ci twierdzenia granice iterowane omowimy, gdy r = 2 tzn.

plaszczyzny euklidesowej i funkcji o dziedzinie bedgcej podzbiorem R2 i wartosciach rzeczywistych.

Definicja 2.5 Niech ) # A C R?, (z0,y0) € R? bedzie punktem skupienia zbioru A, f: R? — R (mamy przestrzenie
metryczne 2 i EY) dowolng funkcjq.

Granicami iterowanymi funkcji f w punkcie (zo,yo) nazywamy granice

lim <lim f(amy)) oraz  lim (lim f(x,y)), (2.10)

r—Xo Yy—Yo Yy—Yo r—XTo

o ile granice te majg sens tzn. przy ustalonej jednej zmiennej punkt bedacy jedng ze wspdlrzednych punktu (xg,yo) jest
punktem skupienia (oczywiscie odpowiednig).

Uwaga 2.8 W pierwszej z tych granic w granicy wewngtrz funkcje f traktujemy jako funkcje argumentu y przy ustalonym
(stalym) argumencie x. Analogicznie dla drugiej granicy iterowanej.
Zavwazmy ponadto, Ze lim f(z,y) (odpowiednio li_>m fx,y)) jest juz tylko funkcjg x (odpowiednio y).
Granice lim f (9;/, ygo nazywamy granicg pogw(;;]%%q.
(@,y)—(z0,y0)
Uwaga 2.9 2 Interesujgcym jest zwigzek granicy podwding, a granicami iterowanymi. Przedstawimy go nastepnym twierdze-

niu. Jednak wczesniej dla uproszczenia jego zapiséw wprowadimy dla A C R? oznaczenia
AT E r e R: Jyer(m,y) € A} oraz AP E{y e R: I, cr(z,y) € A}.

Lemat 2.1 3 Niech A jest niepustq kulg otwartg w R?, a (x¢,y0) € R? bedzie punktem skupienia zbioru A.
Wtedy o jest punktem skupienia zbioru A'', a yo jest punktem skupienia zbioru A'2.

Twierdzenie 2.12 Niech A bedzie niepustq kulg otwartq* wR?, (zo,y0) € R? bedzie punktem skupienia zbioru A, f: A — R
dowolng funkcjqg.

Jezeli funkcja f posiada granice podwding w punkcie (zo,vo) oraz dla kazdego x € A funkcja f(x,-): A — R posiada
granice w punkcie yo i kazdego y € A"? funkcja f(-,y): A”Y — R posiada granice w punkcie g, to

lim f(z,y) = lim (lim f(x,y)) = lim <lim f(x,y))
(z,y)—(z0,y0) T—=Zo \Y—Yo Y—Yo \T—To

Uwaga 2.10 PoniewaZ, jak juz o tym wspominalismy (R!,+,-,0), gdzie | jest dowolng liczbg naturalng jest skoriczenie

wymiarowq przestrzeniq wektorowq wigc mozna rozpatrywac baze. My bedziemy rozwazaé baze standardowq (e;),.77 zadang

wzorem

2Informacja podana na wykladzie w dniu 18.10.2007r.
3Informacja podana na wyktadzie w dniu 18.10.2007r.
4Informacja podana na wykltadzie w dniu 18.10.2007r.



Wyklad 3

18.10.2007 (za 16.10.2007)

Cigglosé i jednostajna cigglosé funkcji.
Niech d bedzie liczba naturalna.

Uwaga 3.1 Poniewaz definicje cigglosci funkcji w punkcie, funkcji cigglej (na zbiorze), funkcji jednostajnie cigglej na zbio-
rze, czy tez spelniajgcej warunek Lipschitza wprowadziliémy na I roku dla ogdlnej przestrzeni metrycznej, wiec pozostajq
stuszne dla 7.

Sformulujemy teraz twierdzenia, ktore nie pojawily sie w zeszltym roku oraz twierdzenie wazne z pewnych powodéw. Pierw-

sze z tych twierdzen udowodnimy.

Uwaga 3.2 Rozpatrujemy . Przed rozpatrywaniem wlasnosci funkeji cigglych wprowadzimy pojecie tzw. rzutu prostopa-

dlego na i-tg 0§ ukladu (ewentualnie wspélrzedng), gdzie i € 1,d.

Definicja 3.1 Niech i € 1,d bedzie dowolne.

Odwzorowanie 7; : RY — R zadane wzorem 7;(x) = x;, gdzie x € R?, nazywamy rzutem na i-tq wspéirzedng.

Twierdzenie 3.1 Niech i € 1,d bedzie dowolne.

Rzut na i-tg wspotrzedng jest odwzorowaniem Lipschitzowski ze stalqg réwng 1.

Whniosek 3.1 Niech i € 1,d bedzie dowolne.

Rzut na i-tg wspdtrzedng jest odwzorowaniem jednostajnie cigglym, wiec i cigglym.
Niech r bedzie liczba naturalng wigksza od 1, G niepustym podzbiorem R", za$ p bedzie punktem z R".

Lemat 3.1 Niech i € 1,d bedzie dowolne, a f: G — R? odwzorowaniem takim, Ze f = (f1,..., f1).
Wtedy m; o f = f;.

Twierdzenie 3.2 Niech f: G — R? bedzie dowolnym odwzorowaniem i f = (fi,..., f4), a p bedzie punktem z G.
Odwzorowanie f jest ciggle w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i € 1,d odwzorowanie f; jest ciggle w
punkcie p.

Uwaga 3.3 Zauwaimy, Ze ostatnie twierdzenie redukuje problem cigglosci odwzorowania f: G — R? w punkcie tak, jak

liczenia granicy w punkcie, do sprawdzania cigglosci sktadowych funkcji.

Twierdzenie 3.3 Niech f,q: G — R? bedg dowolnymi odwzorowaniami.
Jezeli sq one ciggle (ciggle w punkcie p € G), to ciggle (odpowiednio ciggle w punkcie p) sq funkcje f +g, f—g, a- f
oraz (flg)-

Twierdzenie 3.4 (Weierstrassa o obrazie ciaglym zbioru zwartego) Niech G bedzie zwartym podzbiorem E", nato-
miast f: G — R dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli f jest ciggle, to zbior f(G) jest zwarty w E2.

11
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Twierdzenie 3.5 (Weierstrassa o osiagganiu kreséw przez funkcje ciagta) Niech G bedzie zwartym podzbiorem ET, a
[+ G — R bedzie dowolng funkcjg i
ME sup f(x) oraz m= inf f(x). (3.1)
xeG xeG

Jezeli f jest ciggla, to istniejg punkty p,q € G takie, Ze f(p) =M i f(q) = m.

Twierdzenie 3.6 (Cantora) Niech G bedzie zwartym podzbiorem E7, a f: G — R? bedzie dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli f jest ciggle, to f jest odwzorowaniem jednostajnie cigglym.

Uwaga 3.4 Zmodyfikujemy obecnie definicje wlasnosci Darboux na na dowolng przestrzen metryczng, a nastepnie dowie-
dziemy twierdzenia Darbouz.

Definicja 3.2 Niech B bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zbioru G, f: G — R bedzie dowolng funkcjg.

Mowimy, ze funkcja f ma wlasno$é Darboux na zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy

VabeBVcer (f(a) <c < f(b)V f(a) > ¢ > f(b)) = Ixenf(x) =c. (3.2)

Twierdzenie 3.7 (Darboux — o przyjmowaniu wartosci poérednich) Niech G bedzie zbiorem spéjnym w E™, f: G —
R dowolng funkcjg.

Jezeli f jest ciggla, to [ posiada wlasnosé Darboux na G.

Twierdzenie 3.8 (o zachowaniu znaku) Niech G bedzie otwartym zbiorem E", p dowolnym punktem z G, a f: G — R
dowolng funkcjqg.
Jezeli f(p) # 0 oraz f jest ciggla w punkcie p, to istnieje dodatnia liczba rzeczywista p taka, ze B(p,p) C G oraz dla

wszystkich punktéw kuli B(p, p) funkcja f przyjmuje niezerowe wartoéci, ktére majg ten sam znak, co znak f(p).

Uwaga 3.5 ZaloZenia ostatniego twierdzenia mozna ostabié — nie trzeba zakladaé, Ze zbior jest otwarty, ale wtedy teza jest

prawdziwa dla punktow z cze$ci wspdlnej kuli © zbioru A.
Uwaga 3.6 W przypadku funkcji o wartosciach w RY nie ma klasyfikacji punktéw niecigglosci.

Uwaga 3.7 Tuwierdzenie o cigglosci funkcji odwrotnej (dziedzina przedzial niezdegenerowny) wymaga dodatkowego zalozenia:
mozna np. zalozyc, zZe funkcja, ktorej odwrotna nas interesuje jest ciggla oraz zZe prowadzi ona ze zbioru otwartego polozonego
w przestrzeni d-wymiarowej w przestrzen tego samego wymiaru d (jest to twierdzenie Brouwera o niezmienniczoéci obszaru,).
W tej wersji twierdzenie to jest prawdziwe, ale jego dowdd znacznie wykracza poza ramy tego wyktadu. Innym zaloZeniem gqwa-
rantujgeym cigglosé funkcji odwrotnej jest zwarto$¢ jej dziedziny, co bylo udowodnione na wykladzie z Analizy Matematycznej
na I roku.

Odwzorowania liniowe z R” w R? i ich cigglo$é.
Niech r i d beda liczbami naturalnymi.

Definicja 3.3 Odwzorowanie L: R™ — R? nazywamy liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,y z R" oraz
dowolnej liczby rzeczywistej o spetnione sq warunki

L(x+y)= L)+ L(y). (3.3)

L(a-x) = a- L(x). (3.4)

Uwaga 3.8 Zbidr wszystkich odwzorowan liniowych z R™ w R? oznaczamy L(R™,R?).Y Jest to przestrzen liniowa z dziala-
niami okreslonymi nastepujgco dla dowolnych x € R™, a € R oraz L, Ly, Ly € L(R",RY):

(aL)(x) < a(Lx),

(L1 + Lo)(x) < L1 (x) + La(x)

i elementem zerowym bedgcym przeksztalceniem zerowym.

Ponadto jest to przestrzen unormowana, a nawet Banacha. Jednak o tych faktach powiemy na przyszlych wykladach.

W ogélnej teorii zaklada sie, ze ten zbiér sktada sie odwzorowan liniowych, ktére sg ciggle lub réwnowaznie ograniczone.
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Uwaga 3.9 Wartosé odwzorowania liniowego L w punkcie X oznaczamy Lx.

Uwaga 3.10 Odwzorowanie liniowe mozna utozsamié z macierzq (w pewnych bazach). W naszym wypadku rozpatrujemy
WYLACZNIE bazy standardowe.

Twierdzenie 3.9 Niech

aip a2 ... Q1r
a1 a2 ... Qo
L =
aq1 Qg2 ... Qqr
Wtedy dla dowolnego x z R"™ mamy
d r
2
IZx| < { ([ DD ad | Ixl
i=1j=1
d r
Twierdzenie 3.10 Odwzorowanie liniowe jest odwzorowaniem Lipschitza ze stalg > afj, wiec jest ciggle.
i=1j=1

Rézniczkowalnos$é funkcji wielu zmiennych.

Niech r bedzie liczba naturalng wieksza od 1, d i [ liczbami naturalnymi, G dowolnym niepustym podzbiorem R", za$ p
bedzie punktem z R".

Definicja 3.4 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, p punktem G, a f: G — R% dowolnym odwzorowaniem.
Odwzorowanie f jest rézniczkowalne w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeksztalcenie liniowe L € L(R",R?)

takie, zZe

i {P+1h) — f(p) — Lh
h—0 [

:07

Wtedy przeksztalcenie liniowe L nazywamy pochodng? odwzorowania f w punkcie p i oznaczamy symbolem D f(p) lub f'(p).
Jezeli w kazdym punkcie x zbioru G odwzorowanie f jest rézniczkowalne, to mowimy, Ze jest to odwzorowanie rézniczko-
walne na zbiorze G.

Definicja 3.5 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, a f: G — R¢ dowolnym odwzorowaniem. Zaléimy, Ze f jest réznicz-

kowalne na G. Odwzorowanie Df: G — L(R",R?) nazywamy pochodng odwzorowania f.

Uwaga 3.11
1. Df oznacza sie réwniez f’.
2. Zauwaimy, Ze tak naprawde przy utoisamieniu pochodnej odwzorowania f w punkcie p z macierzq (a; ;)

ieTdjelr ¥
standardowych bazach, mozemy mysle¢ o Df jako odwzorowaniu z G w R™%.

3. Niedlugo sie dowiemy, jak wyrazy macierzy (a; ;) reprezentujgcej pochodng odwzorowania f w punkcie p

i€l d.jeLr
zwigzane sq¢ z odwzorowaniem f.

Twierdzenie 3.11 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, p punktem G, a f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.
Odwzorowanie f jest réiniczkowalna w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeksztatcenie liniowe L € L(R",R?)

takie, ze
o 1P+ 1) = £(p) — Lh]

0.
h—0 2]

Uwaga 3.12 Zauwaimy, ze w liczniku © mianowniku funkcji pod granicg wystepujg normy euklidesowe w rézZnych przestrze-

niach euklidesowych, chociaz sq¢ tak samo oznaczane.

2W niektérych podrecznikach odwzorowanie liniowe L nazywane jest rézniczka odwzorowania f w punkcie p. My ten termin zarezerwujemy na
odwzorowanie R™ 3 h — f/(p)(h) € R?. Nalezy jednak zaznaczyé, ze przy rozpatrywaniu pojecia rézniczkowalnoéci odwzorowarni o dziedzinach i
przeciwdziedzinach bedacych przestrzeniami Banacha (zobacz [2]) méwi si¢ raczej o rézniczce niz pochodnych.
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Twierdzenie 3.12 (o jednoznacznoéci pochodnej) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, p punktem G, a f: G — RY
dowolnym odwzorowaniem.
Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie p, to pochodna odwzorowania f w punkcie p jest wyznaczona jednoznacznie.

Twierdzenie 3.13 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, p punktem G, a f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie p, to jest w tym punkcie ciggla.

Twierdzenie 3.14 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p punktem G, f,g: G — R? dowolnymi odwzorowaniami, o
dowolnq liczbg rzeczywistq.
Jezeli f, g sq rozniczkowalne w punkcie p, to rézniczkowalne w punkcie p sq odwzorowania f+g, - f oraz f —g. Ponadto
(i) (f +9)(p) = f'(p) + 9 (p);
(ii) (- f)'(p) = - f'(P);
(iir) (f —g9)'(p) = f'(P) — ¢'(P)-

Twierdzenie 3.15 (o pochodnej zlozenia odwzorowan) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, f(G) zbiorem otwar-
tym w 4, p punktem G, f: G — R% i g: H — R! bedg dowolnymi odwzorowaniami.
Jezeli f(G) C H, [ jest rézniczkowalna w punkcie p i g jest rézniczkowalna w punkcie f(p), to go f jest rézniczkowalna

w punkcie p oraz (go f)'(p) = g'(f(p)) o f'(p)-



Wyktad 4

23.10.2007

Niech r bedzie liczba naturalng wigksza od 1, d liczba naturalna, G dowolnym niepustym podzbiorem R", za$ p, q punktami
R".

Twierdzenie 4.1 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, p punktem G, za$ f: G — R% dowolnym odwzorowaniem.

Funkcja f jest réiniczkowalna w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq przeksztalcenie liniowe L € L(R™,RY),
dodatnia liczba € i odwzorowanie r: B(0,¢) — R? takie, e dla dowolnego wektora h z B(0,€) zachodzi réwnosé f(p +h) =
f(p) + Lh + |h||r(h) i 7(0) = O oraz funkcja r jest ciggla w 0.1

Twierdzenie 4.2 (o pochodnej funkcji odwrotnej) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, p punktem G, za$ f: G —
R"™ dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli odwzorowanie f jest réznowartosciowe na G i réziniczkowalne w punkcie p, f(G) jest zbiorem otwartym w ET,
pochodna odwzorowania f w punkcie p jest izomorfizmem oraz odwzorowanie odwrotne f=1: f(G) — R” jest ciggle w punkcie

f(p), to wtedy f=1 jest réiniczkowalne w punkcie f(p) i zachodzi Téwnosé

Twierdzenie 4.3 (Lagrange’a o warto$ci $redniej) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, p i q punktami z G takimi,
ze [p,q] C G, za$ f: G — R dowolng funkcjq.

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na zbiorze G, to istnieje liczba rzeczywista © z odcinak otwartego 10, 1] taka, Ze

f(p) = f(@) = f(a+O6(—-q)p—-aq).

Twierdzenie 4.4 Niech G bedzie obszarem w E”, za$ f: G — R dowolng funkcjq.

Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na zbiorze G i jej pochodna jest stale réwna zeru, to f jest funkcjg stalg.

Twierdzenie 4.5

(i) Niech G bedzie otwartym podzbiorem w ET. Jezeli odwzorowanie f: G — RY jest odwzorowaniem stalym, to jest réinicz-

kowalna na zbiorze G oraz f'(p) = 0 dla dowolnego p z G.
(ii) Jezeli A: R" — R? jest odwzorowaniem liniowy, to A jest rézniczkowalna na R oraz DA = A.

(iii) Niech G bedzie otwartym podzbiorem w E", p punktem G, zas odwzorowanie f: G — R ma sktadowe (wspélrzedne)

(f1,--., fa). Odwzorowanie jest rézniczkowalna w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i € 1,d funkcje f;

sq rozniczkowalne w punkcie p. Ponadto wtedy zachodzi réwnosé
f'(p) = (fip),-- -, falp)).

Uwaga 4.1 Zauwazmy, Ze tak jak dla granicy i cigglosci problem rézniczkowalnosci odwzorowars o wartosciach R? redukuge

sie do rozniczkowalnosci funkcji o wartosciach rzeczywistych.

IKula B(0,¢) jest kula w £".

15
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Pochodne czastkowe.

Definicja 4.1 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, (e;) bazg standardowg w R, a f: G — R dowolng funkcjq.

i€l,r
Pochodng czgstkowq pierwszego rzedu funkcji f ze wzgledu na zmienng x;, gdzie i € 1,r, w punkcie p € G, nazywamy
granice
h-e)—
i J @+ -e) — f(p)

h—0 h

)

o ile ta granica istnieje. Te pochodng czgstkowq oznaczamy symbolem %(p).

Uwaga 4.2 Tak naprawde o pojeciu pochodnej czgstkowej mozna by bylo méwié¢ dla odwzorowania f: G — R%. Wtedy

granica bylaby wektorem, czyli mielibysmy rownosé

o= (e ).

o0x; ox;
Uwaga 4.3 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, p punktem z G, za$ f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.
Jezeli f = (f1,..., fa) jest rézniczkowalne w punkcie p, to mozemy utworzyé macierz pochodnych czgstkowych skiadowych
nastepujqaco:
o (p) o 3(P)
7). 5e)
e . )

Nazywamy jg macierzqg Jacobiego odwzorowania f w punkcie p.
Jezeli d = r, to mozemy policzyc jej wyznacznik, ktory nazywa sie jakobianem. Jakobian oznaczamy
D(f1,---, fr)
D((E1,...,$T)
Uwaga 4.4 Zauwwazmy, Ze dla pochodnych czastkowych stuszne sq wszystkie dzialania arytmetyczne (dodawanie, mnozenie,

dzielenie, odejmowanie, mnozenie przez liczbe) te same jak dla pochodnej funkcji rzeczywistej.

Twierdzenie 4.6 (warunek konieczny rézniczkowalnosci) Niech G bedzie otwartym podzbiorem w E™, p punktem z G,
f: G — R dowolng funkcjq.
Jezeli funkcja f jest réiniczkowalna w punkcie p, to dla dowolnego i € 1,7 pochodne czgstkowe %(p) istniejg oraz

7o) = (52m) -

Twierdzenie 4.7 (warunek dostateczny rézniczkowalno$ci) Niech G bedzie otwartym podzbiorem w E", f: G — R

dowolng funkcjqg.
Jezeli dla pewnej dodatniej liczby rzeczywistej € funkcja f ma pochodne czgstkowe wzgledem wszystkich zmiennych w
kazdym punkcie pewnej kuli otwartej B(p,€) i wszystkie one sq¢ ciggle w punkcie p, to funkcja f jest rézniczkowalna w

punkcie p 1 zachodzi nastepujocy wzor

Twierdzenie 4.8 (regula laniicucha (wniosek z twierdzenia o pochodnej zlozenia odwzorowan)) Niech G bedzie
zbiorem otwartym w E”, p bedzie punktem tego zbioru.
Jezeli funkcje g1, ...,9m: G — R sq rézniczkowalne w punkcie p, a funkcja f: R™ — R jest rézniczkowalna w punkcie

(g1(P); - -+, gm(P)), to wéwczas dla funkcji f o (g1,...,9m): G — R i dla dowolnego i € 1,7 mamy

Afolgr,--gm), \ _~~ Of g
Whiosek 4.1 Niech a i b bedq liczbami rzeczywistymi takimi, e a < b, v: ]a, b[— R? dowolng krzywg, a f: R? — R dowolng
funkcijq.
Jezeli ~y jest rézniczkowalna na la,b| oraz f jest funkcjq rozniczkowalna w kazdym punkcie v(]a,b[), to

d

(go)(t)=)_ Far (VOL(E).

k=1



Wyklad 5

30.10.2007

Niech r bedzie liczba naturalna wieksza od 1, d liczba naturalna, G dowolnym niepustym podzbiorem R", za$ p bedzie
punktem z R".

Pochodna kierunkowa
Uwaga 5.1 Pochodne czgstkowe mozna uogolnié otrzymujgc tzw. pochodne kierunkowe.

Definicja 5.1 Niech v bedzie wektorem niezerowym z R", G zbiorem otwartym w E", p punktem tego zbioru, a f: G — R
dowolng funkcjqg.

Pochodng kierunkowq funkcji f w punkcie p w kierunku wektora v nazywamy granice

lim fp+t-v) *f(p)7
t—0 t

o ile ta granica istnieje. Oznaczamy jg symbolem f.(p).

Whniosek 5.1 Niech G zbiorem otwartym w E”, p punktem tego zbioru, a f: G — R dowolng funkcjg.
Pochodna czgstkowa rzedu pierwszego wzgledem zmiennej x; w punkcie p funkcji f jest pochodng kierunkowq funkcji f w

punkcie p w kierunku wektora e;, o ile taka pochodna czgstkowa istnieje.

Uwaga 5.2 Zauwazmy, Ze mozna tez mowi¢ o pochodnej kierunkowej w kierunku wektora v w punkcie p dla odwzorowania
f: G — R Otrzymujemy wtedy wektor z RY, ktérego skladowymi sq pochodne kierunkowe sktadowych odwzorowania f w

kierunku wektora v w punkcie p.
Uwaga 5.3 Rowniez warunek konieczny dla rézniczkowalno$ci mozna wyrazié¢ za pomocq pochodnych kierunkowych.

Twierdzenie 5.1 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p punktem z G, f: G — R dowolng funkcjq.
Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie p, to dla dowolnego dowolnego niezerowego wektora v € R" pochodna

kierunkowa funkcji f w punkcie p w kierunku wektora v istnieje oraz zachodzi rowno$é

fop) = f'(p)v.

Definicja 5.2 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", a punkt p punktem tego zbioru, f: G — R dowolng funkcjq.
Jesli f jest funkcjq réziniczkowalng w p, to gradientem funkcji f w punkcie p nazywamy taki wektor z R" oznaczany

grad f(p), ze dla kazdego wektora h € R" zachodzi réwnosé

f'(p)h = (grad f(p)|h).
Uwaga 5.4 Gradient funkcji f w punkcie p oznacza si¢ réwniez V f(p).
Uwaga 5.5 Zauwaimy, ze

_|of of
= aixl(p),7axr

Vf(p) (p)
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Twierdzenie 5.2 (o kierunku najszybszego wzrostu funkcji) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p punktem tego
zbioru, a f: G — R dowolng funkcjq.
Jezeli funkcja f jest rézniczkowalng w p oraz Vf(p) # 0, to pochodna funkcji f w kierunku gradientu funkcji w da-

nym punkcie p jest najwiekszqg sposrod wszystkich pochodnych kierunkowych w tym punkcie w kierunku wektorow o dlugosci

Vi@l

Pochodna czastkowe wyzszych rzedéw

Definicja 5.3 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E7, p bedzie punktem zbioru G, i,5 € 1,7 oraz f: G — R dowolng
funkcjg.

Niech w kazdym punkcie x zbioru G istnieje %(X) Otrzymujemy odwzorowanie
of
:G—R
8.’)31‘ -

Jezeli dla tej funkcji istnieje pochodna czgstkowa rzedu pierwszego wzgledem zmiennej x; tzn. %j (gj) (p), to nazywamy jg

pochodng czgstkowq rzedu drugiego funkcji f wzgledem zmiennych x; i x; w punkcie p 1 oznaczamy

82
B )
xjé)xi

Jezelii # j, to pochodng czgstkowq rzedu drugiego funkcji f wzgledem zmiennych x; i x; w punkcie p nazywamy pochodng

mieszang rzedu drugiego funkcji f w punkcie p.
Uwaga 5.6 Mozna méwié o pochodnych czqstkowych rzedu dwa dla odwzorowan f: G — R (poréwnaj wwagi 4.2 i 5.2).

Twierdzenie 5.3 (Schwarza o pochodnych mieszanych) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, p punktem zbioru G,

i,j € 1,7 takim, Ze i # j, f: G — R dowolng funkcjq.

Jezeli pochodne mieszane 8;9]‘231;1' 1 82250% istniejg na zbiorze otwartym zawierajgcym punkt p i sq¢ ciggle w punkcie p, to

O f 0 )
8Ija$i b)= 89518% P):

Uwaga 5.7 Twierdzenie Schwarza jest prawdziwe przy ogdlniejszych zaloZeniach, a mianowicie:

2
1. pochodne czgstkowe %, % i 635;_ istniejg w pewnym otoczeniu punktu p;
i j 50,

2. pochodna czgstkowa 6:?»26];' jest ciggla w punkcie p.
J T

Oczywiscie do tezy nalezy dolgczyé warunek, zZe 8;225;,- (p) istnieje.

Whiosek 5.2 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E7, p punktem zbioru G, i,j € 1,7 takim, Ze i # j, f: G — R dowolng
funkcjq.
Jezeli pochodne mieszane % 1 % istniejg na zbiorze otwartym zawierajgcym punkt p, ale nie sqg réwne w punkcie
3 OTq 1O

P, to co najmniej jedna z nich nie jest ciggla w punkcie p.

Uwaga 5.8 Tuk jak dla funkcji rzeczywistych mozemy okresli¢ pochodne czgstkowe wyZszych rzedow.
Przyjmiemy oznaczenie
o f
O0x;, ...0x;,
na pochodnq czqstkowq rzedu k wzgledem zmiennych x;, ... x;,, gdzie is € 1,7,5 € 1,k (rézniczkujemy funkcje wzgledem
zmiennych w kolejnoéci od prawa do lewa jak te zmienne zapisujemy).

Dla uproszczenia zapisow bardzo czesto przyjmuje sie nastepujgce oznaczenie

Ort ... Oxyr’
gdzie « = (aq, ..., q,) jest wielowskaznikiem (o sq liczbami calkowitymi niewjemnymi), a |a| = a1 + ... + «, oraz gdy «;

rowne jest zero, to brak rozniczkowania po zmiennej x;, a gdy o; > 1 to mamy «; razy rozZniczkowanie po zmiennej x;.
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Definicja 5.4 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, k dowolng liczbg naturalng, f: G — R dowolng funkcjq.

Moéwimy, Ze funkcja f jest klasy C*) na zbiorze G (zapisujemy f € C¥)(Q)) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej
pochodne czgstkowe do rzedu k wlgcznie sq okreslone i ciggle na tym zbiorze.

Moéwimy, ze funkcja f jest klasy C(°) na zbiorze G (zapisujemy f € C(°)(G)) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej

pochodne czgstkowe dowolnego rzedu sq okreslone i ciggle na tym zbiorze tzn
e}
c>N@) = ) Cc™(G).
m=1

Uwaga 5.9 W przypadku funkeji z C?(G) otrzymujemy réwnosé ich pochodnych mieszanych.

Whiosek 5.3 (Schwarza) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, k dowolng liczbg naturalng, f: G — R dowolng funkcjq.
Jezeli funkcja f jest klasy C%) na zbiorze G, to wartosci jej pochodnych czgstkowych M_akf

5o —a.— Tie zalezg o porzqdku
1Oy,

rozniczkowania.

Funkcje jednorodne

Definicja 5.5 Niech G =R" bgdZ G =R"\ {0} i f: G — R bedzie dowolng funkcjg, p liczba calkowitq nieujemng.
Mowimy, ze [ jest funkcja jednorodng stopnia p wtedy i tylko wtedy, gdy

VierVxeq f(1x) = 17 f(x). (5.1)

Jezeli warunek (5.1) jest prawdziwy tylko dla liczb dodatnich t, to méwimy, Ze f jest dodatni jednorodna stopnia p.

Twierdzenie 5.4 (Eulera) Niech G = R” bgdZ G = R" \ {0} i f: G — R bedzie dowolng funkcjg, p liczba catkowitq
nieujemng.
Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na G i jest funkcja dodatni jednorodng stopnia p,

T

of
Vxeapf(x) = T (x).
G ; Bo;



Wyktad 6

06.11.2007

Niech r bedzie liczba naturalna wieksza od 1, d liczbg naturalna, G dowolnym niepustym podzbiorem R", za$ p bedzie
punktem R".

Uwaga 6.1 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E, p punktem G, a f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli f jest rézniczkowalna na G, to o pochodnej Df mozemy mysleé jako o odwzorowaniu z G w R™? (skladowe takiego
odwzorowania, to pochodne czgstkowe skladowych f). Mozemy wiec skorzystad z pojecia rézniczkowalnodci i mowié rézniczko-
walnosci takiego odwzorowania w punkcie p zbioru G. Tak definiujemy drugg pochodng odwzorowania f w punkcie p. Drugg
pochodnq odwzorowania f w punkcie p oznaczamy f”(p) badZ D?f(p). Indukcyjnie okreslamy n-tq pochodng odwzorowania
f w punkcie p, ktérg oznaczaé bedziemy D™ f(p), przyjmujgc, ze D" f(p) = D(D" f)(p).

Takie spojrzenie na pochodng pozwala obejsé trudnosci przy definiowaniu pochodnych wyzszych rzedow. Innym podejsciem
jest rozwazenie tylko sktadowych pochodnej D f. Jednak i to nie jest nie jest najlepsze. Tak naprawde trzeba by bylo definiowaé
od razu roziniczkowalnosé odwzorowan z przestrzeni Banacha w przestrzen Banacha. Nie ma wtedy problemu z okresleniem
pochodnych wyzszych rzedow. Przy tym spojrzeniu D™ f(p) jest odwzorowaniem klasy L(R", L(R",... L(R",R%)...)).

Inna charakteryzacja funkcji klasy C(™),

Uwaga 6.2 Zgodnie z uwaga 3.8 przestrzeri L(R",R?) jest przestrzeniq unormowang i Banacha. Udowodnimy ten fakt.
Pozwoli to nam scharakteryzowaé inaczej klasy C™) . Jednak na poczgtku sformulujemy potrzebne twierdzenia i definicje.

Nalezy podkreslié, ze niektorych dowodow na wykladzie nie przedstawiamy.
Definicja 6.1 Mdéwimy, ze L € L(R",R?) jest ograniczone wtedy i tylko wtedy, gdy

s 0Vxerr |Lx]| < M x|
Uwaga 6.3 Niech L € L(R",R?) bedzie dowolne. Wtedy zgodnie z twierdzeniami 3.9, 3.10 L jest ono ograniczone i ciggle.
Definicja 6.2 Niech L € L(R",R%). Norme odwzorowania L (oznaczang ||L||) definiujemy jako

inf{A > 0 : Vxerr || Lx|| < Al|x]|}.
Lemat 6.1 Niech L € L(R",R%). Wtedy
L] = sup{|ILx] : x € R” A x]] < 1}.

Lemat 6.2 (L(R",R%),|| - ||) jest przestrzeniq Banacha.

Twierdzenie 6.1 (warunek réwnowazny przynaleznoéci do klasy CV)) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E7, a
f: G — R dowolnym odwzorowaniem.
Funkcja f jest klasy CVY) na G wtedy i tylko wtedy, gdy jest réiniczkowalna i jej pochodna Df: G — L(R",R%) jest

odwzorowaniem cigglym.
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Uwaga 6.4 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, a f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.

Zauwaimy, ze jeieli f jest klasy C® na G, to druga pochodna jest odwzorowaniem z G w L(R", L(R",R%)). Ponadto
przestrzen, L(R™, L(R",R%)) jest izometrycznie izomorficzna przestrzeni L(R™,R"; R?) form dwuliniowych.

Natomiast, gdy f jest klasy C'™ na G, to m-ta pochodna jest odwzorowaniem L(R", L(R", ... L(R",R%)...)) (R" wystepuje
dokladnie m razy).

Uwaga 6.5 Korzystajac z pojecia odwzorowania wieloliniowego (m-liniowego) mozemy stwierdzié, ze m-ta pochodna jest

odwzorowaniem m-liniowym.

Uwaga 6.6 W przypadku zbioru G otwartego w E”, punktu p tego zbioru i funkeji f: G — R klasy C®) na G, druga pochodna

f w punkcie p reprezentuje sie przez macierz

%f 82 f
Tﬁ(p) o Bz 0 (p)
>f 2°f
Oxo0xy (p) e 0xo0x, (p)
9% . o '
Wale(l)) e amé (P)

Macierz tg nazywamy macierzqg Hessego albo hesjanem funkcji f w punkcie p.
Twierdzenie Taylora
Uwaga 6.7 Jezeli h € R" oraz « jest wielowskaznikiem, to
h Z pot . por,

Definicja 6.3 Niech n bedzie liczbg naturalng, G bedzie zbiorem otwartym w E™, p punktem tego zbioru, a f: G — R dowolng

funkcjq.
Zalézimy, ze f jest klasy C"(G). Przyjmijmy dla h € R” nastepujgce oznaczenie

n! n
D Y 7

o oyl a0y - 0%,

(p)h*.

Wtedy odwzorowanie
R">hw— D"f(p)h (6.1)

nazywamy n-rozniczkq funkcji f w punkcie p.

Twierdzenie 6.2 (Taylora) Niech f: G — R bedzie dowolng funkcjg, p punktem zbioru G, a p dodatnig liczbg rzeczywistq
takg, Ze B(p,p) C G.
Jezeli f jest klasy C™ (B(p, p)), to

Ve o Jocaf (%) = £(p) + Z 3D F(p)(x — p) + D" f(p + O(x — p))(x ~ p). (6.2)

Uwaga 6.8 Wyrazenie %D"f(p + O(x — p))(x — p) nazywamy resztq w postaci Lagrange’a.

Uwaga 6.9 Twierdzenie Taylora mozna réwniez sformulowaé zadajgc reszte w postaci catkowej, bgdZ w postaci Peano. Dla
formalnosci sformulujemy teze réwniez dla tych reszt.

Teza twierdzenia Taylora z resztq catkowq:

Vren(pn (x +Z D@ p)+ o [ (=)D tx— p)i (63)

Teza twierdzenia Taylora z resztq Peano:
(S 1 7 n
VxeBm.nf (%) = f(P) + ) D' f(P)(x —p) +ol[x —pl"), (6.4)
i=1

gdzie symbol o(||[x — p||") oznacza, Ze
o(llx — pl")

=0.
Ix—pll—0 ||x — Pl



22

Uwaga 6.10 Tuwierdzenie Taylora dla odwzorowan z otwartego podzbioru E™ w £ przedstawimy w uzupelnieniu, po zakori-

czeniu cze$¢ wykladu dotyczgcego rézniczkowania funkcyi wielu zmiennych.
Odwzorowania zwezajace

Definicja 6.4 Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczng i F: X — X dowolnym odwzorowaniem.
Mowimy, ze F jest kontrakcjg (odwzorowaniem zwezajacym) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba L z odcinka [0, 1] taka,
ze
Vo yex p(F(2), F(y)) < Lp(z,y).

Uwaga 6.11 Zauwaimy, Ze kontrakcja jest odwzorowaniem spelniajgcym warunek Lipschitza.

Twierdzenie 6.3 (Banacha o kontrakcji) Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczng zupelng, a F: X — X bedzie do-
wolnym odwzorowaniem.

Jezeli F' jest kontrakcjq, to istnieje dokiadnie jeden punkt staly tego odwzorowania tzn. istnieje dokiadnie jeden punkt x
z X taki, ze F(z) = x.



Wyklad 7

20.11.2007

Odwzorowania zwezajace c.d.

Twierdzenie 7.1 (o ciaglej zaleznosci punktu stalego) Niech (X, p) bedzie ustalong przestrzeniq metryczng zupeing,
F,G: X — X dowolnymi odwzorowaniamsi, a € dowolng liczbg dodatnig.

Jezeli F' bedzie kontrakcjg ze stalg rowng L, p jest punktem stalym F', q punktem stalym G oraz G spelnia warunek

Veexp(F(2), G(2)) <

€

to p(p,q) < =% -

Twierdzenie o funkcji niejawnej i odwzorowaniu odwrotnym
Niech r bedzie liczba naturalna wieksza od 1, G bedzie dowolnym niepustym podzbiorem R", za$ p bedzie punktem z R”.

Twierdzenie 7.2 (o odwracaniu odwzorowania) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p bedzie punktem zbioru G,
a f: G— R" dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli odwzorowanie f': G — L(R™,R") jest ciggle i dla punktu p rézniczka f'(p) jest izomorfizmem, to istnieje niepusty
zbior U C G otwarty w E” taki, Ze

(i) pe Ui f(U) jest otwartym podzbiorem w E",

(ii) f jest odwzorowaniem réznowartosciowym na U,

(iii) odwzorowanie (f|y)~t: f(U) — U jest rézniczkowalna i jej pochodne czgstkowe sq ciggle w punktach zbioru f(U).

Whniosek 7.1 (o lokalnej réznowartoSciowo$ci odwzorowania) Niech G bedzie obszarem w E", p punktem z G, a
f: G —= R" dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli f jest rézniczkowalne na G, pochodne czgstkowe sq ciggle w punkcie p oraz macierz Jacobiego odwzorowania f w
punkcie p jest nieosobliwa, to istnieje U C G zbior U otwarty w E" zawierajgcy punkt p taki, Ze fly jest odwzorowaniem
roznowarto$ciowym.

Definicja 7.1 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", a f: G — R” dowolnym odwzorowaniem.
Méwimy, ze odwzorowanie f jest dyfeomorfizmem klasy C (odpowiednio klasy CF, gdzie k jest liczbg naturalng) wtedy i
tylko wtedy, gdy f(G) zbiorem otwartym w E", f jest réinowartosciowe oraz f i £~ sq klasy CV (C*)) odpowiednio na G

i f(G).
Uwaga 7.1 Mozna byloby mowicé o dyfeomorfizme klasy C°. Jednak w tym wypadku oznaczatoby to tylko cigglosc.

Twierdzenie 7.3 (o odwzorowaniu uwiktanym) Niech k,l bedg liczbami naturalnymi, O bedzie niepustym podzbiorem
R otwartym w EL, p punktem R¥, q punktem R, a f: O — R dowolnym odwzorowaniem (odwzorowanie f bedziemy

traktowac jako odwzorowanie pary zmiennych (x,y), gdzie x € RF orazy € R!).

Jezeli f jest klasy C™Y) na O, (p,q) € O, f(p,q) = 0 oraz macierz (g;j (p,q)) __ jest mieosobliwa, to istniejq
J

1,j€1,
otoczenia otwarte U punktu p w EF i V punktu q w &' takie, ze dla kaidego x € U istnieje dokladnie jedno y € V, dla

ktérego f(x,y) = 0. Ponadto odwzorowanie g: U — V zadane warunkiem f(x,g(x)) = 0 jest klasy CV) na U.
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Uwaga 7.2 Istniejg dwa podejscia do dowodu twierdzenia o odwzorowaniu vwiklanym. Jedno z nich to bezposrednio z twier-
dzenia o odwracaniu odwzorowania, a drugie bezposrednio z twierdzenia Banacha o odwzorowaniu zwezajgcym. Drugie z tych
podejsé jest wykorzystywane w sytuacji, gdy dowodzimy twierdzenia o odwracaniu odwzorowania w oparciu o twierdzenie o
odwzorowaniu vwikianym.

Niezalezno$¢ funkcyjna.

Definicja 7.2 Niech G bedzie obszarem w E", n liczbg naturalng wickszq od jedynki, a f;: G — R dowolnymi funkcjami,
gdzie i € 1,n.

Mowimy, ze uklad funkcji fi1,..., fn jest funkcyjnie zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja H: R™ — R nietoz-
samosciowo rowna stalej taka, zZe dla dowolnego x € G zachodzi rownosé

H(f1(x),..., fa(x)) = const.
Jezeli taka funkcja nie istnieje to mowimy, ze uklad funkcji fi,..., fn jest funkcyjnie niezaleiny.

Twierdzenie 7.4 (o funkcyjnej niezaleznos$ci) Niech r liczbg naturalng wiekszq od jedynki, G bedzie obszarem w E", a
fi: G — R dowolnymi funkcjami, gdzie i € 1,7. Prayjmijmy f = (f1,..., fr)

Jezeli funkcje f1,..., fr sq rézniczkowalne na G oraz macierz Jacobiego odwzorowania f w kazdym punkcie G jest nie-
osobliwa, to uklad funkcji f1,..., f, jest funkcyjnie niezaleiny.

Analiza ekstreméw

Definicja 7.3 Niech p bedzie punktem zbioru G, a f: G — R dowolng funkcjqg.

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie p maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie Op punktu p takie,
ze Op C G oraz dla dowolnego punktu x € Op jest f(x) < f(p).

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie p minimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie Op punktu p takie,
ze Op C G oraz dla dowolnego punktu x € Op jest f(x) > f(p).

Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie p maksimum lokalne wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie Op punktu
p takie, Ze Op C G oraz dla dowolnego punktu x € Op \ {p} jest f(x) < f(p).

Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie p minimum lokalne wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie Op punktu
p takie, Ze Op C G oraz dla dowolnego punktu x € Op \ {p} jest f(x) > f(p).

Mowimy, zZe funkcja f ma w punkcie p ekstremum lokalne (wlasciwe) wtedy i tylko wtedy, gdy ma w punkcie p minimum
lokalne (wlasciwe) badZ maksimum lokalne (wlasciwe).

Uwaga 7.3 Zauwaimy, ze aby mowié o ekstremum lokalnym w jakims punkcie dziedziny punkt ten musi byé punktem we-
wnetrznym tej dziedziny.



Wyktad 8

22.11.2007 (za 13.11.2007)

Niech r bedzie liczba naturalng wieksza od 1, G bedzie dowolnym niepustym podzbiorem R", za$ p bedzie punktem z R".
Analiza ekstreméw c.d.

Definicja 8.1 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p bedzie punktem zbioru G, a f: G — R dowolng funkcjqg.
Méwimy, Ze funkcja f ma w punkcie p maksimum globalne wtedy i tylko wtedy, gdy f(p) = sup{f(x) : x € G}.
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie p minimum globalne wtedy i tylko wtedy, gdy f(p) = inf{f(x) : x € G}.

Twierdzenie 8.1 (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p
bedzie punktem zbioru G, a f: G — R dowolng funkcjg.

Jezeli funkcja f ma w punkcie p lokalne ekstremum (minimum lub maksimum) i ma pochodng kierunkowq f,(p) w
kierunku wektora v, to fl(p) = 0.

Jezeli funkcja f ma w punkcie p lokalne ekstremum i jest rézniczkowalna w punkcie, to V f(p) = 0.

Definicja 8.2 Mowmy, Ze macierz A = (a;;), JeTEh jest macierzg symetryczng wtedy i tylko wiedy, gdy dla dowolnych i,j €
1,7]{ mamy ;; = Aj;.

Niech macierz A = (aij;) bedzie macierzq symetryczng. Mowimy, ze forma kwadratowa f jest zadana przez A wtedy

i,j€LE
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego x € R* mamy

k
f(x) = (Ax|x) = Z Qij T,

ij=1

Niech macierz A = (aij;) bedzie macierzq symetryczng, a f formg kwadratowq zadana przez A. Mowimy, Ze forma

i,j€Lk
kwadratowa jest dodatnio (ujemnie) okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) > 0 (f(x) < 0) dla dowolnego niezerowego x z
RE.

Forme kwadratowg nazywamy nieokreslong wtedy i tylko wtedy, gdy przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie © ujemne. Jezeli
natomiast przyjmuje stale nieujemne bgdZ niedodatnie oraz zeruje sie na wektorach niezerowych, to takg forme nazywamy

potokreslong.

Lemat 8.1 Niech macierz A bedzie macierzq symetryczng, [ formg kwadratowq wyznaczong przez A, a g formg kwadratowg
wyznaczong przez —A.

Forma kwadratowa f jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy g jest ujemnie okreslona.

Lemat 8.2 Niech macierz A bedzie macierzq symetryczng, a f formq kwadratowg wyznaczong przez A, t rzeczywistq liczbg

dodatniq.
Wtedy
inf{f(x) : ||x]| =t} > 0.
Twierdzenie 8.2 (Sylvestra o formach kwadratowych dodatnio okreslonych) Niech macierz A = (ai;); ;o775 be

dzie macierzq symetryczng, a f formg kwadratowqg zadana przez A.
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Forma kwadratowa f jest dodatnio (ujemnie) okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby naturalne I € 1,k
mamy
det(aij); je17 >0  (odpowiednio (—1)* det(aij); ;e17 > 0)-

Definicja 8.3 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p bedzie punktem zbioru G, a f: G — R dowolng funkcjq, dla ktérej
istniejq pochodne czgstkowe w punkcie p.

Punkt p nazywamy stacjonarnym wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie pochodne czgstkowe w punkcie p réwne sq zero.

Twierdzenie 8.3 (warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E”, p
bedzie punktem zbioru G, a f: G — R dowolng funkcjg.

Jezeli funkcja f jest klasy C® na G i punkt p jest punktem stacjonarnym, to

(i) funkcja f ma w punkcie p minimum lokalne, o ile forma kwadratowa wyznaczona przez D? f(p) jest dodatnio okreslona;

(ii) funkcja f ma w punkcie p maksimum lokalne, o ile forma kwadratowa wyznaczona przez D?f(p) jest ujemnie okre-
slona;

(iii) funkcja f mie ma w punkcie p ekstremum lokalnego, o ile forma kwadratowa wyznaczona przez D?f(p) jest nieokre-

$lona okreslona.



Wyktad 9

27.11.2007

Ekstrema warunkowe

Twierdzenie 9.1 (Lagrange’a o lokalnych ekstremach warunkowych) Niech k,l bedg liczbami naturalnymi, Gy zbio-
rem niepustym i otwartym w £, Gy zbiorem niepustym i otwartym w E', p punktem R*, q punktem R', a F: G1 x Gy — R!
dowolnym odwzorowaniem, a f: G1 X Go — R dowolng funkcjq, gdzie F' i f traktujemy jako odwzorowania pary zmiennych
(x,y) dla x € RF orazy € RL.

Niech F jest klasy CY) na Gy x Go, (p,q) € G1 x Go, F(p,q) = 0 oraz macierz (g—jf(p, q)) = jest nieosobliwa.
7 i,j€1,
Jezeli f jest rézniczkowalna na Gy x Go oraz przyjmuje w punkcie (p,q) warto$é najmniejszq lub najwiekszq sposréd

wartodci przyjmowanych na zbiorze {(x,y) : F(x,y) = 0}, to istniejq liczby rzeczywiste Ay, ..., N\ takie, Ze

Vf(p,q) = MVFi(p,q) +... + NVE(p,q).

Uwaga 9.1 Liczby rzeczywiste 1, ..., N\ w twierdzeniu Lagrange’a nazywamy mnoznikami Lagrange’a, natomiast funkcja

L: : G1 x Gy — R dang wzorem
!
L:f—E:&E
i=1
nazywamy funkcjg Lagrange’a.
Zastosowania
Niech 7 bedzie liczba naturalng wigksza od 1, G dowolnym niepustym podzbiorem R”, za$ p, v beda punktami z R”.

Definicja 9.1 Niech p bedzie dowolnym punktem G.
Wektor v nazywamy wektorem stycznym do zbioru G w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieujemna liczba

rzeczywista t i cigg (pn) C G\ {p} takie, Ze

. _ _ . Pn — P
lim p,=p oraz tv= lim ——.
n—-+oo n—-+4o00 ||pn - p”

Zbior wektorow stycznych do zbioru G w punkcie p oznaczamy symbolem T,G.

Uwaga 9.2 W wielu podrecznikach przez wektor styczny do zbioru okreslane sq, jako wektory styczne do krzywych zawartych
w tych zbiorach tzn. zbidr wartodci krzywych jest podzbiorem zbioru. Analogiczng definicje do tej (dokladniej réwnowazng)

mozna znaleZé w podreczniku W. Kolodzieja [2].
Uwaga 9.3 T,G nie musi, ale moze byc przestrzenig wektorowg.

Whniosek 9.1 Niech p bedzie dowolnym punktem G.
Jezeli istnieje wektor styczny do zbioru G w punkcie p, to punkt p jest punktem skupienia zbioru G.

Whniosek 9.2 Niech p bedzie dowolnym punktem G, r dowolng liczbg rzeczywistg.
Jezeli v jest wektor styczny do zbioru G w punkcie p, to sv jest tez wektor styczny do zbioru G w punkcie p.
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Twierdzenie 9.2 Niech p bedzie dowolnym punktem G, § liczbg dodatnig, v: | — §,6]— R” krzywa.
Jezeli p jest punktem skupienia zbioru G, v krzywq rézniczkowalng takq, Ze v(t) € G dla t €]0,46] i v(0) = p, to wektor
' (0)1 jest styczny do zbioru G w punkcie p.

Definicja 9.2 Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p bedzie punktem zbioru G, a f: G — R dowolng funkcjq.
Zbior {x € G : f(x) = f(p)} nazywamy poziomicq funkcji f zawierajgcq punkt p.

Twierdzenie 9.3 (warunek koniczny stycznosci do poziomicy funkcji w punkcie) Niech G bedzie zbiorem otwar-
tym w E", p punktem zbioru G, v #0, a f: G — R dowolng funkcjg.

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p © wektor v jest styczny w punkcie p do poziomicy funkcji f zawierajgcej
punkt p, to f'(p)v =0, a wiec (Vf(p)|v) =0.

Twierdzenie 9.4 (warunek dostateczny styczno$ci do poziomicy funkcji w punkcie) Niech G bedzie zbiorem o-
twartym w E”, p punktem zbioru G, v #0, a f: G — R dowolng funkcjqg.

Jezeli funkcja f jest rdzniczkowalna w punkcie p, ciggla w otoczeniu punktu p takqg, Ze Vf(p) # 0 oraz 0 = f'(p)v =
(Vf(p)|lv) =0, to wektor v jest styczny w punkcie p do poziomicy funkcji f zawierajacej punkt p.



Wyktad 10

04.12.2007

Niech r bedzie liczba naturalng, G dowolnym niepustym podzbiorem R”, za$ p, v punktami z R".

Definicja 10.1 Niech p bedzie dowolnym punktem G. Zatoimy, zZe ToG bedzie podprzestrzenig liniowg R".
Hiperplaszczyzng styczng do zbioru G w punkcie p nazywamy zbior

{p+v:veTl,G}

i oznaczamy T5G.
W szczegdlnodci, gdy TpG jest wymiaru jeden bedZ dwa, to hiperptaszczyzng T5G styczng do zbioru G w punkcie p jest
nazywana styczng (prostq styczng) i plaszczyzng styczng do zbioru G w punkcie p.

Rozmaito$¢ zanurzona w przestrzeni euklidesowej
Niech k, 1 beda liczbami naturalnymi, M podzbiorem R**!.

Definicja 10.2 Niech G bedzie otwartym podzbiorem £, f: G — R' dowolnym odwzorowaniem.

Zbior {(x, f(x) : x € G} C R* x R! nazywamy wykresem odwzorowania f.

Definicja 10.3 Zbior M nazywamy k-wymiarowq rozmaitoscig klasy C zanurzong w R*¥*tL wtedy i tylko wtedy, gdy dla

kazdego punktu p z M istnieje otoczenie otwarte Op C R punktu p, liczby naturalne i1, iz, . . . iy i funkcje Djrs Pjos- v Dot
klasy CV) na Op zmiennych i, x;,, ..., x;, takie, ze zbior M N Oy sklada sie z punktow, ktorych wspotrzedne o numerach
i1,12,...,%% S@ zmiennymi niezaleznymi, natomiast pozostale I wspdlrzednych to ¢j, (i1,12, ..., 0k), .., ¢4 (41,92, ..., k).
Uwaga 10.1

1. W definicji rozmaitoéci zakladamy, ze {i1,i2,... ik, 41,92, ---,01F = {1,2,..., k+1}. Wybdr liczb i1,ia,...,i; zaleiny
jest na ogot od punktu p. Liczby j1,12,...,71, to te sposrod 1,2, ...,k + 1, ktore pozostaly po wybraniu i1,ta,...,1%.

2. Rozmaitoici zanurzone w R¥! nazywane sq hiperpowierzchniami. Czasem ten termin zarezerwowany jest dla przypadku
1 =1. Liczba | nazywana jest kowymiarem rozmaitosci zanurzonej RFL,

3. Czesto zamiast méwié rozmaitosé zanurzona w R* Y méwi sie podrozmaitosé RF+,

4. Jesli dla wszystkich punkow zbioru M mozna wybraé jedno otoczenie O o ktorym jest mowa w definicji, to M nazywamy
platem k-wymiarowym w RFFL.

5. Zauwaimy, ze wykres odwzorowania f: G — R!, gdzie G jest niepustym obszarem EF, jest platem k-wymiarowym w
RE+,

Lemat 10.1 Niech G bedzie niepustym i otwartym podzbiorem RFTL p punktem G, f: G — R! dowolnym odwzorowaniem.
Jezeli f jest klasy C(G), to zbior {x € G : f(p) = f(x) oraz f'(x) jest epimorfizmem!'} jest podrozmaitoscig R+,

I Epimorfizm, to w naszym wypadku przeksztalcenie liniowe z R¥+! na R¢.
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Twierdzenie 10.1 (o wektorach stycznych do podrozmaitosci R*+)

1. Niech G bedzie niepustym podzbiorem R*, p punktem G, q punktem R¥*! a f: G — R! dowolnym odwzorowaniem.
Jesli G jest zbiorem otwartym w EF, odwzorowanie f jest klasy CV) na G, M jest wykresem f (tzn. M = {(x, f(x)) :
x €G})iq=(p, f(p)) € M, to zachodzi wzér TyM = {(v, f'(q)v : v € RF}.
2. Niech G bedzie niepustym i otwartym podzbiorem R*¥*!, p punktem G, a f: G — R' dowolnym odwzorowaniem.
Jedli f jest przeksztalceniem klasy CY) na G, p jest takim punktem, ze dla kazdego punktu z z poziomicy M funkcji f
zawierajgeej punkt p wynika, Ze f'(z) jest epimorfizmem, to zachodzi wzér ToM = ker f'(p).
Ekstrema warunkowe c.d.

Niech k,1 beda liczbami naturalnymi, G niepustym podzbiorem RF, p punktem RF.

Definicja 10.4 Niech G bedzie zbiorem otwartym EF, p punktem G, y punktem R!, f: G — R! dowolnym odwzorowaniem.
Zatozmy, zZe odwzorowanie f jest rézniczkowalnym na G.

1. Punkt p nazywamy punktem reqularnym odwzorowania f wtedy i tylko wtedy, gdy f'(p) jest epimorfizmem.
2. Punkt p nazywamy punktem krytycznym odwzorowania f wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest punktem regularnym f.

3. Punkt'y nazywamy wartoscig krytyczng odwzorowania f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt x z G taki, zey = f(x)
oraz x jest punktem krytycznym odwzorowania f.

4. Punkty nazywamy wartoscig regularng odwzorowania f wtedy i tylko wtedy, gdy y nie jest warto$ciqg krytyczng odwzo-
rowania f.

Uwaga 10.2 Zauwazmy, zZe wartosé reqularna moze w ogdle nie byé wartoscig odwzorowania f. W przeciwobrazie wartosci
krytycznej mogq znaleZcé sie punkty regularne, natomiast musi znaleZé sie co najmniej jeden punkt krytyczny.

Uwaga 10.3 Mozna definiowaé punkt krytyczny dla funkcji ograniczonej do zbioru opisanego réwaniami.

Definicja 10.5 Niech G bedzie niepustym otwartym podzbiorem T, g: G — R! dowolnym odwzorowaniem, f: G — R
dowolng funkcjqg.

Zaloimy, ze F i f sq klasy CY) na G, gradienty funkcji sktadowych g (tzn. funkcji g; dlai € 1,14 g = (g1,...,q)) sa
liniowo niezalezne na zbiorze M = {x € R¥*!: g(x) = 0}, 2 p punktem M.

Mowimy, ze punkt p z M jest punktem krytycznym f|a wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek Lagrange’a, tzn.
gdy istniejq liczby rzeczywiste 1, ..., A takie, ze Vf(p) = \iVg1(p) + AoVga(p) + ... + M Vagi(p).

Twierdzenie 10.2 (warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego) Niech k,l bedg liczbami naturalnymi,
G zbiorem niepustym i otwartym w EF, p punktem G, F: G — R! dowolnym odwzorowaniem, a f: G — R dowolng funkcjq.

Zalézmy, ze F i f sq klasy C® na G oraz 0 € F(G) C R jest wartosciq reqularng odwzorowania F, tzn. spelnia warunek

VeegF(x) = 0 = F'(x) € L(R*' RY) jest epimorfizmem.
1
Niech p € M = F~1(0) bedzie takim punktem, Ze istniejq liczby A1, ..., N takie, Ze Vf(p) = > \;VF;(p) oraz L bedzie
i=1
1
funkcjq Lagrange’a, tzn. L= f — > N\ F;.

i=1

Jezeli L'(p) = 0 oraz

(i) jezeli forma kwadratowa D*L(p) jest dodatnio okreslona na przestrzeni stycznej w punkcie p do zbioru M, to funkcja

flar ma lokalne minimum wladciwe w punkcie p;

(ii) jezeli forma kwadratowa D*L(p) jest ujemnie okreslona na przestrzeni stycznej w punkcie p do zbioru M, to funkcja
flar ma lokalne maksimum wladciwe w punkcie p;

(iii) jezeli forma kwadratowa D?L(p) jest nieokreslona na przestrzeni stycznej w punkcie p do zbioru M, to funkcja f|ur
nie ma lokalnego ekstremum w punkcie p.

20czywiscie zakladamy, ze M jest zbiorem niepustym.



Wyklad 11

11.12.2007

Uzupelnienia

Twierdzenie 11.1 (o oszacowanie minimalnego stopnia rozciggania liniowego izomorfizmu) Niech r bedzie licz-
bg naturalng.

Jezeli L jest liniowym izomorfizmem przestrzeni R", to dla dowolnego punktu x z R" zachodzi nierownosé
—1)-1
1Ll = (L7 [l
Niech n bedzie dowolna liczba naturalna wieksza niz jeden, [, k1, ..., k, dowolnymi liczbami naturalnymi.

Definicja 11.1 Oznaczmy przez V iloczyn kartezjariski R x ... x Rk 1
Méwimy, Ze przeksztatcenie B: V. — R! jest przeksztatceniem n-liniowym? wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego indeksu
i ze zbioru {1,2,...,n} i dowolnych p; € R¥ takich, ze j € {1,2,...,n} \ {i}, przeksztatcenie

Rki BX'_}B(pla"'7pi—1aX7pi+17"'apn) ERI

jest lintowe.
Zbior wszystkich przeksztatcen n-liniowych z V- do R' oznaczaé bedziemy symbolem L(RF1 RF2 . . RFn; R,

Twierdzenie 11.2 (o normie przeksztalcenia wieloliniowego) Jesli B € L(R* R¥2 ... RF»:RY), to istnieje nieujem-
na liczba rzeczywista C' taka, Ze
[B(x1,%2, ..., %n ) || < Cllxa]l - ... - x|
dla dowolnych wektoréw x; € RFt xo € RF2, ... x, € RF».
Twierdzenie 11.3 (o ciagloéci przeksztalcenia wieloliniowego) Jesli B € L(RF,R*2 ... R RY), to B odwzorowuge

przestrzen RF x R*2 x ... x R*» w przestrzen R w sposéb ciggly.

Twierdzenie 11.4 (o pochodnej przeksztalcenia wieloliniowego) Jesli B € L(RF RF2 ... RF+;RY), to B jest réz-

niczkowalne 1 zachodzi wzor

Bl(plap27"' apn)(hlah27"'7hn) = B(h17p27"'apn—1apn) +B(plah2a" -7pn—17pn) + ... +B(p17p27"'7pn—17hn)'

Niech r bedzie liczba naturalng wieksza od jedynki, d liczba naturalna, G niepustym podzbiorem R”, p, q i h elementami

R", a f: G — R? odwzorowaniem.

Twierdzenie 11.5 (Lagrange’a o warto$ci $redniej dla odwzorowania) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E™, p i
q punktami z G takimi, ze [p,q] C G, zas f: G — R? dowolnym odwzorowaniem.
Jezeli odwzorowanie f jest rézniczkowalne na zbiorze G, to istnieje liczba rzeczywista © z odcinak otwartego 10, 1] taka,
ze
If(p) = f(@l < If'(a+O(p—a))

1V jest przestrzenig wektorows wymiaru ky - ... - kp.
2Nazywamy réwniez przeksztalceniem wieloliniowym.

|- l(p—a)ll.

31



32

Whniosek 11.1 Niech bedg spelnione zaloZenia twierdzenia 11.5. Wiedy

1f(p) = f(@)l < sup [[f'(a+O(—a))l-(p-a)l

S
©€]0,1]

Twierdzenie 11.6 (Schwarza o symetrii drugiej pochodnej) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p punktem zbio-
ru G, a f: G — RY dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli odwzorowanie f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie p, to dla dowolnych u,v z R" zachodzi réwnosé

D?f(p)(u,v) = D*f(p)(v,u).

Uwaga 11.1 Przedstawimy teraz twierdzenie Taylora dla odwzorowan. Poniewaz D™ f(p) jest odwzorowaniem n-liniowym,
to przyjmiemy nastepujgce oznaczenie D™ f(p)h™ = D" f(p)(h,...,h).

Twierdzenie 11.7 (wzér Taylora z reszta Peano) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p punktem zbioru G, a
f: G — R dowolnym odwzorowaniem.

Jesli odwzorowanie f jest n-krotnie rozniczkowalna w punkcie p i v, oznacza n-tg reszte tzn.

f(p+1) = () + Df D)+ - D2f(PIN® + ...+ D" f(pI" + 1 (),

gdzie h jest takie, aby odcinek [p, p + h] zawarty byl w pewnym podzbiorze otwartym dziedziny, to

. rn(h)
lim =0.
w% Thl"

Twierdzenie 11.8 (Lagrange’a o wzorze Taylora) Niech G bedzie zbiorem otwartym w E", p punktem zbioru G, a
f: G =R dowolnym odwzorowaniem.

Jesli odwzorowanie f jest n + 1-krotnie rozniczkowalna w punkcie p i ry, oznacza n-tg reszte, to

[rn ()] < sup | DUV f(p + ©h)|| - [[hf" .

(n+ 1! oo

Przy czym jesli d = 1, to istnieje liczba © z odcinka |0, 1] taka, ze r,(h) = ﬁD(”'H)f(p + ©h)h"t!,



Wyktad 12

18.12.2007

Niech X bedzie niepustym zbiorem, rodzina Y o-cialem podzbioréow zbioru X, p miarg nieujemng na >, A podzbiorem X,
za$ f,g: X — R dowolnymi funkcjami.

Uwaga 12.1 Przed zdefiniowaniem calki Lebesgue’a wprowadimy oznaczenie
K(f)={pe 63, :p< [},
gdzie [ jest dowolng nieujemnqg funkcjg X-mierzalng.
Definicja 12.1 Niech f bedzie funkcjg X-mierzalng.
n(f)

(Czesé I) Jezeli f jest nieujemng funkcjq prostq (tzn. f = > arla, ), to calkq Lebesgue’a z funkcji f wzgledem miary p
k=1

nazywamy element rozszerzonego zbioru liczb rzeczywistych zad_any rownoscig
4 fn(f)
/fd,u = Z api(Ag). (12.1)
% k=1

(Czesé II) Jezeli | jest dowolng nieujemna funkcjq, to calkq Lebesque’a z funkcji f wzgledem miary p nazywamy element
rozszerzoneqo zbioru liczb rzeczywistych zadany rownosciq

/fdudg sup /pd,u. (12.2)
b's

% PEK(f)

(Cze$é III) Jezeli f jest funkcjg dowolnego znaku oraz przynajmniej jedna z calek

[ran [ rrau (12.3)
X X

jest skoriczona, to catkq Lebesgue’a z funkcji f wzgledem miary p nazywamy element rozszerzonego zbioru liczb rzeczywistych

[ fan [ £rau= [ . (12.4)
X X X

Jezeli obie calki w (12.3) sq skoticzone, to funkcje [ nazywamy calkowalng wzgledem p.

zadany réwnoscig

Definicja 12.2 Niech A bedzie zbiorem ¥-mierzalnym, a f funkcjg X-mierzalng.
Jezeli istnieje catka fX Iafdp, to calke Lebesgue’a z funkcji f wzgledem miary pu po zbiorze A, oznaczang [ fdp, nazywamy
A

element rozszerzonego zbioru liczb rzeczywistych réwny calce

/X Lifdp.
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Uwaga 12.2 Zbior wszystkich X-mierzalnych funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a wzgledem miary p na X oznacza-
my przez £(X, X, 1), natomiast zbior wszystkich ¥-mierzalnych funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a na X-mierzalnym
zbiorze A wzgledem miary u oznaczamy przez £(A, %, ).

n(f)

Whiosek 12.1 Jezeli f jest nieujemnq i prostq funkcja X-mierzalng takg, ze f= > apla,, to
k=1

n(f)
/fd/A =Y aru(AN Ay). (12.5)
A k=1

n(f)

DowoD. Niech beda spelnione zalozenia wniosku. Wtedy wystarczy zauwazyé, ze Inf = > aglana, 1 Iaf jest wiec funkcja
k=1

prosta. O

n(f)

Uwaga 12.3 Bedziemy bardzo czesto korzystaé z faktu o przedstawieniu funkcji Iaf, gdy f = Y. arla,, zauwazonego w
k=1

dowodzie ostatniego wniosku.

Whniosek 12.2 Niech A bedzie dowolnym zbiorem Y-mierzalnym, a f funkcjg Y-mierzalng.
1. f e L(A X, n) wtedy i tylko wtedy, gdy Iaf € £(X, 2, ).

2. Jezeli calka [ fdu jest okreslona, to [ fdpu= [ frdu— [ f~dp.
A A A A

3. Jezeli f € £(A, 3, pn), to fH,f~ € £(A, 3, n).

Whniosek 12.3 Niech A bedzie dowolnym zbiorem Y-mierzalnym, a f funkcjg X-mierzalng.

Jezeli f jest funkcja nieujemng, to

/fdu € [0, +o0].
A
Lemat 12.1 Niech f,g bedq nieujemnymi funkcjami prostymi X-mierzalnymi. Jezeli 0 < f < g na X, to [ fdu < [ gdp.
X X
Dowo6D. Niech f = Z arla,, 9= Z bilp, iniech = {1,...,n} x{1,...,m}. Wtedy ar, = f(x) < g(z) = b; dla dowolnych
k= =1
k=1,...,n,i=1,. moﬂexeAkﬂBlubmaczeJAkﬂB # (0, wiec

V(k,i)ejakm(Ak N Bl) < blm(Ak N Bz)

oraz

/ fin = Y o) = Y oA (U B) = Y a4 1 B)
X k=1 i=1 k=1 i=1

k=1
= Zzakﬂ(AkmBi) = Z akm(AkﬂBZ) < Z bk/l,(AkﬂBl)
e

14i=1 (k,i)€T (k,i)€T
= zn:zm:blp,AkQB ibl/LLnJAkﬂB
k= = k=1
= D bin(By) :/gdu-

=1 A

Whniosek 12.4 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X-mierzalnym, a f,g nieujemnymi funkcjami prostymi X-mierzalnyms.
Jezeli 0 < f(z) < g(x) dla wszystkich x € A, to [ fdu < [ gdp.
A A
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Dow6D. Niech beda spelnione zalozenia wniosku. Wtedy korzystajac z zalozen, okreSlenia catki pozbiorze, udowodnionego

przed chwilg lematu otrzymujemy I4f < I4g na X oraz

/fdu = /IAfdM< /IAgdu= /gdu-
A X X A

d

Twierdzenie 12.1 Calki z X-mierzalnej i niewjemnej funkcji prostej liczone zgodnie z okreSleniami (12.1) oraz (12.2) sq

rowne.

Dowo6D. Niech p bedzie Y-mierzalna i nieujemna funkcja prosta. Wtedy p € K(p) i oczywiscie

sup / p1dp > / pdp.
p1eK(p) J X X

Niech teraz p; bedzie dowolna 3-mierzalng i nieujemna funkcja prosta z K (p). Wtedy p; < p i zgodnie z lematem 12.1 mamy

/pldu</ pdp.
X X

Biorac supremum po wszystkich p; z K(p) otrzymujemy teze. a

Lemat 12.2 Niech A bedzie dowolnym zbiorem Y-mierzalnym, a f funkcjg X-mierzalng.

Jezeli p(A) =0, to calka [ fdu istnieje oraz zachodzi réwnosé [ fdu = 0.
A A

Dowo6D. KROK I. Niech f = Y apla,. Wtedy Iaf = > aglana, 1 p(AN Ag) = 0 i stad teza wynika z definicji catki
k=1 k=1

Lebesgue’a (czesé I).

KROK II. Niech f > 0 Wtedy dla dowolnej funkeji p € K (14 f) na mocy KROKU I mamy [ pdp = 0,awiec sup [ pdp =
X peK(Iaf)X
0.

KROK I1I. Niech f bedzie dowolna. Wtedy f = fT — f~. Na mocy KROKU I mamy ffid,u = 0, a stad teze na mocy
A

czesci 11T definicji calki Lebesgue’a otrzymujemy teze. a

Whiosek 12.5 Jezeli f jest X-mierzalna, to calka [ fdp istnieje oraz [ fdp = 0.
0 0
Lemat 12.3 Jezeli f = a na X dla pewnego a € R, to catka f fdu istnieje oraz ffdu = au(X).
X X

DowOD. Niech beda spelnione zalozenia lematu. Wtedy f jest X-mierzalna.
Jedli teraz a > 0, to wykorzystujac cze$é I definicji 12.1 otrzymujemy teze lematu. Jezeli teraz o < 0, to f* = 0 oraz
[~ =(—a). Aponiewaz [ fTdu=0-pu(X)=01 [ fdp=(—a)- pu(X), to
X b'e

[ fdn =0~ (~a)u(x) = an(x)

X
na mocy czeS¢ IIT definicji 12.1. a
Lemat 12.4 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X-mierzalnym, a [ funkcjg X-mierzalng.
Jezeli f(z) = a dla wszystkich © € A i pewnego o € R, to calka [ fdu istnieje oraz [ fdu = ap(A). Jezeli dodatkowo
A A
w(A) < o0, to f € £(A, X, 1).

Dowo6p. Niech beda spelnione zalozenia lematu. Wtedy Iaf = ala i w konsekwencji [ fdp = ap(A) na mocy czesci 1
A

definicji catki o ile « jest liczba rzeczywista nieujemna. Jezeli « jest ujemne, to (I4f)" = 0oraz (I4f)” = (—a)ls. Wystarczy

wiec zastosowaé trzeci punkt definicji catki. Ostatnia cze$é tezy wynika z pierwszej. a
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Lemat 12.5 Niech f,g bedg dowolnymi funkcjami X-mierzalnyms.
Jezeli0 < f < g na X, to [ fdu < [ gdu. Jezeli dodatkowo g € £(X, %, pn), to f € £(X, X, u).
X X

DowoD. Jezeli f i g sa dowolnymi funkcjami nieujemnymi spelniajacymi zalozenia lematu. Wtedy K(f) C K(g), a wiec

{/Xpdu:pGK(f)}C{/Xpdu:pGK(f)}-

Na mocy wlasnosci kresu gérnego i definicji 12.1 mamy

/fd,u: sup /pdu < sup /pdu: /gdu. (12.6)
4 PEK(f) 3 PEK(9) 4. %
Ostatnia czesé¢ tezy wynika z oszacowania (12.6) i wniosku 12.3. O

Whniosek 12.6 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X -mierzalnym, a f,g funkcjami X-mierzalnymi.
Jezeli 0 < f(x) < g(z) dla wszystkich x € A, to ffdu fgdu Jezeli dodatkowo g € £(A, X, 1), to f € L(A, X, u).

Lemat 12.6 Niech f,g bedg dowolnymi funkcjami X-mierzalnymi.
Jezeli f < gna X ige L(X,%,u), to fTe (X, u) oraz ffd,u fgdu

DowOD. Mamy
0< fF<gtoraz0< g < f dladowolnego = € X.

Ponadto g+ € £(X, X, p), wiec zgodnie z lematem 12.5 mamy [ € £(X, X, u), czyli [ fTdu < +oo. Jezeli teraz [ f~du =
X X

oo!fdu</gdu.

X

+00, to

Jezeli teraz [ f~dp < 400, to stosujac lemat 12.5 do czedci nieujemnych i niedodatnich otrzymujemy
X
/fdu=/f+du—/f’du< /9+du—/g’du=/gdu-
X X X X X X

Whniosek 12.7 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X-mierzalnym, a f,g funkcjami X-mierzalnymi.
Jezeli f(z) < g(x) dla wszystkich v € A i g € £(A,%, n), to f € L(A, %, u) oraz ffdu fgdu

Lemat 12.7 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X-mierzalnym, a [ funkcjg X-mierzalng.
Jezeli A £ 0, p(A) < +o0 i f jest ograniczona na A, to f € £(A, 3, u) oraz

p(A) int {f(z / e < p(A) sup{ ().

Dowo6D. Niech | = 115’4{]‘(3:)} oraz L = sup{f(z)}. Wtedy
z z€A

I < f(z) < L dla dowolnego z € A.

KROK 1. Zalézmy, ze f > 0. Wtedy [ > 0 i teza wynika z wnioskéw 12.6, 12.4.

KROK II. Zalézmy, ze f < 0. Wtedy Iaf = —Iaf~, L < 0 oraz (—L) < Iaf~ < (=I). Stosujac KROK 1 do funkcji
I4f~ otrzymujemy p(A) - (—L) < [ f~dp < p(A) - (—1). Mnozac nieréwno$é przez —1 i stosujac cze$é III definicji 12.1
otrzymujemy teze. .

KROK III. Niech f przyjmuje wartosci ujemne i dodatnie. Wtedy I < 0 oraz L > 0. Niech T = max{]l|,|L|}. Wtedy
Inf= < Tilaft < Toraz [ffdu < T - p(A) < +oo, a wige f € £(A, 5, u). Ponadto 0 < [ fTdu < L - u(A),

A A

~[rrdus [ [ran< [ ran

A A A A

0< [ fdu < (=) - u(A) jak réwniez
A

Daje to teze w tym przypadku. O
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Lemat 12.8 Niech A bedzie dowolnym zbiorem Y-mierzalnym, a f funkcjq X-mierzalng.
Jezeli f € £(A, 2, pu) ia €R, toa- fe L(A X, p) oraz [(a- fdu= o fdu.
A A

DowOD. Niech beda spelnione zalozenia lematu.
KROK I. Zalézmy, ze o = 0. Wtedy Ia(a - f) =0 i zgodnie z wnioskiem 2.4 mamy

Jtariau= OZa-A/fdu-

A

KROK II. Zalézmy, ze a > 0 i funkcja f jest nieujemna. Wtedy

Voo, P € K(la(a- f)) & g € K(Iaf) oraz Vyeez,q € K(Iaf) & a-qge K(Ia(a- f)).

Mamy wtedy
VpeK (Ix(a-f)) /pdu =a- / /fdu,
X
1 1
v(IEK(Ixf)/qd/‘: a'/a~qdu< a~/a.fdu,
X X b
a stad
1
/(O"f)dﬂga'/fduoraz /fdu< a/(a-f)du.

KROK III. Zalézmy, ze o > 0 i funkcja f jest dowolna. Wtedy f = fT — fTi(a-f)T =a- ft oraz (o - f)" =« f~ . Stad

J@pin = [@-pran- [ prdi=[a - [afau=a [ dp-a [ 5 du (eroxn)

A A A A A A A

= « /f*du—/f*d/i :a~/fdp.
A A A
KROK 1V. Zalézmy, ze a < 0 i funkcja f jest dowolna. Wtedy f = f* — f~i(a- f)T = (—a) - f~ oraz (a- )™ = (—a) - fT.

Stad
[ /< f>+du/ £ du= [ (=a) du- /(—a)-fw

A A

- /f dp — /f*du KROK 1) = /f*du /f dp :a~/fdu.

Lemat 12.9 Niech A i B bedqg dowolnymi zbiorami X-mierzalnymi, o f funkcjg X-mierzalng.
Jezeli B C A i f jest nieujemna na A, to catka ffdu istnieje i ffdu ffd,u

Jezeli dodatkowo f € £(A, 3, u), to f € £(B, % ,u)

DowOD. Niech A,B € X, B C Ai f bedzie funkcja nieujemna na A i X-mierzalng.
n
KROK 1. Zaldzmy, ze f jest funkcjg prosta i niech f = Y agpla,. Wtedy

[ =3 a0 B) < S auntarn ) = [ san
B k=1 k=1 ‘A

KROK II. Zalézmy, ze f dowolng funkcja nieujemna na A. Wtedy na macy KROKU I oraz definicji calki Lebesgue’a otrzymujmy

VpeK(IAf>/pdu < /pdu < /fdm
B A A

a stad wynika teza. a
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Whniosek 12.8 Niech A i B bedg dowolnymi zbiorami X-mierzalnymi, o f funkcjg Y-mierzalng.
Jezeli f € L(A,X,u) i BC A, to fe L£(B,%,u).

Dowo6D. Niech f bedzie funkcja Y-mierzalng taka, ze f € £(A, %, ) i A, B € ¥ oraz B C A. Wtedy f* € £(A, %, i), a stad
f* € £(B,%, 1) (zgodnie z lematem 12.9), wiec i réwniez f € £(B, Y, u). O

Lemat 12.10 Dla dowolnej ¥-mierzalnej i nieujemnej funkcji prostej p odwzorowanie

5 A p,(A) def/pd,u (12.7)
A

jest miara nieujemng.

n
Dowop. Niech p = > ailp, bedzie Y-mierzalng i nieujemna funkcja prosta. Mamy p,(0) = 0 zgodnie z wnioskiem 12.5.
k=1

o0
Niech {4,, : n > 1} C ¥ bedzie ciagiem zbioréw parami roztacznych. Oznaczmy A = |J A,. Mamy

n=1
up(A) = /pd,u = Zak,u(Bk NA)= Zaku(U(Bk NA,)) = ZakZu BN Ay)
k=1 k=1 n=1 k=1 n=1



Wyktad 13

15.01.2008

Niech X bedzie niepustym zbiorem, ¥ o-ciatem jego podzbioréw, 1 miara nieujemna na 3, A podzbiorem X, zaé f,g: X — R

dowolnymi funkcjami.

Twierdzenie 13.1 Niech f bedzie funkcjg nieujemng i X-mierzalng. Wowczas funkcja
ZBAHMf(A)déf/fdu (13.1)
A

jest miarqg nieujemng.

DowoOb. Niech f bedzie X-mierzalng i nieujemng funkcjg. Podobnie jak w lemacie 12.10 mamy p¢(0)) = 0. Niech {4, : n >
1} C ¥ bedzie ciagiem zbioréw parami roztacznych. Oznaczmy A = J A,.

n=1

o)
PRZYPADEK I. Istnieje takie n € N, ze py(A,) = +o0o. Wtedy > my(A,) = 400 i zgodnie z lematem 12.9 zachodzi teza
n=1

(bo pf(An) < pg(A)).
PRZYPADEK II. Dla dowolnego n € N jest pr(A,) < +00. Mamy

VoeK (Laf) /pdu => /pdu < Z/fdu = > n(An),
A n:lAn

n:lAn n=1

a stad
pp(A) < up(An).
n=1

Udowodnimy teraz nieréwnos¢ przeciwng. Wpierw udowodnimy, ze

/ fdp > / fdp+ / fdu dla dowolnych Y-mierzalnych zbioréw roztacznych Ay i As.
A1UA, Ay Az
Niech e bedzie dowolna liczba dodatnia. Istnieje wtedy funkcja prosta p € K (14,04, f) (zgodnie z definicjami calki Lebesgue’a
i kresu gornego) taka, ze
/pdqug > /fdu dlai=1,2.
A, A;

(Mozna rozwazy¢ funkcje proste p; oddzielnie na kazdym zbiorze A; kladac zero poza zbiorem A; i dodaé je, rozwazajac

oddzielnie calki na kazdym ze zbioréw. Tak skonstruowana funkcja jest z K (I4,ua4,f).) Otrzymujemy wéwezas
/fdu + / fdp < e+ /pdu + /pdu =c+ / pdj bo p, jest miarg nieujemna
A Ay A Ay A UA;

< e+ / fdu.

AjUAS

39
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Poniewaz € bylo dowolne, wigc zachodzi oszacowanie [ a, fap+ J a, fap < S A ua, Jdp- Indukeyjnie dowodzimy, Ze

e / fdu < / . fdp,
k=14 U Ax

k=1
n
o ile zbiory Ay, ..., A, sa parami rozlaczne. Poniewaz |J Ap C A, wiec zgodnie z z lematem 12.9 mamy
k=1
n n
Vnen > pp(Ay) = Z/fdu < /n fdu < /fdu = 1y (A).
k=1 k=13, U 4 WA
k=1
Przechodzac z n w granicy do nieskonczonosci otrzymujemy zadana nieréwnosc. a

Whniosek 13.1 Niech f bedzie dowolng funkcjg >-mierzalng.
Jezeli f € £(X, X, p), to funkcja py zadana w wzorem (13.1) jest o - addytywna oraz pyg() = 0. Ponadto przyjmuje tylko
wartodci skoriczone oraz my = mp+ — myp-.

Dowop. Poniewaz [ fdu = [ ftdu— [ f~dp dla dowolnego A € ¥, wiec teza wynika z udowodnionego twierdzenia 15.1. O
A A A

Uwaga 13.1 py z ostatniego wniosku nazywamy miarg znakowq.

Whniosek 13.2 Niech A i B bedg dowolnymi zbiorami S-mierzalnymi, o f funkcjg Y-mierzalng.

Jezeli f € £(X, X2, p) b f jest nieujemna oraz ANB =10, to [ fdu= [ fdu+ [ fdu.
AUB A B

DowOD. Wystarczy rozwazy¢ ciag {A, : n > 1}, gdzie Ay = A, Ay = B oraz A, = 0 dla n > 2 i wykorzysta¢ wnioski 13.1,
12.5. O
Whniosek 13.3 Niech f bedzie dowolng funkcjg >-mierzalng.
Zalézmy, ze [ jest funkcjq nieujemnqg badZ f € £(X, X, p) oraz {A, :n > 1} C X.
1. Jezeli {A,, : n > 1} jest ciggiem wstepujgeym, to
/ fdp = lim / fdp.
> A noteeJa,
2. Jezeli {A,, :n > 1} C X jest ciggiem zstepujgcym, to
/ fdp = lim / fdp.
M, A nTreeJa,
Lemat 13.1 Calka Lebesgue’a nie zalezy od wartosci catkowanej funkcji na zbiorze miary zero tzn.
Vs, x _gVBes [ X-mierzalna A (felX,Z,))VizZ0)AuB)=0= /fdu = / fdpu.
X X\B

DowoOD. Niech bedzie dana Y-mierzalna funkcja f: X — R, zbiér Y-mierzalny B takie, ze f € £(X,X, u) i u(B) = 0.
Poniewaz X = (X NB)U(X\ B)oraz XNB C Bi(XNB)N(X\ B) =10, wigc teza wynika z wniosku 13.2 1 lematu 12.2
oraz twierdzenia odp tw. a

Uwaga 13.2 W nastepnym wniosku nie musimy zakladaé, Ze funkcja g jest X-mierzalna, o ile funkcja f jest X-mierzalna.

Y-mierzalnosé funkcji g wynika z zatozZen oraz odpowiedniego twierdzenia dla miary zupelne;.

Whniosek 13.4 Niech u bedzie nieujemng miarg zupelng, a f funkcjg X-mierzalng.
Jezeli f jest nieuwjemna bgdZ f € £(X, X, u) oraz funkcja g jest p prawie wszedzie réwna funkcji f, to

X/fdu=x/gdu-

Ponadto w przypadku, gdy f € £(X, X, n), to g € £(X, X, u).
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DowoOD. Niech B={z € X : f(x) # g(x)}. Wtedy p(B) = 0 oraz

/fdu=/fdu+/fdu= /gdu+0= /gdu+/gdu=/gdu-
X B

X\B X\B X\B B X

Uwaga 13.3 Ostatni wniosek pozostaje stuszny, gdy zamiast zupelnosci miary p zatozymy X-mierzalnosé funkcji g.

Lemat 13.2 Niech f bedzie dowolng funkcjg X-mierzalng.
Wéwezas f € £(X, %, p) wtedy i tylko wtedy, gdy |f] € £(X, %, p).

DowoOD. Niech f bedzie Y-mierzalna.
(Koniecznoéé). Zatézmy, ze f € £(X, %, 1). Wtedy zgodnie z wnioskiem 12.2 mamy f* € £(X, ¥, ). Niech

X_ Ere X: f(r) <0}oraz X Z'{z € X: f(zx) >0}
Wtedy X_ U X, = X, zbiory sa rozlaczne i X-mierzalne.
[isiau= [\rin+ [1idn= [ raus [ £raus [rdus [5ran< o
X X_ X5 X_ X b X

(Dostatecznosé). Poniewaz 0 < f+ < |f|, wiec S/ fEdu < +00 na mocy lematu 12.5. Zgodnie z definicja caltki Lebesgue’a
X
konczy to dowdd. a

Whniosek 13.5 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X-mierzalnym, a f funkcjg X-mierzalng.
Wowczas f € £(A, %, p) wtedy i tylko wtedy, gdy |f] € £(A, X, u).

Lemat 13.3 Niech A bedzie dowolnym zbiorem X-mierzalnym, a f funkcjg X-mierzalng.
Jezeli f € £(A, X, u) oraz dla dowolnego x € A zachodzi |g(x)| < f(z), to g € £(A, X, u).

DowOD. Z lematu 12.5 mamy |g| € £(A, X, i), wiec teza wynika z lematu 13.2. O

Lemat 13.4 Jezeli f jest funkcjq Y-mierzalng takq, ze f € £(X, X, ), to

’/X fdu‘ < /Ifldu- (13.2)
X

DowOD. Poniewaz —|f| < f < |f|, wiec zgodnie z lematem 12.6 daje

—!Ifdu</xfdu<x/|fldu-

d

Twierdzenie 13.2 (Lebesgue’a - Beppo Leviego/Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej) Niech p bedzie miarg

zupelng, a {fn: X—-R:n> 1} niemalejgcym ciggiem nieuymenych funkcji X-mierzalnych. Wowczas

lim [ fodu= /( lim f,)du (13.3)
X b'e

Dowo6p. Niech funkcja f: X — R bedzie granica punktowa ciggu funkcyjnego (f,,) tzn.
Veex nh—{go fu(z) = f(2).

Poniewaz dla dowolnego = € X ciag (f.(z)) jest niemalejacy, wiec zgodnie z odpowiednimi twierdzeniami dla ciagéw liczbo-
wych monotonicznych jest on zbiezny do granicy skoficzonej lub niewlasciwej (+00). Funkcja f jest Y-mierzalna jako granica

funkcji mierzalnych. Ponadto 0 < f,, < f dla dowolnej liczby naturalnej n. Mamy wiec

/fndu < /fdu. (13.4)
X X
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PRZYPADEK I. Istnieje liczba naturalna k taka, ze [ frdu = +oco0. Wtedy dla dowolnego n > k, zgodnie z lematem 12.5,
X
mamy [ fpdp = +o0, a wigc lim [ fodp=+oo0i [ fdpu = +oo.
PRZYPADEK I1I. Dla dowolnego n jest [ f,du < +o0. Niech
X
ef

a® lim [ fodudlan>1.

n—oon

X

Mamy wtedy o € [0, +o0].
PRZYPADEK A. a = 400. Przechodzac z n do 400 w nieréwnosci (13.4) otrzymujemy teze.

PRZYPADEK B. a < +00. Na podstawie nieréwnosci (13.4) mamy « < [ fdu. Stad wystarczy udowodni¢ nieréwnosé
X
przeciwna. Niech p € K(f) i ¢ €]0, 1] beda dowolne. Okreslmy zbiory

A, déf{x € X : fo(z) > cp(z)} dla dowolnego n > 1.

Sa one X-mierzalne i poniewaz ciag (f,) jest niemalejacy, wiec ciag (A,) jest wstepujacy oraz suma wszystkich zbioréw A,

c/pduz/c~pdu< /fndu</fndu-
An An A, X

Stad « > ¢ [ pdu. Poniewaz p byla dowolna wiec nieréwnos$é ta jest prawdziwa dla kresu gérnego wzgledem p z K(f), co
X

daje zbiér X. Mamy wtedy

daje a > ¢ [ fdu. Biorac granice przy ¢ — 1~ otrzymujemy a > [ fdpu. a
X X

Twierdzenie 13.3 (Lemat Fatou) Niech cigg {fn: X—-R:ne€ N} bedzie ciggiem nieujemnych funkcji X-mierzalnych.
Wowczas

/liminf frdp < liminf/fndu. (13.5)
n—oo
b's

n— 00
X

Dowo6b. Okredlmy funkcje
Jn = ggifk dlan > 1.

Funkcje g, sa >-mierzalne, a ponadto tworza one niemalejacy ciag funkcji nieujemnych taki, ze lim g, = liminf f,, oraz
n—oo n—oo

fn = gn- Mamy wtedy

liminf/fndu > liminf/gnduz lim /gnd,u:/ lim g,dp = /liminf fndu.
n—0o0o n—oo n—oo n—oo n—oo
X X X X X



Wyklad 14

22.01.2008

Niech X bedzie niepustym zbiorem, ¥ o-ciatlem jego podzbioréw, p miara nieujemna na ¥, A podzbiorem X, zaé f,g: X — R

dowolnymi funkcjami.

Lemat 14.1 Jezeli f i g sq nieujemnymi funkcjami X-mierzalnymi, to

/(f+g)du=/fdu+/gdu~ (14.1)

X X X
Jezeli dodatkowo f,g € L(X, X, ), to f+g € L(X, %, p).

DowOD. Po pierwsze zauwazmy, ze jezeli udowodnimy r(’)wnoéé (14.1), to deziemy mieli ostatnia czesé tezy.

PRZYPADEK I. f,g sa funkcjami prostymi. Niech f = Z apla, 1 g = Z biIp, i kazda z rodzin zbioréw (Ax) i (B;)
jest parami rozlaczna i dajg caly zbiér A. Wtedy zbiory Cj, 11— Ag ﬁ B sa paraml roztaczne i w sumie daja zbiér A i dla
dowolnego x € Cy; mamy f(x) + g(x) = ax + b;. Ponadto f+¢g = Z Z (ar +bi)Ic, ;, wiec f + g moze by¢ przedstawiona

k=1i=1
l

jednoznacznie w postaci ) ¢;Ip,, gdzie ¢; jest suma pewnych ay, i b;, za$ D; jest sumg zbioréw Cy, ; dla ktérych d; = ag +b;.
j=1

)Zfdwr/gdﬂ

> apn(Ar) + > bip(Bi) =Y app(Ac N X)+ Y bip(BiN X)

X k=1 i=1 k=1 i=1
= > > ap(AeN B+ > bip(Ax N By)
k=11i=1 k=11i=1
= D (ak +b)u(Cri) = Z /(f+g)du
k=11i=1 j=1 X

PRZYPADEK II. f, g sa funkcjami nieujemnymi. Rozwazmy wéwczas niemalejace ciagi nieujemnych i 3-mierzalnych funk-
¢ji prostych (pn) i (g,) zbiezne odpowiednio do funkeji f i g. Istnienie tych ciagéw zagwarantowane jest twierdzeniem o
aproksymacji funkcjami prostymi. Oczywiscie ciag (p, + gn) jest ciagiem niemalejacym funkeji nieujemnych i X-mierzalnych
zbieznym do funkcji f + ¢g. Na mocy PRZYPADKU I otrzymujemy

anN /(pn+Qn)dﬂ: /pndﬂ+/QHd/L

X X X
Wykorzystujac teraz twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej i wlasnosci dziatan na ciagach liczbowych otrzymu-

jemy teze w tym przypadku. a

Whniosek 14.1 Niech A bedzie dowolnym zbiorem z 3.

Jezeli f i g sq¢ X-mierzalnymi funkcjami, nieujemnymi na A, to

/(f+g)du = /fdu+/gdu- (14.2)

A A A
Jezeli dodatkowo f,g € £(A, X, u), to f+g € L(A, X, u).

43
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Dow6D. Niech beda spetnione zatozenia. Wtedy T4 f oraz I4g sa juz nieujemne i teza wynika z lematu o okreSlenia calki po
zbiorze A. a

Uwaga 14.1 Nastepny lemat pozwoli nam nie bac sie symboli nieoznaczonych, gdy dodajemy funkcje o wartoSciach w roz-
szerzonym zbiorze liczb rzeczywistych w przypadku funkcji catkowalnych. Wykorzystamy fakt, Ze wartosé calki nie zalezy o

wartoéci funkcji na zbiorze miary zero, a wiec suma funkcji w takim przypadku moze byé nieokreslona.

Lemat 14.2 Niech f bedzie dowolng funkcjqg ¥-mierzalna.
Jezeli f € (X, 3, u), to f jest u prawie wszedzie skoriczona na X.

DoOwOD. (ad absurdum) Niech B* Z{z € X : f(x) = +oo}. Wtedy co najmniej jeden ze zbioréw ma miare niezerowa.
Przypu$émy, ze jest to zbiér BT. Poniewaz fT € £(X, X, u), wigc mamy

+o0 = /f*du < /f*du < 400.
B+ X
Analogicznie otrzymujemy sprzecznosé, gdy B~ ma miare niezerowa. O

Whniosek 14.2 Niech f bedzie dowolng funkcjg ¥-mierzalna, A dowolnym zbiorem X-mierzalnym.
Jezeli f € L(A, X, u), to f jest u prawie wszedzie skornczona na A.

Twierdzenie 14.1 Niech f,g bedg dowolnymi funkcjami X-mierzalnymi.
Jezeli {f, g} C £(X, X, ), to f+g€ £(X,%,u) oraz

/(f+g)du= /fdu+/gdu- (14.3)

X X X

DowoOp.
PRZYPADEK I. f jest funkcja nieujemna i g jest funkcja niedodatnia. Niech

AT Er e X : f(x) +g(z) > 0} oraz A~ Z{z € X : f(z) + g(x) < 0}.

Sa one zbiorami Y-mierzalnymi, roztacznymi i sumuja si¢ do zbioru A. Zgodnie z wnioskiem 72.8 mamy f,g € £(AT, %, u) N
£(A™,%, ). Na zbiorze AT nieujemne sg funkcje f, f + g, —g, zaé na zbiorze A~ funkcje f,—(f + g), —g. Mamy wtedy

/((f+9)+(—g))du= /(f+g)du+ /(—g)duz /(f+g)du— /gdu;

—
~
al
=
|

AT A+ At At A+ A+
/(—g)du = /(—(f+g)+f)du= /(—(f+g))du+/fdu= - /(f+g)du+/fdu,
A- A- A- A- A A-

Wykorzystaliémy lemat 14.1 oraz lemat 12.8. Ostatecznie

)[fdu+/gdu /fdu+/gdu + /fdqu/gdu

X A-

/f+gdu /gd/Hr/gdu + /fdu+/f+gdu /fdu

A[ (f + g)du + / (f + g)dp = X/ (f + g)du.

PRZYPADEK II. f, g sa dowolne. Rozbijmy zbiér A na sume zbioréw rozlacznych

A = {zceA:f(z)>0Ang(zx) >0} U{z e A: f(x) >0Ag(x) <0}
Uz e A: f(z) <O0Ag(z) >0}U{z e A: f(z) <0Ag(z) <0}
Ro6wnoéé caltek na pierwszym ze zbioréw wynika z lematu 14.1, zas dla zbioréw drugiego i trzeciego z PRZYPADKU 1. Natomiast

dla zbioru czwartego wystarczy rozwazy¢ funkcje —f i —g, ktore sa nieujemne. Dla nich wykorzystaé lemat 14.1. Roéwnosé
dla funkcji f, g otrzymamy z tego na podstawie lematu 12.8. a
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Twierdzenie 14.2 (Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej) Niech p bedzie nieujemng miarg zupelng, a cigg funk-
cyjny {fn: A—-R:n> 1} bedzie ciggiem funkcji X-mierzalnych.
Jezeli
(i) granica nEI—&I-loo fn istnieje u prawie wszedzie na X
(i) istnieje X-mierzalna funkcja g taka, ze g € L(X, 2, u) oraz | fn| < g p prawie wszedzie dla dowolnych n € N.
Wowczas nll}lloo fn jest funkcjg X-mierzalng i {nkrfoo frs fn:n € N} C £(X, X2, 1) oraz

lim [ fodp= /( lim f,)dp. (14.4)
n— oo n—-+4oo
X X
Dow6D. Oznaczmy f = lirf fn. Zauwazmy, ze w punktach, gdzie granica lim f,, nie istnieje funkcje f mozna zadaé przez
n—-1+0oo n—oo

dowolna wartos¢ np. przez zero. Funkcja f jest 3-mierzalna.
Na mocy lematu 13.3 mamy f, € £(X, %, u), jak réwniez f jest calkowalna na X, gdyz i dla niej zachodzi oszacowanie

|f] < g 1 prawie wszedzie. Mamy ponadto na mocy zalozenia (4)

g+ fn > 0oraz g — f, > 0 dla dowolnego n > 1.

Do ciggoéw tych zastosujemy lemat Fatou. Mamy

/gdu-i—liminf/fndu = liminf /gdu+/fndu zliminf/(g-i-fn)d,u
X X X

n—00
X X

> [tmint(o + fda = [t (g4 fu)du= [(g+ lim f)dn
X X X

= /gdu+!fdu

X

oraz

/gdu—limsup/fnd,u = /gdu+liminf(—/fndu) = liminf (!gd,u—/fnd,u
n—00 n—00 n—00
X b'e X X

X

— timinf [ (g~ fu)du> [lmint(g - f)dp = [t (g fu)dn

e X X X
= /(gfnlgrolofn)du:/gdu*/fdu-
X X X

Poniewaz 0 < [ gdp < 400, wiec w obu oszacowaniach (po zostawieniu tylko wyrazéw skrajnych) mozna uprosci¢ [ gdpu.
X

X
Otrzymamy wtedy
n—oo n—oo

limsup/fndu < /fdu < liminf/fnd,u< limsup/fnd,u7
X X X X

co zgodnie twierdzeniem o zwiazku granicy i granic dolnej i gérnej daje teze.

Lemat 14.3 Niech f bedzie dowolng funkcjqg ¥-mierzalng.
Jezeli f jest nieujemna @ f fdu =0, to f =0 pu prawie wszedzie na X.
X

Dowob. Niech A, Z'{z € X : f(z) > 1} dla dowolnego n > 1. Sa one zbiorami mierzalnymi. Mamy ponadto

1
0= / fu > / fp > —p(Ay).
X An

o0
Stad u(Ay,) =0, a poniewaz {z € X : f(z) >0} C |J A,, wiec teza wynika z o-subaddytywnosci miary nieujemne;j. O

n=1



46

Whniosek 14.3 Niech f bedzie dowolng funkcjg S-mierzalng, a A zbiorem 3-mierzalnym.
Jezeli f jest nieujemna na A i [ fdu =0, to f =0 p prawie wszedzie na A.
A

Whniosek 14.4 Niech f bedzie dowolng funkcjq X-mierzalng.
Jezeli f € £(X, %, p) oraz [ fdp =0 dla dowolnego zbioru X-mierzalnego A, to f =0 p prawie wszedzie na X.
A

DowoD. Niech B~ déf{x € X: f(x) <0}iBt déf{x € X : f(z) > 0}. Zbiory B* sy Y-mierzalne oraz f = f* na B* i

f = —f~ na B~. Na mocy wniosku 14.3 otrzymujemy f* = 0 na B* pu prawie wszedzie, a stad f jest p prawie wszedzie
rowna zeru. a



Wyktad 15

29.01.2008
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Dodatek A

do wyktadu z dnia 02.10.2007

A.1 Dodatek — twierdzenia i definicje w £% bedace szczegélnymi przypad-
kami twierdzen dla przestrzeni metrycznych podanych na wyktadzie z
Analizy Matematycznej na I roku

Rozpatrujemy £ i podzbiér A tej przestrzeni.

Def. A.1 Kulg otwartg o srodku w punkcie xg o promieniu v € R nazywamy zbiér okreslony réwnosciq

B(xo,r)déf {x e R 1 de(x,%x0) <7} . (A1)

Kulg domknietq osrodku w punkcie xg o promieniu r € R nazywamy zbior okreslony rownoscig

mdﬁf {x € X :deg(x,%0) <7}. (A.2)
Def. A.2 Zbior A C R? nazywamy otwartym w E? wtedy i tylko wtedy, gdy
VxeadrsoB(x,r) C A. (A.3)
Zbior A C R nazywamy domknietym w % wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie jest zbiorem otwartym w E7.

Def. A.3 (i) Otoczeniem punktu x nazywamy dowolny podzbior Ox C R?, dla ktérego istniejq kula otwarta B(x,r) o dodat-
nim promieniu taka, ze B(x,r) C Ox.

(ii) Otoczeniem otwartym punktu x nazywamy dowolne otoczenie punktu X bedgce zbiorem otwartym w E7.

(iii) Otoczenie Ox punktu x bez punktu x nazywamy sgsiedztwem punktu X i oznaczamy przez Sx.

(iv) Punkt x nazywamy punktem wewnetrznym zbioru A C R wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie otwarte tego

punktu Ox zawarte w tym zbiorze.

Def. A.4 Niech A C RY. Przez (A,dg) bedziemy rozumieli przestrzeri metryczng z metrykq indukowang z calej przestrzeni.
(A, dg) nazywamy podprzestrzeniq.

Mowimy, ze zbior B C A jest otwarty (relatywnie otwarty) w przestrzeni (A,dg) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbidr
otwarty O w £ taki, 26 B=ANO.

Mowimy, ze zbiér B C A jest domkniety (relatywnie domknicty) w przestrzeni (A,dg) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
zbior domkniety D w £ taki, ze B = AND.

Def. A.5 Topologiq wyznaczong przez metryke ds nazywamy rodzine wszystkich zbioréw otwartych w £% i oznaczamy jqg Te.
Def. A.6 Cigg (x,) C R? jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy
IxexVex0TngeNVnznode (X, Xp) < €. (A4)
Cigg (x,) C RY ma granice réwnqg xo wtedy i tylko wtedy, gdy
Ves0Tnoennzn,de (X0, Xn) < €. (A.5)
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Piszemy wtedy lim x,, = Xq.

n—oo

Cigg punktéw (x,) C RY nazywamy ciggiem Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy

vE>OHnOENVN3n,m2nOd5(Xm7xm) <eE. (A6)

Def. A.7 Jezeli w przestrzeni metrycznej (X, p) kazdy cigg Cauchy’ego ma granice nalezgceqg do X, to przestrzeri metryczng
(X, p) nazywamy zupelng.

Def. A.8 Domknieciem zbioru A w EY nazywamy najmniejszy zbior domkniety w £ zawierajgcy zbiér A. Oznaczmy go przez

Cl(A).
Def. A.9 (i) Punkt x nazywamy punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy
Veso AN (B(x,7)\ {x}) # 0. (A7)

(i) Niech x € A. Punkt p nazywamy punktem izolowanym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy x nie jest punktem skupienia
tego zbioru tzn.

Jrs0AN (B(x,r)\ {x}) =0. (A.8)

Def. A.10 Podzbiér A nazywamy ciggowo zwartym (zwartym) w E* wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu punktow z tego

zbioru mozna wybraé podcigg zbiezny, ktorego granica nalezy do A.

Definicja A.1 Podzbior A przestrzeni metrycznej £ nazywamy ograniczonym wtedy i tylko wtedy,
IxcaTr>oVycads(x,y) <. (A.9)
Twierdz. A.1 Zbiory 0 oraz R? sq otwarte w £%.
Twierdz. A.2 Zbiory O oraz R¢ sq domkniete w E7.
Twierdz. A.3 Kula otwarta w £ jest zbiorem otwartym w E°.
Twierdz. A.4 Kula domknieta w E? jest zbiorem domknietym w E?.

Twierdz. A.5 (i) Dia dowolnej rodziny {A; : i € I} C 2R Zbioréw otwartych w £ zbiér U Ai jest otwarty w £7.
i€
n
(i) Dla dowolnej skoriczonej rodziny {A; : 1 < i< n} C 28" sbioréw otwartych w £ zbior () A; jest otwarty w 7.
i=1
Twierdz. A.6 (i) Dla dowolnej rodziny {A; :i € I} C 2R 2bioréw domknigtych w E% zbir N A jest domkniety w £7.
icd
n
(ii) Dla dowolnej skoriczonej rodziny {A4; : 1 <i < n} C 28" sbioréw domknietych w £ zbior |J A; jest domkniety w 9.
i=1

1=

Twierdz. A.7 Dla dowolnych dwéch réinych punktéw p i q przestrzeni metrycznej E¢ istniejq zbiory O, i O, otwarte w 2
takie, ze
peO,NgEO,NO,NO; =0. (A.10)

Twierdz. A.8 Kazdy punkt zbioru otwartego w E? jest punktem wewnetrznym.
Twierdz. A.9 Zbior jednopunktowy jest zbiorem domknietym w E2.

Twierdz. A.10 Niech dany bedzie zbieiny cigg punktow (x,) C RZ. Niech ponadto lim x, = oraz lim x, = q. Wtedy

n—oo n—oo
pP=aq.

Twierdz. A.11 Zbior jest domkniety w £ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbieinego ciggu punktéw tego zbioru jego

granica nalezy do tego zbioru.

Twierdz. A.12 Jezeli A # () jest domkniety £, to (A, dg) jest przestrzenig metryczng zupelng.



50

Twierdz. A.13 Domkniecie zbioru domknietego w E? jest tym samym zbiorem.

Twierdz. A.14 Jezeli p jest punktem skupienia zbioru A C £%, to dowolne otoczenie punktu p zawiera nieskoriczenie wiele

punktow ze zbioru A.

Twierdz. A.15 Niech A bedzie podzbiorem E%, za$ A bedzie zbiorem jego punktéw skupienia. Zbidr przestrzeni metryczne
E? jest domkniety w tej przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy ACA.

Twierdz. A.16 Niech A bedzie podzbiorem £, zas A bedzie zbiorem jego punktéw skupienia. Wiedy C1 A= AU A.

Twierdz. A.17 Niech £ D K bedzie ciggowo zwarty w %, a A bedzie zbiorem domknictym w E¢ i A C K wtedy A jest

ciggowo zwarty w EX.

A.2 Uogdlnienia — przestrzen unitarna i przestrzen unormowana

Niech X bedzie zbiorem niepustym, K cialem liczbowym!, za$ (X, +, -, ©, K) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K.

UDefinicja A.1 Odwzorowanie || - ||: X — Ry U {0} nazywamy pseudonormq (quasi - normg) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vayexlle +yl <zl + [yl (A11)
VaexVaexlaz]| = lal||z].- (A12)

Jezeli ponadto zachodzi

Veex|z]| =0=2 =0, (A.13)
to takie odwzorowanie nazywamy normg, a pare (X, || - ||) przestrzenig unormowang.
UWniosek A.1 Jezeli z = O, to ||z]| = 0.
UTwierdzenie A.1 Niech (X,| - ||) bedzie przestrzenig unormowang. Wowczas odwzorowanie
X x X 3 (,y) — dy(z,9) = |z -y € Ry U {0} (A.14)

jest metrykg w X. Nazywamy jo metryke generowanqg (indukowang) przez norme.

UDefinicja A.2 Przestrzeri unormowang nazywamy przestrzeniq Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy (X, d).|) jest przestrzen

metryczng zupelng.

UDefinicja A.3 Odwzorowanie* (-|-): X x X — K nazywamy iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy

Vay,zex(+ylz) = (z]2) + (y]2) (A.15)
VayexVack (azly) = alzly) (A.16)

Ve yex (@ly) = (ylz) (A.17)

Vaexz # 0= (z|lr) >0 (A.18)

a pare (X, (+|')) nazywamy przestrzeniq unitarng.
UTwierdzenie A.2 Niech (X, (+|-)) bedzie przestrzenig unitarng. Wowczas odwzorowanie
X320 |2, ¥ /(2]r) € Ry U{0} (A.19)
jest normg (generowang przez iloczyn skalarny), natomiast
X x X 3 (2,y) = do(z,9) € o — ylls = V(& — ylz —y) € Ry U{0} (A.20)

jest metrykq. Nazywamy ja metrykae generowanqg (indukowang) przez iloczyn skalarny.

IK=RlubK=C
2W tym przypadku milczaco zaktadamy, ze K = C. Mozna jednak méwié o iloczynie skalarnym jako o odwzorowaniu wytacznie w R.
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ULemat A.1 (Nieréwno$¢é Schwarza) Niech (X, (-|-)) bedzie przestrzenig unitarng. Dla dowolnych x,y € X mamy

[(@ly)] < llzllsllylls- (A.21)

UDefinicja A.4 Przestrzen unitarng (X, (:|-)) nazywamy przestrzenig Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy (X,ds) jest prze-

strzen metryczng zupelng.
UPrzyklad A.1 Niech X = R%. Okreslmy

def
Vor ), (o) ez (21, 91) (22, 92)) = 122 + Y19 (A.22)

Wéwezas jest to iloczyn skalarny, generujgcy metryke euklidesowq. Nie indukuje on jednak metryki miasto®, chociaz obie

metryki sq rownowazne.
UWniosek A.2 Przestrzen Hilberta (unitarna) jest przestrzenig Banacha (unormowang).

UTwierdzenie A.3 Niech dana bedzie przestrzen unormowana (X, ||-||). Wowczas norma ||| pochodzi od iloczynu skalarnego

w X wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi tozsamosé réwnolegloboku tzn. dla dowolnych x,y € X mamy
Iz +ylI* + llz = yl* = 2(/|z[* + [ly]1*)-

UTwierdzenie A.4 Niech dana bedzie przestrzen wektorowa (X, +,+,0,K), na ktérej dana jest metryka d. Wowczas me-

tryka pochodzi od normy okreslonej na tej przestrzeni wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetnione sq warunki

Vayzexd(@, z) = d(z + 2,y + 2) (A.23)

. . . . f
3Metryka miasto okreslona jest nastepujaco dm((z1,91), (x2,Y2) def |z1 — x2| + |y1 — 2.



Dodatek B

do wyktadu z dnia 09.10.2007

B.1 Dodatek — definicja i twierdzenia dla granicy funkcji o wartosciach,
badz dziedzinie i warto$ciach w przestrzeniach euklidesowych (szczegdl-
ne przypadkami dla przestrzeni metrycznych podanych na wyktadzie z

Analizy Matematycznej na I roku)

Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna.
Def. B.1 Mowimy, ze (X, p) jest przestrzeniq metryczng spdjng wtedy i tylko witedy, gdy
VapermX=AUBANANB=0=A=0vB=0. (B.1)

Def. B.2 Zbiory A i B przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy oddzielonymi (rozgraniczonymi) w (X, p) wtedy i tylko wtedy

gdy
(AN C1(B)) U (C1 (A) N B) = 0. (B.2)

Twierdz. B.1 Przestrzen metryczna (X, p) jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy
VaBcx(Cl(A)NB)U(ANCL(B)=0ANX =AUB=A=0VvB=0. (B.3)
Def. B.3 Zbidr A przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy spéjnym w (X, p) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vapca(Cl(A)NB)U(ANCL(B)=0ANA=AUB=A=0VvB=0. (B.4)
Wn. B.1 Zbior A przestrzeni metrycznej (X, p) jest spdjnym w (X, p) wtedy i tylko wtedy, gdy (A, p) jest przestrzeniq spéjng.

Niech d bedzie liczba naturalna, (X, p) = £", gdzie r jest liczba naturalng wieksza od 1, A bedzie niepustym podzbiorem
X, p bedzie dowolnym punktem (X, p) bedacym punktem skupienia zbioru A, q elementem R?, a f: A — R Rozpatrujemy
&,

Def. B.4 Bedziemy mowili, Ze odwzorowanie f ma granice w punkcie p rowng q wtedy i tylko wtedy, gdy speinia jeden z

warunkow
Ves03550V2eA0 < p(p, ) < 6 = de(q, f(x)) <& (B.5)
Vpcavpy im pn=p= lim f(p,) =q. (B.6)

Zapisujemy wtedy lim f(z) = q.
T—p

Twierdz. B.2 Obie warunki definiujgce granice odwzorowania w punkcie s¢ réwnowazne.

Whn. B.2 (twierdzenie o jednoznaczno$ci granicy funkcji w punkcie) Jezeli funkcja f ma granice w punkcie p, to

tylko jedng.
B.2 Uogoblnienia — przestrzen tukowo spdjna
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Dodatek C

do wykladu z dnia 18.10.2007

C.1 Dodatek — definicja i twierdzenia dla funkcji cigglych o wartosciach,
badz dziedzinie i wartosciach w przestrzeniach euklidesowych (szczegdl-
ne przypadkami dla przestrzeni metrycznych podanych na wyktadzie z

Analizy Matematycznej na I roku)

Niech d bedzie liczba naturalna, (X, p) bedzie przestrzenia metryczna, p bedzie dowolnym punktem przestrzeni metrycznej
(X, p), A niepustym podzbiorem X, ¢ elementem R?, a f: X — R?. Rozpatrujemy £9.

Def. C.1 Mowimy, Ze odwzorowanie f jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy

Voer: f71(O) € T(p). (C.1)

Def. C.2 (otoczeniowa) Mdwimy, ze odwzorowanie f jest ciggle w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego oto-
czenia O punktu f(p) 2biér f=1(O) jest otoczeniem punktu p.

Wn. C.1 Odwzorowanie f jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru domknietego w E¢ jego przeciwobraz jest
domkniety w (X, p)

Whn. C.2 (warunki réwnowazne ciagloéci odwzorowania w punkcie) Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) f jest ciggle w punkcie p;

(ii) dla dowolnego otoczenia Oy punktu f(p) istnieje otoczenie O, punktu p takie, Ze f(Op) C Oy py;

(iii) (Warunek Cauchy’ego)

Ves0Ts>0Veexp(p, x) <0 = de(f(p), f(z)) <& (C.2)
(iv) (Warunek Heinego)
Vpycx lim py=p= lim f(p,) = f(p)- (C.3)

Twierdz. C.1 Odwzorowanie f jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggle w kazdym punkcie.

Wn. C.3 Jezeli punkt p jest punktem izolowanym podzbioru X, to odwzorowanie f jest zawsze ciggle w tym punkcie.
Wn. C.4 Odwzorowanie identycznosciowe f: R? — R? jest ciggle.

Wn. C.5 Odwzorowanie stale jest ciggle.

Twierdz. C.2 Niech A bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, p), p bedzie dowolnym punktem
ze zbioru A bedgcym jednoczesnie punktem skupienia zbioru A, f: A — RY dowolnym odwzorowaniem. Wtedy f jest ciggle
w punkcie p wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(i) istnieje granica odwzorowania f w punkcie p,

(i) granica odwzorowania f w punkcie p jest réwna wartosci w tym punkcie.
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Twierdz. C.3 Zlozenie odwzorowan cigglych jest odwzorowaniem cigglym tzn. Jezeli (X,dx),(Y,dy) sq dowolnymi prze-
strzeniami metrycznymi, f: X =Y, g: Y — R dowolnymi odwzorowaniami cigglymi, to odwzorowanie go f: X — R? jest

ciggle.
Def. C.3 Mowimy, Ze odwzorowanie f jest jednostajnie ciggle na zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy
Vex03650Va,yeap(z,y) <6 = de(f(z), f(y)) <e. (C4)
Def. C.4 Mowimy, zZe odwzorowanie f spelnia warunek Lipschitza na zbiorze A ze stalg L > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
Vayeade(f(2), f(y) < Lp(z,y). (C.5)
Twierdz. C.4 Jezeli odwzorowanie f jest jednostajnie ciggle na zbiorze A, to jest ciggle na tym zbiorze.

Twierdz. C.5 Jezeli odwzorowanie f funkcja spelnia warunek Lipschitza z pewng stala, to jest jednostajnie ciggla, w wiec
ciggla.

Def. C.5 Odwzorowanie f nazywamy ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy

JioeraIrsof(X) C B(xo, ). (C.6)
Whn. C.6 Jezeli f jest odwzorowaniem cigglym, a (X p), to odwzorowanie f jest ograniczone.
Twierdz. C.6 Niech (X, p) bedzie przestrzeniq metryczng zwartq oraz f: X — R? cigglq bijekcjg. Wtedy f~1 jest ciggle.

Twierdz. C.7 Jezeli A jest niepustym podzbiorem zwartym przestrzeni metrycznej (X, p), za$ f: A — R? jest réznowarto-

Sciowym odwzorowaniem cigglym, to wtedy f=1: f(A) — A jest ciggle.

Twierdz. C.8 Jezeli przestrzen metryczna (X, p) jest spdjna, a f jest odwzorowaniem cigglym, to zbidr wartosci f(X) jest

zbiorem spdjnym w E2.

C.2 Uogoblnienia — odwzorowania liniowe w przestrzeniach wektorowych

UDefinicja C.1 Niech (X, +i, 4, ©;) bedq przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem dla i = 1,2. Odwzorowanie
L: X7 — X5 nazywamy liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,y z X1 oraz dowolnego v z K spelnione sg
warunks

L(z +1y) = L(z) +2 L(y). (C.7)
Lo z) = a9 L(x). (C.8)
UUwaga C.1 Zbidr wszystkich ograniczonych odwzorowar liniowych z X1 w Xao oznaczamy L(X1, X2), Jest to przestrzen
liniowa z dzialaniami okreslonymi nastepujgco dla dowolnych x € X1 i « € R, L, L1, Ly € L(X1, X2) mamy:
def

(aL)(2) & o(La)

(L1 + Lo)(2) ¥ Ly (z) + La().

Jest ona nawet unormowana, o ile w przestrzeniach wektorowych byly zadane normy.
UUwaga C.2 Wartosé odwzorowania liniowego L w punkcie T oznaczamy L.

UUwaga C.3 JezZeli przestrzenie liniowe sqg skonczenie wymiarowe, to odwzorowanie lintowe mozna utozsami¢ z macierzq

(w pewnych bazach).



Dodatek D

do wyktadu z dnia 06.11.2007

D.1 Uogblnienia — odwzorowania liniowe ciggle w przestrzeniach wektoro-
wych c.d.

Niech (X, | - |l;) beda przestrzeniami unormowanymi nad R dla ¢ =1,2.

UUwaga D.1 Zgodnie z uwaga C.1 przestrzen L(X;, Xa) jest przestrzenig unormowang.

UTwierdzenie D.1 Niech (X;, ||-||;) bedq przestrzeniami Banacha nad R dlai=1,2, a L: X; — X5 bedzie odwzorowaniem
liniowym.

Nastepujace warunki sg rownowazne:

(i) L jest ciggle w pewnym punkcie;

(i) L jest ograniczone;

(iii) L jest ciggle w kazdym punkcie.

W dalszych naszych rozwazaniach bedziemy zakladali, ze (X, || - ||;) beda przestrzeniami Banacha nad R dlai =1,2, a

L: X; — X5 bedzie odwzorowaniem liniowym ograniczonym.
UDefinicja D.1 Niech L € L(X1,X3). Norme odwzorowania L (oznaczang ||L||) definiujemy jako
inf{A>0:|Lz|2 < A|z|1}.
ULemat D.1 Niech L € L(X1, X5). Wtedy
[} = sup{[[Lz[l2 : 2 € Xy Al < 1}

ULemat D.2 (L(X1,X5),| - ||) jest przestrzeniq Banacha.

95



Dodatek E

do wykladu z dnia 18.12.2007

E.1 Dodatek — o-cial, miara nieujemna i miara zewnetrzna, funkcje mierzal-

ne
Niech X bedzie niepustym zbiorem, za$ H rodzing jego podzbioréw tzn. H C 2X.

Def. E.1 Rodzine zbiorow H nazywamy potpierscieniem zbiorow wtedy i tylko wtedy, gdy

H % 0 (E.1)
VapenANB € H; (E.2)
Va,penFnc,..cncn (Vicicj<nCiNCj =0) = A\B= U Ci. (E.3)

i=1

Def. E.2 Rodzine zbiorow H nazywamy o-cialem wtedy i tylko wtedy, gdy

X e R (E.4)

Viamempen J 4 € H; (E.5)
i=1

vA,BeHA\B € H. (E.6)

Def. E.3 Niech H bedzie pélpierscieniem Kazdg funkcje p: H — [0, +00| spelniajgcq warunki

ViA,m>1}cH U Ap € HA (VijenniziAi N A; = 0) = p( U Ap) = Z 1(An); (E.7)
n=1 n=1 n=1
w(d) = 0. (E.8)

Nazywamy miarg nieujemna.

Def. E.4 Niech H bedzie o-ciatem. Wtedy pare (X, H) nazywamy przestrzeniq mierzalng. Jezeli dodatkowo na H okreslona

jest miara nieujemna p, to tréjke (X, H, ) nazywamy przestrzeniq z miarg nieujemng.
Def. E.5 Funkcje zbioru v: 2% — [0, +00] nazywamy miarg zewnetrzng wtedy i tylko wtedy, gdy
v(0) =0; (E.9)

%) oo
V{An:ngl}CQXVAEZXA - U An = V(A) < Z V(An)' (EIO)
n=1

n=1

Def. E.6 Niech A bedzie dowolnym podzbiorem X. Mowimy, Ze A jest zbiorem v-mierzalnym wtedy i tylko wtedy, gdy
Vpexv(B) =v(BNA)+v(B\ A). (E.11)
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Twierdz. E.1 (Caratheodory’ego) Niech v bedzie miarg zewnetrzng na 2% i S bedzie rodzing zbioréw v-mierzalnych.

Wowczas rodzina S jest o - cialem oraz v obcieta do S jest miarg nieujemng. Ponadto spelnia on warunek
VAESVCCAV(A) =0=CeSA I/(C) =0. (E12)

Twierdz. E.2 Niech H bedzie polpiericieniem, zas p miarg nieujemng zadang na tym potpierscieniu. Dla dowolnego pod-

zbioru A zbioru X okreslmy rodzine wszystkich przeliczalnych pokryé tego zbioru elementami z H tzn.

PA) LA, n>1}CHAC fj A}

n=1

Wtedy funkcja zbioru

¥ o e eyt L {ni_o;l W(An)  {An > 1) € P(A)} jezeli P(A) # 0 1)
+00 jezeli P(A) =10
jest miarg zewnetrzng na X.
Niech (X, ¥, i) bedzie przestrzenia z miara nieujemna, a f: X — R dowolnym odwzorowaniem
Def. E.7 Moéwimy, ze funkcja [ jest S-mierzalna (S-mierzalna sensie Lebesgue’a) wiedy i tylko wtedy, gdy
Veer{z € X : f(z) <a} € X. (E.14)

Twierdz. E.3 (o aproksymacji funkcjami prostymi) Niech funkcja f bedzie funkcjq nieujemng mogacq przyjmowad
warto$¢ plus nieskonczono$é. Wowczas f jest S-mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje miemalejgcy cigg nieujemnych
funkcji prostych X-mierzalnych zbieznych punktowo do funkcji f.

Ponadto jezeli funkcja f jest ograniczona, to ciqg funkcji prostych jest zbieiny jednostajnie.
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