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Spis tresci

@ Uzupetnienie wyktadu drugiego
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Rozktad Fishera-Snedecora.

Przyktad 1
Niech n,r € N. Rozktad o gestosci

r n
r X531

o
N
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N———

N

mH]O,Jroo[(X)

nazywamy rozktadem Fishera-Snedecora z liczba stopni swobody licznika n i liczba stopni
swobody mianownika r i oznaczamy F(n,r).

(1)
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Kilka wykreséw gestosci rozktadéw ciagtych. |
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Rysunek: Gesto$¢ rozktadu normalnego.
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Kilka wykreséw gestosci
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rozktadéw ciggtych. Il

Rysunek: Gestos$¢ rozktadu gamma.
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Kilka wykreséw gestosci rozktadéw ciagtych. Il

Rysunek: Gestos$¢ rozktadu chi-kwadrat.
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_ Usipehienie wykladu drugicgo |
Kilka wykreséw gestosci rozktadéw ciagtych. [V

Rysunek: Gestos¢ rozktadu t-Studenta.
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t-Studenta PDF (and Gaussian limit)
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Kilka wykreséw gestosci rozktadéw ciagtych. V
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Rysunek: Gesto$¢ rozktadu Fishera-Snedecora.
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Spis tresci

@ Przeksztatcenia zmiennych losowych
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Przeksztatcenia liniowe zmiennych losowych. |

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng i X bedzie jednowymiarowa zmienna
losowa okreslong na tej przestrzeni.

Lemat 1

Niech F bedzie dystrybuanta zmienna losowa X. Niech zmienna losowa Y = aX + b, gdzie
a€ R\ {0} oraz b € R, ma dystrybuante G. Wdwczas

. F(52) dlaa>0 ,
D71 (F(52) - P (1w X@) = 52)) daa<o’ .
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_ Preckriaiceniazmiennych losowyeh |
Przeksztatcenia liniowe zmiennych losowych. Il

Whiosek 1

Jezeli spetnione sa zatozenia lematu 1 oraz zmienna losowa X ma rozkfad ciagty, to wéwczas

F(%b dlaa>0
r—b : (3)
1—F ) dlaa<0

a

G(r)=

Whiosek 2

Jezeli spetnione sa zatozenia lematu 1 oraz f jest gestoscia zmiennej losowej X, zas g
gestoscia zmiennej losowej Y, to
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Dowolne przeksztatcenie zmiennych losowych. |

Twierdzenie 1

Jezeli zmienna losowa X ma rozkfad ciagty o gestosci f i X(Q2) Cla, b[ (oo < a< b< ),
funkcja ¢ :]a, b[— R jest funkcja klasy C*(]a, b[) oraz ¢'(x) # 0 dla dowolnego x €]a, b[, to
zmienna losowa Y = ¢(X) ma rozktad ciagty o gestosci

g(y) = Fle NI (1)) Lpasp (¥)- (5)

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 03 wersja z roku ak. 2021/22 12 /54




Dowolne przeksztatcenie zmiennych losowych. Il

Twierdzenie 2

Niech zmienna losowa X ma rozktad ciagty o gestosci f. Niech X(Q2) C | = U [ax, bk], gdzie
k=1

dla dowolnych 1 < k < | < n zachodzi |a, bi[N)ay, bj[= 0. Niech funkcja ¢ : I >R bedzie

funkcja klasy C*(Jax, bx[) oraz ¢'(x) # 0 dla dowolnego x €]ay, bi[ i dowolnego 1 < k < n, to
zmienna losowa Y = ¢(X) ma rozktad ciagty o gestosci

g(y) =D e ONI@ ) Tpan b ()- (6)
k=1
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Dowolne przeksztatcenie zmiennych losowych. IlI

Przyktad 2

Niech f := %]I[,Ll], Funkcja ta jest gestoscia. Niech ¢(r) = r?. Oznaczmy przez g gestos¢
zmiennej losowej Y = ¢(X). Wtedy

g(y) = (F(=v/7) + F(V9)) - zlﬁﬂlo,l] ().
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Spis tresci

© Dystrybuanta, a gestoéé
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_ Dyinbuniageioi]
WHtasnosci pochodnej dystrybuanty i jej zwigzek z gestoscia. |

Lemat 2

Niech F : R — R bedzie funkcja niemalejaca i prawostronnie ciagta. Jezeli F' istnieje prawie
wszedzie, to dla dowolnych a i b zachodzi oszacowanie

/ * F(s)ds < F(b) — F(a) (7)
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_ Dyinbuniageioi]
Witasnosci pochodnej dystrybuanty i jej zwigzek z gestoscia. |l

Whiosek 3

Jezeli funkcja F: R — R spetnia zatozenia lematu 2, a ponadto

lim F(t)=1A . lim F(t) =0,

t—o0

to
/_t F'(s)ds < F(t) A /Oo F'(s)ds < 1 — F(t). (8)

Twierdzenie 3

(o]
Jezeli funkcja F: R — R jest dystrybuanta, F' istnieje prawie wszedzie oraz [ F'(s)ds =1,

—00

to F' jest gestoscig rozktadu o dystrybuancie F.
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Spis tresci

@ Parametry zmiennych jednowymiarowych
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Catkowalno$¢ zmiennych losowych. |

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna.

Niech r € R;. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia

/\X\’dP < 400 e X € L'(QE,P) = L(Q). 9)
Q

Catke wystepujaca we wzorze (9) bedziemy rozumieli w sposéb nastepujacy

I x| f(x)dx X rozkfad ciagty f
X|'dP =R . 10
Q/‘ | > x|"P({w: X(w) = x}) X rozktad dyskretny Wy, (10)
XEWX
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wartos$é oczekiwana. |

Definicja 1
Niech dla jednowymiarowej zmiennej losowej X zachodzi X € L1(Q, X, P). Wéwczas wartoscia
oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe

E(X) = /QXdP. (11)
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Wartosé oczekiwana. |l

Twierdzenie 4 (Wtasno$ci wartosci oczekiwanej |)

Niech X i Y beda jednowymiarowymi zmiennymi losowymi. Zatézmy, ze zmienne losowe X i Y
sa catkowalne. Wtedy

Q@ Jjezeli X >0, to E(X) > 0;

@ [E(X)[ <E(X]),

@ Dla dowolnych a, b € R istnieje wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej aX + bY i wyraza
sie ona wzorem

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) (12)

@ (Lemat Fatou) Dla dowolnego ciagu nieujemnych zmiennych losowych (X,)n>1

E(lim inf X,,) < liminf E(X,,) (13)

n—oo n—oo
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wartos$é oczekiwana. |

Twierdzenie 5 (Wtasnosci wartosci oczekiwanej I1)

@ (Twierdzenie Lebesgue’a - Beppo Leviego) Dla dowolnego niemalejacego ciagu
nieujemnych zmiennych losowych (X,)n>1 zachodzi

B im X0) = im 506) ()

@ (Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej) Jezeli dla ciagu zmiennych
losowych (X,)n>1 istnieje catkowalna zmienna losowa Z taka, ze

vn€N|)<I‘I| < Zu

to spetniona jest réwnos¢ (14).

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 03 wersja z roku ak. 2021/22 22 /54



A UGN - =< liczbove
Wartos$é oczekiwana. 1V

Whiosek 4

Jezeli zmienne losowe X; (i € 1, n) sa catkowalne, to

E(X1+... 4+ Xp) =E(X) + ... + E(X,). (15)

Whiosek 5

Jesli zmienna losowa X ma rozkfad dyskretny o zbiorze wartosci Wy, to wartos¢ oczekiwana

zmiennej losowej o(X) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > |o(x)|P({w : X(w) = x})
xeWx
jest zbiezny. Ponadto wartos¢ oczekiwana wyraza sie wzorem

E(p(X) = D o(x)P({w: X(w) = x}). (16)

XEWX
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wartos$é oczekiwana. V

Przyktad 3

Zmienna losowa o gestosci®
1 1

= 17
ml+1r2 (17)

nie posiada wartosci oczekiwanej.

?Jest to rozktad Cauchy'ego Cauchy(0,1)
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wariancja i momenty. |

Przed podaniem uogdlnienia wartosci oczekiwanej sformutujmy nastepujacy lemat
Lemat 3

Niech R > r > 1 oraz q € [1, r]. Wtedy jezeli jest skoriczona catka | |X|"dP, to jest
skoriczona catka [q |X|9dP.

Uwaga 1

Pojecie wartosci oczekiwanej mozna uogéini¢ zastepujac warunek catkowalnosci innym.
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wariancja i momenty. |l

Definicja 2
Niech R 5 r > 1, za$ a liczba rzeczywista, X jednowymiarowa zmienng losowa. Niech zmienna

losowa X bedzie catkowalna z r-t3 potega.?
Momentem zwyktym rzedu r wzgledem liczby a zmiennej losowej X nazywamy liczbe réwna

E((X — a)') = /Q(X —a)dP, (18)

o ile wyrazenie wystepujace pod catka jest okreslone.”

“Nie trzeba zaktada¢, ze catkowalna z r-t3 potega jest zmienna X — a na podstawie lematu 3 i z faktu, ze
funkcja stata jest catkowalna wzgledem miary probabilistycznej.
b Jest ono zawsze okredlone, gdy r € N.
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wariancja i momenty. Il

Definicja 3
Niech zmienna losowa X bedzie catkowalna z r-ta potega. Momentem absolutnym rzedu r
wzgledem liczby a zmiennej losowej X nazywamy liczbe réwna

E(|X — a|) / X — al"dP. (19)

Uwaga 2

Jezeli a =0, to s3 to momenty zwykte lub absolutne rzedu r.
Jezeli a = E(X) otrzymujemy momenty centralne zwykfe i absolutne rzedu r.
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Wariancja i momenty. 1V

Uwaga 3

Momenty zwykfte rzedu r przyjeto sie oznacza¢ m,, zas zwykfe momenty centralne rzedu r
oznacza sie symbolem ;.
Mamy E(X) = m1, oczywiscie o ile zmienna losowa X jest catkowalna.

Definicja 4
Niech X € L%(Q). Liczbe D?(X) réwna

D*(X) := E((X — E(X))?) (20)
nazywamy wariancja zmiennej losowej X.
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Wariancja i momenty. V

Uwaga 4
Zauwazmy, ze D?(X) = po.

Uwaga b

Wariancja zmiennej losowe X oznaczana jest w literaturze réwniez symbolem Var(X).

Whiosek 6
Niech X € LZ(Q). Wtedy ]D>2(X) = ]E(XZ) — (]E(X))2

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 03 wersja z roku ak. 2021/22 29 /54



Wariancja i momenty. VI

Twierdzenie 6
Niech X € L%(Q). Wéwczas

D?(X) >0 (21)
Vaer  D?(aX) = a°D?(X), (22)
Vaer D?(X +a) = D*(X), (23)
D?(X) =0 < J,crP ({w: X(w) = a}) = 1. (24)

Whiosek 7
Niech X € L%(Q). Wtedy

[E(X)] < VE(X?). (25)
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Wariancja i momenty. VII

Whiosek 8
Niech X € L%(Q). Wtedy

D2(X) = inf E((X - 2)2). (26)

Definicja 5

Niech X € L%(Q). Odchyleniem standardowym zmiennej losowej X nazywamy liczbe réwna

o(X) = D(X) = /D2(X). (27)
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Inne parametry liczbowe. |

Definicja 6

Niech X € L(Q). Odchyleniem przecietnym zmiennej losowej X nazywamy liczbe réwna

d(X) = /Q X — E(X)|dP. (28)

Definicja 7

Niech X € L%(Q) oraz E(X) # 0. Wspétczynnikiem zmiennosci zmiennej losowej X nazywamy
liczbe réwnga

D(X)
Vo = =7 29
7 E(X) (29)
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Inne parametry liczbowe. |l

Definicja 8

Niech X € LY(Q) oraz 0 # E(X). Wskaznikiem nieréwnomiernosci zmiennej losowej X
nazywamy liczbe réwna

E0X) (30)

Uwaga 6

Wspdtczynnik zmiennosci zmiennej losowej oraz wskaznik nieréwnomiernosci zmiennej losowej
w statystyce nazywane sg wspoéfczynnikami zmiennosci Pearsona.
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Inne parametry liczbowe. IlI

Definicja 9

Niech X € L%(Q) w pierwszym przypadku oraz X € L}(Q) w drugim.

Typowym obszarem zmiennosci zmiennej losowej X jest przedziat okreslony warunkiem
o T, :=|E(X)—D(X),E(X)+D(X)[,
o Ty =]E(X) — d(X), E(X) + d(X)].

Definicja 10

Niech X € L3(Q) oraz D?(X) # 0. Wspdtczynnikiem asymetrii (skosnosci) zmiennej losowej X
nazywamy liczbe réwna

(X) = (M"ﬁ. (31)
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_ Perameiyzmiench jednommizonvch

Inne parametry liczbowe. IV

Definicja 11
Niech X € L*(Q) oraz D?(X) # 0. Wspdtczynnikiem koncentracji (kurtoza) nazywamy liczbe

o M4
NG

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 03 wersja z roku ak. 2021/22 35 /54



Parametry pozycyjne. |

Definicja 12
Niech p €]0,1[. Kwantylem rzedu p nazywamy liczbe x, taka, ze

P(fw: X(@) < xp}) > pAP{w: X(w) > x,}) > 1 - p. (32)

Definicja 13

Mediang nazywamy kwantyl rzedu % i oznaczamy ja Me.

Definicja 14

Kwartylem nazywamy dowolny kwantyl rzedu bedacego wielokrotnoscia liczby %.
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Parametry pozycyjne. Il

Uwaga 7

Kwartyl pierwszy (oznaczenie Q1) to kwantyl rzedu %, kwartyl drugi to kwantyl rzedu % (jest
to mediana), a kwartyl trzeci to kwantyl rzedu 3 (oznaczenie Q).

Definicja 15

Moda (dominanta) nazywamy w przypadku rozktadu dyskretnego wartos¢ zmiennej losowej o
najwiekszym prawdopodobienstwie, zas w przypadku rozkfadu ciagtego kazde maksimum
lokalne gestosci.

Oznaczamy ja Mo.
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Parametry pozycyjne. lll

Definicja 16
Odchyleniem ¢wiartkowym? nazywamy liczbe

_ -

Q: > (33)

?Jest to parametr liczbowy

Definicja 17

Pozycyjnym typowym obszarem zmiennosci nazywamy nastepujacy przedziat

To :=]Me —Q,Me +Q].
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N S~ porerne
Parametry pozycyjne. IV

Definicja 18
Pozycyjnymi wspétczynnikami zmiennosci nazywamy liczby réwne odpowiednio
Q Q-

V = M V = —
Q Me’( e#0) oraz Vg q 0
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Parametry pozycyjne. V
Definicja 19

Pozycyjnym wskaZznikiem asymetrii nazywamy liczbe
WE = (Q3 — Me) — (Me —Qy).
Pozycyjnym wspéfczynnikiem asymetrii nazywamy liczbe

A — (Q3 —Me) — (Me—Ql)
Q= 2Q .

Definicja 20

Niech X € LY(Q). Wskaznikiem asymetrii nazywamy liczbe

Ws .= E(X) — Mo.
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Parametry pozycyjne. VI

Definicja 21

Niech X € L2(Q) i D?(X) # 0 (odpowiednio X € LY(Q) i d(X) # 0). Pierwszym
wspofczynnikiem asymetrii Pearsona nazywamy liczbe

_ E(X) —Mo _ E(X) —Mo
As = W oraz Ay = W

_ E(X) —Me _ E(X) —Me
Wi = D(X) oraz Wy = axX)
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N S~ porerne
Parametry pozycyjne. VII

Uwaga 8

Wskaznik asymetrii oraz pierwszy i drugi wspétczynniki asymetrii Pearsona w dalszej czesci
wykfadu dotyczacej statystyki matematycznej bedziemy zalicza¢ do miar mieszanych.

Definicja 22
Pozycyjnym wspéfczynnikiem koncentracji nazywamy liczbe
Dy — D
Ws = = 1,
Qs — Q1

gdzie D; jest i-tym decylem oraz D1 = x1,Dg = xo .
10 10
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Wartos$¢ oczekiwana i wariancja zmiennych dyskretnych. |

Przyktad 4
Niech X ~ §(xo). Wtedy E(X) = xo i D?(X) = 0.

Przyktad 5

Niech p €]0,1[. Niech zmienna losowa X ma rozktad dwupunktowy skupiony w punktach x i
xp tak, ze P({x1}) = p i P({xx}) =1—p. Wtedy E(X) = px1 + (L — p)xa i

DA(X) = p(1 — p)(x1 — )2

Natomiast, gdy X ~ Bin(1,p), to E(X) = p i D*(X) = p(1 — p).

Przyktad 6
Niech \ € R,.. Jezeli X ~ Po()), to E(X) = X i D?(X) = \.
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_ Wartos¢ oczekiwana i wariancja podstawowych rozktadéw
Wartos$¢ oczekiwana i wariancja zmiennych dyskretnych. Il

Przyktad 7

Niech p €]0,1[. Jezeli X ~ Geom(p), to E(X) = % iD?(X) = %.

Przyktad 8
Niech p €]0,1[,n € N.
@ Jezeli X ~ Bin(n, p), to E(X) = np i D*(X) = np(1 — p).
@ Jezeli X ~ NegBin(n, p), to E(X) = @ iD?(X) = %.

Przyktad 9

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad hipergeometryczny z parametrami a, b, n, gdzie a+ b > n

oraza>nib>n, toB(X)= 2% iDA(X) = Zpatos s
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Wartos$¢ oczekiwana i wariancja zmiennych ciggtych. |

Przyktad 10
. .. . b—a)?
Niech a,b € R oraz a < b. Jezeli X ~ U(]a, b[), to E(X) = 252 i D?(X) = %

Przyktad 11
Niech A € R;..
Q Jezeli X ~ Exp()), to E(X) = 1 i D?(X) = 5.

Przyktad 12

Niech a € R oraz b € R,.. Jezeli X ~ Cauchy(a, b), to X nie posiada wartosci oczekiwanej, a
wiec I wariancji.
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Wartos$¢ oczekiwana i wariancja zmiennych ciggtych. Il

Przyktad 13
Niech m € R oraz o € Ry. Jezeli X ~ N'(m, ), to E(X) = m i D*(X) = o2.

Przyktad 14

Niech o, 8 € Ry.. Jezeli X ~T(a, 8), to E(X) = 3
0

iD*(X) = &.
Niech k,0 € Ry. Jezeli X ~ T (k,0), to E(X) =k

iD?(X) = kb2

Przyktad 15

Niech p,q € R.. Jezeli X ~ Beta(p, q), to E(X) = ;2 iD?(X) =

pq
(p+9)%(p+q+1)"
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Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennych ciagtych. Il

Przyktad 16
Niech n € N.
Q Jezeli X ~ x3(n), to E(X) = n i D*(X) = 2n.

@ Jezeli X ~ t(n), to dla n > 1 istnieje wartos¢ oczekiwana X i E(X) = 0. Jezeli natomiast

n > 2, to istnieje wariancja i D*(X) = 5.

Przyktad 17

Nieciw n,r € N. Jezeli X ~ F(n,r), to E(X) = -5, o ile r > 2 oraz D*(X) = % o ile
r> a4,
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Spis tresci

© Nieréwnosci zwigzane z momentami
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Twierdzenie 7 (Nieréwno$¢ Schwarza)

Niech X, Y € L%(Q). Wéwczas zmienna losowa XY € L*(Q) oraz

E(IXY|) < \/E(X2)E(Y?2). (34)

Whiosek 9
Niech X,Y € L?(Q). Wéwczas

IE(XY)| < \/E(X2)E(Y2). (35)

Definicja 23
Funkcje p: R — R nazywamy funkcja wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy

VxyeRVae[o,1] Plax + (1 — a)y) < ap(x) + (1 — a)e(y). (36)
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Twierdzenie 8 (Nieréwnos$¢ Jensena)

Niech X € L(Q). Wéwczas dla dowolnej funkcji wypuktej o: R — R takiej, ze o(X) € L1(Q)
zachodzi

p(E(X)) <E(p(X))- (37)

Twierdzenie 9 (Nieréwnos$¢ Holdera)

NiechR > p>1orazR>q>1orazp~ ! +q7! =1. Niech X € LP(Q) oraz Y € LI(Q).
Wéwczas zmienna losowa XY € L}(Q) oraz

E(IXY]) < (E(X[))7 (E(| Y|9))7. (38)
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Twierdzenie 10 (Nieréwno$¢ Czebyszewa)

Niech zmienna losowa X bedzie nieujemna.? Woéwczas

E(X)
_—

VesoP ({w: X(w) > €}) < (39)

?Obejmuje tez przypadek "trywialny”, gdy jest nieskoficzona wartos$¢ oczekiwana
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Twierdzenie 11 (Uogdlniona nieréwnos$¢ Czebyszewa)

Niech ¢: R — R bedzie dodatnig funkcja borelowska. Jezeli p(X) € L(Q) to wéwczas:

Q@ Jezeli p jest niemalejaca, to

Voo P ({0 X(0) > €)) < o)) (40)
@ Jezeli ¢ jest parzysta i niemalejaca na [0, +o0[, to
. E(p(X))
Veso P({w: |X(w)] > €}) < o) (41)
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Uwaga 9

Mozna ostabic zatozenia o funkcji ¢ w twierdzeniu 11(ii) nastepujaco
Jezeli ¢: R — R jest funkcja nieujemna, parzysta, ¢ # 0 oraz niemalejaca na |0, +oc[, to

B((X)) w2)

Veso ¢(€) > 0= P({w: [X(w)[ > €}) < ()

Whiosek 10 (Nieréwnosé Markowa)
Niech R > p > 0. Wéweczas o ile X € LP(Q), to

E(1XP)

- (43)

Ves0; P({w: [X(w)] > €}) <
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Whiosek 11 (Nieréwnos¢ Czebyszewa-Bienaymé)
Oile X € [%(R), to

D?(X
Veso P 1X(2) ~ E(X)| > 2}) < 200, (a4)
Whiosek 12 (Nieréwnos¢ wyktadnicza Czebyszewa)
O ile dla pewnego p > 0 jest ePX € L}(Q), to
E e)\X
VacoaesoP (fu: X(w) > ) < ). (45)
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