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Spis tresci

@ Kowariancja i korelacja jednowymiarowych zmiennych losowych
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Kowariancja i korelacja zmiennej losowe;. |

Definicja 1

Niech jednowymiarowe zmienne losowe X i Y beda catkowalne tzn. X, Y € L1(Q). Zatézmy,

ze ich iloczyn jest zmienna losowa catkowalna. Wéwczas kowariancja zmiennych losowych X i
Y nazywamy liczbe réwna

cov(X, Y) == E((X — E(X))(Y — E(Y))). (1)

Whiosek 1

Jezeli spetnione sg zatozenia definicji 1, to

cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y). 2)

v
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____ Koweriancja i korelacja jecnowymiarowych zmiennych losowych |
Kowariancja i korelacja zmiennej losowej. |l
Definicja 2

Niech spetnione s3 zatozenia definicji 1 wéwczas méwimy, ze zmienne losowe X i Y sa
nieskorelowane wtedy i tylko wtedy, gdy cov(X,Y) = 0.

Uwaga 1

Korzystajac z definicji kowariancji i jej wtasnosci warunek definicji zmiennych nieskorelowanych
sformutowaé mozemy nastepujaca

E(XY) — E(X)E(Y) = 0. (3)

Powyzszy warunek mozna zapisa¢ w postaci

E((X —E(X))(Y - E(Y))) = 0. (4)
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Kowariancja i korelacja zmiennej losowej. |lI

Uwaga 2

Jednowymiarowe zmienne losowe nieskorelowane nie s3 tym samym, co zmienne niezalezne.

Whiosek 2

Jednowymiarowe zmienne losowe niezalezne catkowalne z kwadratem, czyli nalezace do L%(Q),
s nieskorelowane.

Przyktad 1

Niech X € N(0,1) oraz Y = X2. Wéwczas zmienne losowe X i Y s zalezne i nieskorelowane.

v
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Kowariancja i korelacja zmiennej losowej. IV

Whiosek 3

Niech jednowymiarowe zmienne losowe Xi,

..., X, catkowalne z kwadratem oraz sg niezalezne,
to wéwczas

D (Y Xi) = > D*(X)). (5)
i=1

i=1

Whniosek 4

Niech jednowymiarowe zmienne losowe X i Y spetniaja warunki X,Y € L?(Q), to kowariancja
zmiennych losowych X i'Y istnieje oraz

lcov(X, Y)| < /D2(X)D2(Y). (6)

v
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Kowariancja i korelacja zmiennej losowej. V

Definicja 3
Niech jednowymiarowe zmienne losowe X i Y spetniajag warunki X,Y € L2(Q) oraz D*(X) >0
iD?(Y) > 0. Wspétczynnikiem korelacji zmiennych losowych X i Y nazywamy liczbe p(X,Y)
réwna

cov(X,Y)

p(X,Y) = ——————.
D2(X)D?(Y)

(7)
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Kowariancja i korelacja zmiennej losowej. VI

Twierdzenie 1

Niech jednowymiarowe zmienne losowe X1,
istnieje wariancja ich sumy oraz

> D’

i=1

D2(zn: X)) =
i=1

..., Xn beda catkowalne z kwadratem. Wéwczas

(X)+2 D cov(Xi, X))

1<i<j<n

(8)

Whiosek 5

Niech jednowymiarowe zmienne losowe X1,
parami nieskorelowane. Wéwczas

..., Xn beda catkowalne z kwadratem oraz sa

(9)
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Spis tresci

© Macierz kowariancji i korelacji zmiennych losowych
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Macierz kowariancji i korelacji zmiennych losowych. |

Definicja 4

Rozwazmy n-wymiarowa zmienng losowa X o skfadowych Xi,..., X, tzn. X = (X1,...,X,).
Niech X; € L?(Q) dla i € 1,n. Macierz

Q = (cov(Xi, X))); je1m

nazywamy macierza kowariancji n-wymiarowej zmiennej losowe X.
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L Vacerzkowriangjiiorelagji zmiennych losowych |
Macierz kowariancji i korelacji zmiennych losowych. Il
Definicja 5

Rozwazmy n-wymiarowa zmienng losowa X o skfadowych X1, ..., X,. Niech X; € L2() oraz
D?(X;) # 0 dla i € 1, n. Macierz

Qp = (p(Xi, X)) i jeim

nazywamy macierza korelacji n-wymiarowej zmiennej losowe X.

Uwaga 3

© Pojecia macierzy kowariancji i korelacji mozemy tez rozwazaé w przypadku n zmiennych
losowych Xi, ..., X,. Méwimy wtedy o macierzy kowariancji i korelacji zmiennych
losowych Xi, ..., X,.

@ W dalszej czesci wyktadu oba podejscia bedziemy stosowac wymiennie.
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Macierz kowariancji i korelacji zmiennych losowych. IlI

Twierdzenie 2

Dla dowolnej n-wymiarowej zmiennej losowej macierz kowariancji, o ile istnieje, ma wtasnosci
@ jest symetryczne,

@ Jjest nieujemnie okreslona tzn.

n
Vit ta)ern ) titi Qi > 0, (10)
k=1

@ Jesli jej rzad jest rowny k i k < n, to istnieje n — k réwnan liniowych wigzacych zmienne
losowe Xi,...,X,.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 05 wersja z roku ak. 2020/21 12 /30



Spis tresci

© Momenty wielowymiarowych zmiennych losowych.
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Momenty zmiennych losowych dwuwymiarowych. |

Niech (2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, zas X = (Xi, X2) bedzie dwuwymiarowa
zmienng losowa okredlona na tej przestrzeni.

Istnieje naturalne uogdlnienie momentéw zmiennych jednowymiarowych.[1]
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Momenty zmiennych losowych dwuwymiarowych. [l

Definicja 6
Niech k, | beda dowolnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi, natomiast a i b liczbami
rzeczywistymi.
Zatézmy, ze dla zmiennej losowej X spetniony jest warunek XlkX2/ € L1(Q).
@ Momentem rzedu k + | (odpowiadajacemu parze (k, 1)) wzgledem punktéw a i b zmiennej
losowej X nazywamy liczbe réwna E((X1 — a)kK(Xa — b)) i oznaczamy ui’f,’.
@ Momentem zwyktym rzedu k + | (odpowiadajacemu parze (k, 1)) zmiennej losowej X

nazywamy momentem rzedu k + | (odpowiadajacemu parze (k, 1)) wzgledem punktéw 0 i
0 i oznaczamy my ;.

v

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 05 wersja z roku ak. 2020/21 15 /30



Momenty zmiennych losowych dwuwymiarowych. Il

Definicja 7

Niech k, | beda dowolnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi, natomiast dwuwymiarowa
zmienna losowa X spetniajaca warunki X{ X5, X1, Xo € L}(Q).

Momentem centralnym rzedu k + | (odpowiadajacemu parze (k, 1)) zmiennej losowej X

nazywamy momentem rzedu k + | (odpowiadajacemu parze (k, 1)) wzgledem punktéw E(X7) i
E(X2) i oznaczamy ju ;.

v
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Momenty zmiennych losowych dwuwymiarowych. IV

Lemat 1
Niech k, | beda liczbami naturalnymi i X = (X1, X2) dwuwymiarowa zmienng losowa.
Q Jezeli X1 € LK(Q), to myo = E(XF) (czyli jest réwne momentowi zwykfemu rzedu k
pierwszej sktadowej zmiennej X ).
Q Jezeli X € L'(Q), to my; = E(X3) (czyli jest réwne momentowi zwyktemu rzedu | drugiej
sktadowej zmiennej X ).
Q Jezeli Xi € L2(Q), to oo = D?(X1) (czyli jest réwne momentowi centralnemu rzedu 2
pierwszej skfadowej zmiennej X ).
Q Jezeli Xy € L2(Q), to po2 = D?(X2) (czyli jest réwne momentowi centralnemu rzedu 2
drugiej skfadowej zmiennej X ).
Q Jezeli Xl, Xg, X1X2 € Ll(Q), to mi1 = ]E(X1X2) I'/L171 = COV(X]_,X2).
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Spis tresci

@ Zbieznoé¢ ciagdbw jednowymiarowych zmiennych losowych
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Rézne pojecia zbieznosci. |

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng oraz niech (X,),>1 ciagiem
jednowymiarowych zmiennych losowych okre$lonych na tej przestrzeni.

Definicja 8
Méwimy, ze ciag (Xn)n>1 zmiennych losowych jest zbiezny prawie na pewna do zmiennej
losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

P({w: fim Xo(w) = X(w)}) =1 (11)

. n.
i oznaczamy X, 2= X.
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Rézne pojecia zbieznosci. |l

Definicja 9

Méwimy, ze ciag (Xn)n>1 zmiennych losowych jest zbiezny wedtug prawdopodobieristwa do
zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

Veso lim P {w: | Xp(w) = X(w)| >€})=0 (12)
. P
i oznaczamy X, — X.
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Rézne pojecia zbieznosci. Il

Definicja 10

Moéwimy, ze ciag (Xn)n>1 zmiennych losowych jest zbiezny wedtug p-tego momentu, dla
0 < p < 400, do zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

X € LP(Q) AVpewXn € LP(Q) A lim B(|X, — X|P) = 0. (13)

. LP
i oznaczamy X, — X.
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Whasnosci zbieznosci. |

Twierdzenie 3

Niech X, 225 X oraz Y, 225 Y. Wéwczas

@ dla dowolnych a, b € R zachodzi aX, + bY, 22 aX + bY,
@ X,Y, 25 XY,

@ Jesli P({w: X(w) #0}) = 1, to I (w0} % — X
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Whasnosci zbieznosci. Il

Twierdzenie 4

Nastepujace warunki sa réwnowazne

X, 25 X

Veso nlin;oP<
Veso lim P(

V5>0 nllf‘go P (

N 1Xe(w) = X)) < 2}
U {w | Xk(w) = X(w)| > e}

) {w: X(w) = Xy(w)| <&}

9

0,

1.
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Whasnosci zbieznosci. Il

Whiosek 6
Jesli
(o)
Ve>0 Z P({w: [Xn(w) — X(w)| > €}) < o0,
n=1
to X, 2
Whiosek 7

Jesli X, 25 X, to X, 4 X.

Twierdzenie 5

Jedli X =5 X, to Xp > X. Gdy dodatkowo IV 51| Xa| < K, to jesli Xp —— X, to Xn — X.
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Whasnosci zbieznosci. IV

Twierdzenie 6

Niech X, 22 X i niech istnieje R > p > 0 oraz zmienna losowa Z taka, ze
@ Vnen|XalP? < 27,

@ E(ZP) < 4oc.

Wedy X, =2 X. |

Twierdzenie 7

Niech p > 1 oraz X, "X, Wtedy dla dowolnego q € [1, p| zachodzi X, X
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Whasnosci zbieznosci. V

Przyktad 2
Niech dany bedzie ciag (An)n>1 zdarzeri niezaleznych takich, ze
o0
() Z P(An) = 400,
n=1
@ lim P(A,)=0.
n—oo
Wtedy dla ciagu zmiennych losowych (Xp)n>1, gdzie X, = 1a,, zachodzi
@ X,—>0,
@ X,—-0

. . p.n.
oraz nie zachodzi X, — 0.
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Wihasnosci zbieznosci. VI

Przyktad 3

Niech Q =]0,1] i A, :=]0, %] dla n € N. Wtedy dla ciagu zmiennych losowych (Xp)n>1, gdzie
Xn = 2"a, zachodzi

@ X,7
@ X,—-0

. . LP
oraz nie zachodzi X, — 0.

Twierdzenie 8 (Twierdzenie Riesza)

Jesli X, = X, to istnieje podciag (Xp,) taki, ze X, 225 X
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Whasnosci zbieznosci. VI

Twierdzenie 9

Ciag zmiennych losowych jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy jego podciag zawiera podciag zbiezny prawie na pewno.

Whiosek 8

Niech X, = X, f bedzie funkcja ciagta na zbiorze A oraz P ({w: X(w) e A}) =1, to

F(Xn) - £(X).
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Whasnosci zbieznosci. VI

Twierdzenie 10

Niech X, F, X oraz Y, N Y. Wéwczas

@ dla dowolnych a, b € R zachodzi aX, + bY, —— aX + bY,
@ X,Y,— XY,

@ Jjesli P({w: X(w) #0}) =1, to Iy x(w)z0} % =1
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L Zbicinoi ciagow jecnowymiarowych zmiennych losowych |
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