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Spis tresci

@ Centralne twierdzenie graniczne.
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Staba zbieznos$¢ dystrybuant i zbieznos¢ wedtug rozktadu. |

Niech (Q, X, P) bedzie ustalong przestrzenia probabilistyczna, (X,)nsen ciagiem
jednowymiarowych zmiennych losowych okreslonych na niej, (Fp)nen ciagiem ich dystrybuant.

Uwaga 1

Mozemy tez rozwazac cigg rozktaddéw prawdopodobieristwa na R i odpowiadajacy mu ciag
dystrybuant tych rozkfadéw.

Definicja 1
Méwimy, ze ciag dystrybuant (F,)ncn jest stabo zbiezny do dystrybuanty F wtedy i tylko
wtedy, gdy w kazdym punkcie x ciggtosci dystrybuanty F mamy nlin;o Fn(x) = F(x).

Oznaczamy F, —>F.
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Staba zbieznos$¢ dystrybuant i zbieznos¢ wedtug rozktadu. Il

Definicja 2

Mowimy, ze ciag zmiennych losowych (Xp)nen (odpowiednio ciag rozktadéw
prawdopodobieristw na R) jest zbiezny wedtug rozkfadu do zmiennej losowej X (odpowiednio
rozkfadu prawdopodobieristwa na R) o dystrybuancie F wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
dystrybuant tego ciaggu zmiennych losowych (dystrybuant rozktadéw) jest stabo zbiezny do

dystrybuanty F. Oznaczamy wtedy X, L.x.
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R ' icrezenic granicene
Wstep

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a (X,)nen ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych okreslonych na niej.

Twierdzenie 1
Jezeli zmienne losowe w ciagu (Xp)nen posiadaja ten sam rozkfad oraz E(X1) =0 i
D?(X1) =1, to
Xl +...+ Xn D
_ 0,1). 1
NG —N(0,1) (1)
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Centralne twierdzenie graniczne. |

Bedziemy rozwazaé ciag podwdjny — tablice zmiennych losowych
{Xok:neNANkel n}= (ka)neN,kel,T-

Definicja 3
Méwimy, ze ciag (Xn k) pen ks Jest schematem serii wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
n zmienne losowe X, 1, Xp2,...,Xnn 53 Zzmiennymi niezaleznymi.
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Centralne twierdzenie graniczne. |l

Definicja 4
Niech (X.k)nen ke1n bedzie schematem serii. Zatézmy, ze dla dowolnych n € N i k € 1,n
zmienne losowe X, sa catkowalne z kwadratem. Mdéwimy, ze schemat serii (Xp k) pen kein

jest znormalizowanym schematem serii wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki warunki

@ dla dowolnego n i k zachodzi E(X, k) =0,
@ dla dowolnego n zachodzi 3 D?(X, ) = 1.
k=1

Uwaga 2

n
Bedziemy oznaczac s2 = Z 2(Xnk)-
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Centralne twierdzenie graniczne. Il

Uwaga 3

Niech (X,)nen bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkfadzie
catkowalnych z kwadratem. Wéwczas okreslajac dla dowolnego k € 1, n zmienne losowe
Xnk 1= UX—\;E gdzie 0® = D?(X1) otrzymujemy schemat serii. Jezeli dodatkowo dla dowolnej
liczby naturalnej n spetniony jest E(X,) = 0, to otrzymujemy znormalizowany schemat serii.

Definicja 5

Moéwimy, ze schemat serii (Xn k) ,en ke1r SPetnia warunek Lindeberga wtedy i tylko wtedy, gdy

VnenV i trB(X k) < 00, (2)
1
Vi>o0 nango 2 Z E((Xnx — E(ka))2H{w:IX,,,k(w)—E(Xn,k)|>rs,,}) =0. (3)
n k=1
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Centralne twierdzenie graniczne. IV

Uwaga 4

W przypadku znormalizowanego schematu serii warunek Lindeberga (3) ma postac

i 2
Vr>0 n||—>nc10 Z E(Xn,k]l{w:\xn,k(w)|>’}) =0
k=1

Twierdzenie 2
Jezeli znormalizowany schemat serii spetnia warunek Lindeberga, to

Q@ lim maxD?(X, ) =0,

=00 kel n

Q V.o I|m max P ({w : | Xpk(w)| > r}) =
keln
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Centralne twierdzenie graniczne. V

Twierdzenie 3

Niech (Xn)nen bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
posiadajacych zerowa wartos¢ oczekiwang i jednostkowa wariancje. Niech X, y := % dla

k € 1,n. Wéwczas schemat serii (Xp k) ,cn ke1s SPefnia warunek Lindeberga.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 08 wersja z roku ak. 2021/22 10 /48



Centralne twierdzenie graniczne. VI

Twierdzenie 4

Niech (X,)nen bedzie ciagiem nieza/ez'nych zmiennych losowych jednostajnie ograniczonych?

catkowalnych z kwadratem oraz I|m Z D?(X,) = +oo. Niech X, x := Xk dla k € 1, n.
%0 k=1

Wtedy schemat serii (X k) e ey SP€nia warunek Lindeberga.

Mdwimy, ze ciag zmiennych (X,»)nen jest jednostajnie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy

An>oVnenVuweal| Xn(w)| < M. (5)
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Centralne twierdzenie graniczne. VII

Twierdzenie 5 (Lindeberga - Lévy'ego)

Niech znormalizowany schemat serii (X, ) neN.kein Spefnia warunek Lindeberga wtedy. Wtedy
n

3 Xog —N(0,1)

k=1
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gy /e ovierdzenic granicane

Centralne twierdzenie graniczne. VIII

Uwaga 5
W dowodzie postugujemy sie nastepujacymi faktami
Vepy -1 <K (6
X2
Vxer e”—1-— /x’ < 5 (7)
2 3
X x|
Y M—1-— —| < — 8
R e X + 5 6 (8)

VneNV1<k<n Y {ar,....amb1,....batcClak| < LA [be| < 1=

|al-...-a,,—b1-...-b,,]<Z\ak—bk| (9)
k=1
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Warunek Lapunowa i jego zwigzek z warunkiem Lindeberga.

Definicja 6
Moéwimy, ze schemat serii (X k) en ks SPefnia warunek Lapunowa wtedy i tylko wtedy, gdy

3550V neNY o T E(| Xn k| *1?) < +00 (10)
) 1 < s
Am 5210 > E(Xok — E(Xoi)PT) =0 (11)
k=1

Twierdzenie 6

Jezeli ciag serii spetnia warunek Lapunowa, to spetnia warunek Lindeberga.
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Spis tresci

© Wstep do statystyki
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Podstawowe pojecia statystyczne. |

@ Zbiorowo$¢ generalna (populacja generalna) — kompletny zbiér elementéw lub mozliwych
wynikdéw procesu generujacego dane.

e Element (jednostka) zbiorowosci — indywidualna sktadowa zbiorowosci mogaca by¢
jednostka fizyczna lub wynikiem procesu.

@ Cecha statystyczna — wtasciwo$¢ elementéw zbiorowosci.

@ Rozktad cechy — zestawienie réznych wariantéw lub wartosci, ktére pojawiaja sie w
zbiorowosci i podanie czestosci ich wystepowania.

@ Parametry populacji — charakterystyki liczbowe populacji.

@ Obserwacja statystyczna — polega na dokonywaniu pomiaru, zliczeniu faktéw,

ankietowaniu bezposrednim lub posrednim albo na samorejestracji; rozumiana tez jest
jako indywidualny pomiar lub zarejestrowany wariant cechy.
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Podstawowe pojecia statystyczne. Il

@ Badanie statystyczne — proces pozyskiwania danych do analizy poprzez dokonywanie
obserwacji statystycznych.

Préba — podzbiér elementéw populacji podlegajacy badaniu czeSciowemu.

Proba losowa — préba dobrana poprzez losowanie elementéw.

Statystyka z préby — charakterystyki rozktadu cechy obliczone na podstawie préby.

Losowe btedy badania — losowe odchylenia statystyk z préby od parametréw populacji.

Badanie reprezentacyjne — badanie statystyczne oparte na prébie losowe;.
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- Vst dostansoki
Podziat cech statystycznych. |

O niemierzalna (jako$ciowe) — cechy, ktérych warianty sa kategoriami jakosciowymi
@ geograficzne,
@ inne.

@ mierzalna (ilosciowe) — cechy, ktére okresla sie liczbowo,

@ typu skokowego (dyskretnego) — cechy, ktére moga przyjmowac co najwyzej przeliczana ilosé
wartosci,

@ typu ciagtego — cechy, ktére moga przyjmowaé kazdg wartos¢ liczbowa z pewnego przedziatu
warianty sa kategoriami jakoSciowymi.

Uwaga 6

Do cech mierzalnych zalicza sie tez cechy quasi-ilosciowe zwane porzadkowymi. Cechy te
kwalifikuja natezenie badanej wtasciwosci przedstawionej w sposéb opisowy

Klasyfikacja Stanleya Stevensa zmiennych w analizie danych:
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- Vst dostansoki
Podziat cech statystycznych. Il

@ zmienne jakosciowe (inaczej wyliczeniowe, czynnikowe lub kategoryczne) to zmienne
przyjmujace okreslong liczbe wartosci (najczesciej nieliczbowych). Zmienne te mozna
podzieli¢ na:

o binarne (dwumianowe, dychotomiczne), np. pteé¢ (poziomy: kobieta/mezczyzna),

e nominalne (jakosciowe nieuporzadkowane), np. marka samochodu, pomiedzy wartosciami
tych zmiennych nie ma zadnego porzadku,

o porzadkowe (jakosciowe uporzadkowane), np. wyksztatcenie (poziomy:
podstawowe/Srednie/wyzsze).

@ zmienne iloéciowe, ktére mozna podzieli¢ na:

o licznikowe (liczba wystapien pewnego zjawiska, opisywana liczbg naturalng), np. liczba lat
nauki,

o przedziatowe (interwatowe), mierzone w skali, w ktérej odejmowanie wartosci ma sens, ale
iloraz juz nie, np. temperatura w stopniach Celsjusza lub rok naszej ery,
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- Vst dostansoki
Podziat cech statystycznych. Il

o ilorazowe, czyli zmienne przedziatowe, mierzone w skali, w ktérej dodatkowo zachowane s3
proporcje, wartoéci mozna dzieli¢, skala ma zero absolutne, np. temperatura w Kelvina,
wzrost w centymetrach itp.
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Cechy mierzalne — stymulanta, destymulanta, nominanta

W badaniach spoteczno-ekonomicznych cechy mierzalne dzielimy na

© stymulanty — cechy, ktérych wyzsze wartosci pozwalaja zakwalifikowaé dana jednostke
statystyczng jako lepsza z punktu widzenia realizowanego badania,

@ destymulanty — cechy, ktérych wyzsze wartosci $wiadcza o niskiej pozycji jednostki w
zbiorze,

© nominata — pozadane poziomy zmiennych (normatywne).
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Podziat zbiorowosci generalnej ze wzgledu na ilos¢ badanych cech
statystycznych

@ jednowymiarowe (jednocechowe),

@ wielowymiarowe (wielocechowe).
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Skale pomiaru. |

@ nominalna — odpowiada jej relacja réwne lub rézne; pozwala jedynie okresli¢
przynalezno$¢ badanych elementéw do wyréznionych dla danej cechy wyréznionych
kategorii jakosciowych; polega na zastosowaniu liczb jako nazw; szczegdlnym przypadkiem
tej skali jest skala dychotomiczna — dwupunktowa,

@ porzadkowa — odpowiada jej relacja wieksze lub mniejsze; pozwala na porzadkowanie
jednostek wedtug stopnia natezenia danej cechy; kazdemu ze stanéw mozna przypisaé
liczbe, a ten proces nazywamy rangowaniem,

e interwatowa (przedziatowa)- odpowiada jej relacja wieksze o tyle; skala liczbowa z
ustalonymi jednostkami pomiaru, co pozwala na okreslenie porzadku jednostek oraz réznic
(dystansu) miedzy nimi; w skali interwatowej, w przeciwienstwie do skali ilorazowej, nie
ma naturalnego poczatku, ktéry uprawniatby obliczanie ilorazéw wartosci cechy; jest
poczatek umowny,
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O . i 1l
Skale pomiaru. Il

o ilorazowa (stosunkowa) — odpowiada jej relacja wieksze tyle razy; skala liczbowa z
ustalonymi jednostkami pomiaru, co pozwala na okreslenie porzadku jednostek oraz réznic
miedzy nimi, w skali ilorazowej jest naturalny poczatku, ktéry pozwala na obliczanie
ilorazéw wartosci cechy.
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_ Vsieodostansni |
Podziat badan statystycznych

@ petne — badanie wszystkich jednostki danej zbiorowosci (spis statystyczne, rejestr
statystyczny itp.),

@ czesciowe — badanie czesci jednostek populacji (ankietowe, monograficzne,
reprezentacyjne),

@ szacunki
@ interpolacyjne (szacowanie nieznanych wartosci cechy na podstawie znanych wartosci
sasiednich),
@ ckstrapolacyjne (szacowanie wartosci wykraczajacych poza przedziat wartosci znanych).
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Spis tresci

© Statystyka opisowa
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Y o1 cechy  jego prezentacia (statystyki graficzne)
Motywacja

Pierwotny zbiér danych uzyskanych z badania ma na ogét postac¢ danych indywidualnych.
Tworza go wszystkie wartosci (warianty) cech zaobserwowanych u zbadanych jednostek.

Materiat liczbowy otrzymany w wyniku obserwacji statystycznej nalezy odpowiednio
usystematyzowac i pogrupowaé w postaci szeregdw statystycznych.

Typy grupowania
© grupowanie typologiczne — celem wyodrebnienie grup réznych jakosciowo,
@ wariancyjne — celem uporzadkowanie badanej zbiorowosci i poznanie jej struktury

polegajace na taczeniu w klasy jednostek statystycznych o odpowiednich wartosciach
cechy statystycznej.
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Szeregi statystyczne. |

Szereg statystyczny — cigg wielkosci statystycznych uporzadkowanych wedtug okreslonego
kryterium.

Wyrézniamy nastepujace gtéwne typy szeregdw statystycznych

Q szereg szczegdtowy (uporzadkowany ciag wartosci badanej cechy statystycznej),

@ szereg rozdzielczy - zbiorowos$¢ statystyczna podzielona na klasy wedtug okreslonej cechy
jakosciowej lub ilosciowej z podaniem liczebnosci lub czestotliwosci kazdej z
wyodrebnionych klas

@ z cecha mierzalng

@ punktowe,
@ przedziatowe,

@ z cecha niemierzalng

o geograficzne,
@ inne.
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_ Rozktad cechy i jego prezentacja (statystyki graficzne)
Szeregi statystyczne. |l

© szereg czasowy (dynamiczny, chronologiczny) — grupowanie typologiczne i wariancyjne,
gdy podstawa grupowania jest zmiana badanego zjawiska w czasie.

Uwaga 7
o Szeregi punktowe i przedziatowe mozna jeszcze podzieli¢ na szeregi proste i skumulowane.
o Szeregi przedziatowe buduje sie dla cech ciaggtych i cech dyskretnych w duza ilosci
obserwacji.
o Szeregi punktowe buduje sie dla cech dyskretnych z niewielka iloscia obserwacji.

o Szeregi czasowe dzielimy na

o szeregi okreséw — szereg zawiera informacje o rozmiarach zjawiska w krétszych lub dtuzszych
okresach,

e szeregi momentéw — szereg ujmuje wielkos¢ zjawiska w danych momentach, najczesciej na
poczatku lub na koniec okresu.
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_ Rozktad cechy i jego prezentacja (statystyki graficzne)
Szeregi statystyczne. IlI

Rozktad empiryczny cechy — zestawienie wynikdéw w postaci szeregu rozdzielczego z cecha
mierzalna.

Wskaznik struktury szeregu punktowego to czestotliwo$¢ wystepowania danego wariantu cechy.
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Y o1 cechy  jego prezentacia (statystyki graficzne)
Przyktad

Przyktad 1 ([1])

Liczba pasazeréw: 2, 0, 2, 1,2, 1,0, 3,1, 3,3, 1,0, 3,42, 2, 1,3 1,1, 2, 1, 4, 2

Predkos¢ (km/h): 64, 77, 51, 70, 69, 50, 72, 47, 93, 52, 60, 56, 63, 59, 58, 82, 60, 63, 65, 67,
61, 71, 66, 62, 68.

Pte¢ kierowcy: K, M, M, M, K, M, M, K, M, K. M, K, M, K, M, M, K, K, M, M, K, M, K, K,
M.

Materiaty dodatkowe
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Spis tresci

@ Charakterystyki liczbowe struktury zbiorowosci
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Wszechstronna analiza struktury

Na wszechstronng analize struktury sktadaja sie cztery zagadnienia

@ analiza tendencji centralnej ($redniego poziomu cechy),
@ analiza zréznicowania,
© analiza asymetrii,

@ analiza koncentragji.
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_ Charakienstkiliczbowe struktury zbiorowosci |
Parametry statystyczne i ich podziat. |

Analiza danych statystycznych prowadzi do przedstawienia wynikéw badan za pomoca
charakterystyk liczbowych zwanych parametrami statystycznymi.

Podziat parametréw statystycznych
© miary potozenia,
@ miary zmiennosci (rozproszenia, dyspersji, zréznicowania),
© miary asymetrii (sko$nosci),

@ miary koncentracji (sptaszczenia).
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Parametry statystyczne i ich podziat. Il

Uwaga 8
@ Miary pofozenia wyznaczaja przecietng wartosc¢ cechy statystycznej.

@ Miary zmiennosci wyznaczaja site zréznicowania wartosci cechy statystycznej. Pozwalaja
okresli¢ jakie jest zréznicowanie wartosci cechy statystycznej w zbiorze obserwacji (jak
mocno ,, rozproszone” s3 poszczegélne obserwacje).

o Miary asymetrii wyznaczaja site skupienia wartosci cechy statystycznej blizej dolnej lub
gérnej granicy zbioru wartosci.

o Miary koncentracji wyznaczaja site skupienia wartosci cechy statystycznej wokét wartosci
przecietnej.
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Miary potozenia ich podziaf.

Podziat miar potozenia

© miary przecietne,

© kwantyle.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB)

Wyktad 08

wersja z roku ak. 2021/22

36/48



Miary przecietne oraz ich podziat. |

Podziat miar przecietnych

@ klasyczne,
@ Srednia arytmetyczna,
@ Srednia harmoniczna,
© Srednia geometryczna,
Q pozycyjne,
® moda (dominanta, modalna),
@ kwantyle

o kwartyle,
e mediana (kwartyl drugi),
o decyle itp,

@ wartosci skrajne.
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Miary przecietne oraz ich podziat. |l

Uwaga 9

Miary tendencji centralnej to szczegdlne miary potfozenia, a mianowicie: srednia arytmetyczna,
mediana, modalna.
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Srednia arytmetyczna. |

Dla szeregdw szczegdtowych — $rednia arytmetyczna (niewazona, prosta)
1
Xi= Zx;.
i=1
Dla szeregdw rozdzielczych punktowych i przedziatowych — érednia arytmetyczna wazona
1k
X == Zx;n,- (dla szeregu punktowego)
i
1k
X == ZX,-n,- (dla szeregu przedziatowego),
n-“
i=1

gdzie k jest liczba klas, a x; srodkiem i - tego przedziatu klasowego.
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Srednia arytmetyczna. ||

Uwaga 10

@ Jezeli znamy srednie w kazdej z klas tzn. X;, gdzie i € 1, k, to dla szeregu rozdzielczego
przedziatowego mozna liczy¢ Srednia wazona zgodnie z nastepujacym wzorem

@ Od tej chwili nie bedziemy rozrézniac szeregéw rozdzielczych punktowych i
przedziafowych i x; bedzie oznaczac dla nich albo srodek przedziatu, albo wartos¢ punktu.
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Witasnosci sredniej

© srednia jest z przedziatu [Xmin, Xmax/,
@ suma odchylen poszczegdlnych wartosci cechy od $redniej réwna sie zero,
© suma kwadratéw odchylen poszczegdlnych wartosci cech od Sredniej jest minimalna,

@ Srednia arytmetyczng oblicza sie w zasadzie dla szeregdw o zamknietych przedziatach
klasowych,

© Sredniej arytmetycznej nie oblicza sie w szeregach, w ktérych udziat liczebnosdci w
przedziatach klasowych otwartych jest duzy,

@ Ssrednia arytmetyczna z préby reprezentatywnej jest dobrym przyblizeniem wartosci
przecietne w populacji generalnej,

@ srednia arytmetyczna jest wrazliwa na skrajne wartosci cechy (tzw. wartosci przypadkowe).
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Srednia harmoniczna

n p
XH = — 5 (dla szeregu szczegbtowego),
&5
K
_Z n;
Xy = 71 (dla szeregu rozdzielczego).
S
=17

Uwaga 11

Srednia harmoniczna stosujemy wtedy, gdy wartosci cechy sa podane w przeliczeniu na stata

jednostke, czyli w postaci wskaznikéw natezenia, wagi natomiast w jednostkach licznikéw tych
cech.

= =y = - - o +
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Srednia geometryczna

n

X =/ H x; (dla szeregu szczegdtowego),
i=1
k

XG = HX,-”" (dla szeregu rozdzielczego),
i=1

k
gdzie k jest iloscig klas, a n =} n;.
i=1

Uwaga 12

Srednia harmoniczna stosujemy przy badaniu sredniego tempa zmian zjawiska.
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Moda (modalna, dominanta). |

Definicja 7
Moda jest to wartosc¢ cechy statystycznej wystepujacej w rozkfadzie empirycznym najczesciej

(Mo).

Uwaga 13

Moda musi by¢ pojedyncza wartoscia. Jesli w zbiorze obserwacji nie istnieje pojedyncza
wartos¢ cechy statystycznej wystepujaca najczesciej, to moda nie istnieje w tej zbiorowosci lub
tez méwimy, ze cecha ma rozkfad wielomodowy.

Mode mozna zdefiniowal tez zmiennej ciggtej.
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Moda (modalna, dominanta). Il

Definicja 8

Moda dla zmiennej losowej o rozkfadzie ciagtym jest to wartos¢, dla ktérej funkcja gestosci
prawdopodobienstwa ma wartos¢ najwieksza.

Dla szeregu rozdzielczego modalng wyznaczamy wedtug wzoru

Nm— Nm-1
(nm - nmfl) + (nm - nm+1)

Mo = Xom + Am, (12)

gdzie

n; liczebno$¢ przedziatu i - tego (i = m zawierajacego modalng, i=m—1(i=m+1)
poprzedzajacej przedziat (nastepujacym po przedziale) z modalng,

Xom — granica dolna przedziatu, w ktérym znajduje sie modalna,

hm — rozpietos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie modalna.
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_ Charskiensykiliczbove strukiury zbiorowosc SRR
Mediana. |

Definicja 9

Mediana jest to wartos¢ cechy statystycznej, dzielaca zbidr obserwacji na dwie liczebnie réwne
czesci (zbiér obserwacji o wartosciach mniejszych lub réwnych oraz zbiér obserwacji o
wartosciach wigkszych lub réwnych od wartosci mediany).

Xn+1 dla n ¢ N\ 2N )
Me :=¢ 2 (szereg szczegbtowy),
5 | X2 4+ xn4q dla n € 2N
2\"2 2
m—1
Nyie — 32 nj
Me := xgMe + =l oh (szereg rozdzielczy),
Nm
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_ Charskiensykiliczbove strukiury zbiorowosc SRR
Mediana. I

gdzie
m — numer klasy w ktérej znajduje sie mediana,
XoMe — granica dolna przedziatu w ktérym znajduje sie mediana,

nm, — liczebno$é przedziatu mediany,
m—1 .

>~ nj — liczebnos¢ skumulowana,
i=1

hp, — rozpietos$é przedziatu mediany,

Nyte — pozycja mediany (przyjmuje sie, ze Nye = 7).
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