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Spis tresci
@ Charakterystyki liczbowe struktury zbiorowosci c.d.
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Wszechstronna analiza struktury

Na wszechstronng analize struktury sktadaja sie cztery zagadnienia

@ analiza tendencji centralnej ($redniego poziomu cechy),
@ analiza zréznicowania,
© analiza asymetrii,

@ analiza koncentragji.
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L Charakienysiykiliczbowe strukiury zbiorowoici cd. |
Parametry statystyczne i ich podziat. |

Analiza danych statystycznych prowadzi do przedstawienia wynikéw badan za pomoca
charakterystyk liczbowych zwanych parametrami statystycznymi.

Podziat parametréw statystycznych
© miary potozenia,
@ miary zmiennosci (rozproszenia, dyspersji, zréznicowania),
© miary asymetrii (sko$nosci),

@ miary koncentracji (sptaszczenia).
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Parametry statystyczne i ich podziat. Il

Uwaga 1
@ Miary pofozenia wyznaczaja przecietng wartosc¢ cechy statystycznej.

@ Miary zmiennosci wyznaczaja site zréznicowania wartosci cechy statystycznej. Pozwalaja
okresli¢ jakie jest zréznicowanie wartosci cechy statystycznej w zbiorze obserwacji (jak
mocno ,, rozproszone” s3 poszczegélne obserwacje).

o Miary asymetrii wyznaczaja site skupienia wartosci cechy statystycznej blizej dolnej lub
gérnej granicy zbioru wartosci.

o Miary koncentracji wyznaczaja site skupienia wartosci cechy statystycznej wokét wartosci
przecietnej.
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Pozycyjne miary potozenia. |

Definicja 1

Kwartyl i-ty (i = 1,2,3), jest to wartos¢ cechy statystycznej, dzielaca zbiér obserwacji na dwie
czesci w nastepujacy sposob: w pierwszym zbiorze o liczebnosci réwnej co najmniej
wszystkich obserwacji znajduja sie obserwacje, ktérych wartosci nie przekraczaja wartosci
i-tego kwartyla, a w drugim, o liczebnosci co najmniej %, mamy obserwacje, ktérych wartosci
$3 co najmniej réwne wartosci i-tego kwartyla.

Uwaga 2

Kwartyl drugi, to mediana.

Mozliwe s3 co najmniej dwa sposoby wyznaczania kwartyli dla szeregu szczegdtowego
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Pozycyjne miary potozenia. Il

© Zbiorowos¢ dzielimy na dwie czesci. W pierwszej sg te jednostki ktérych cechy przyjmuja
warto$ci mniejsze niz mediana, a w drugiej pozostate i dla nich wyznaczamy mediany,
ktére beda odpowiednio kwartylem pierwszym @7 i trzecim Qs.

@ Stosujemy nastepujace wzory

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 09 wersja z roku ak. 2021/22 7/72



Pozycyjne miary potfozenia. Ill
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Pozycyjne miary potozenia. IV

Dla kwartyli pierwszego i trzeciego dla szeregu rozdzielczego stosujemy nastepujace wzér

m—1
NQi — Z n;
Qi = X0Q; + =1 hI‘I17
Nm

gdzie
m — numer klasy, w ktérej znajduje sie kwartyl Q;,
XoQ; — granica dolna przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl Q;,

nm — liczebno$¢ przedziatu kwartyla Q;,
m—1

>~ nj — liczebno$¢ skumulowana,
i=1

hm — rozpietos¢ przedziatu kwartyla Q;,
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SRl >~ >°'o7"'"
Pozycyjne miary potozenia. V

Ng, — pozycja kwartyla Q; (przyjmujemy Ng, = 7 i Ng, = %)

Definicja 2
Niech p €]0,1[. Kwantylem rzedu p jednowymiarowej zmiennej losowej X nazywamy liczbe rp
taka, ze

P{w: X(w) <#rp}) 2 pAP({w: X(w) > rp}) > 1—p. (1)

Bedziemy korzysta¢ z nastepujacych wzoréw interpolacyjnych dla kwantyli dla szeregu
rozdzielczego przedziatowego

n(P) - n(XOp)h

Kp := Xop +
p p np

123 (2)
gdzie
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Pozycyjne miary potozenia. VI

Xop — granica dolna przedziatu, w ktérym znajduje sie kwantyl rzedu p,

n(p) — pozycja kwantyla rzedu p (zauwazmy, ze n(p) = np),

n(xop) — liczebno$¢ skumulowana dla przedziatu poprzedzajacego przedziat kwantyla rzedu p,
hp, — rozpieto$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sig kwantyl rzedu p,

np — liczebno$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sig kwantyl rzedu p.
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_ Rliangenicnese

Podziat miary zmiennosci

@ Klasyczne
@ wariangja,
@ odchylenie standardowe,
@ odchylenie przecietne,
@ wspotczynnik zmiennosci Pearsona,
@ typowy obszar zmiennosci.
@ Pozycyjne
rozstep préby,
odchylenie ¢wiartkowe,
wspdtczynnik zmiennosci,
typowy obszar zmiennosci.

0000
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Klasyczne miary zmiennosci. |

Definicja 3
Wariancja nazywamy liczbe réwna

1 n
§2 = - Z(x,- —X)?  (dla szeregu szczegbtowego),
i=1

k
1
% == E (x; —X)2n; (dla szeregu rozdzielczego).
n
i=1
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_ Rliangenicnese

Klasyczne miary zmiennosci. |l

Uwaga 3

Wariancje mozna tez zdefiniowac nastepujaco:

1 n
§2 .= Z(x,- —X)?  (dla szeregu szczegétowego),
n—1li
1 K
2 .= > (i — X)2n;  (dla szeregu rozdzielczego).
n—1i5
0 52

nazywana jest wariancja populacyjng, §2 wariancja prébkowa?.
o Wariancja mierzy $redni rozrzut wartosci zmiennej losowej od jej wartosci $redniej.
@ Intuicyjnie wariancja utozsamiana jest ze zréznicowaniem zbiorowosci.
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_ Rliangenicnese

Klasyczne miary zmiennosci. |l

Uwaga 4

Odchylenie standardowe i przecietne opisuje rozrzut wartosci zmiennej losowej wokdt Sredniej
arytmetycznej.
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_ Rliangenicnese

Klasyczne miary zmiennosci. IV

Definicja 4

Odchylenie standardowe to pierwiastek kwadratowy z wariancji (oznaczamy je s lub § w
zaleznosci od tego jak wyznaczamy wariancje).
Odchylenie przecietne definiujemy nastepujaco

1 n
d:==- Z |xi — x| (dla szeregu szczegétowego),
n
i=1

k
1 . .
d:== E |xi — X|n; (dla szeregu rozdzielczego).
Nz
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e '+~
Klasyczne miary zmiennosci. V
Definicja 5

Klasycznymi wspétczynnikami zmiennosci (Pearsona) (dla X # 0) nazywamy liczbe réwna
odpowiednio

Uwaga 5

Typowy obszar zmienno$ci ma najwieksze zastosowanie w przypadku, gdy dane sa wyraznie
skupione wokét wartosci Sredniej.

Klasyczny typowy obszar zmiennosci wyznacza sie z wykorzystaniem odchylenia standardowego
i odchylenia przecietnego.
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Klasyczne miary zmiennosci. VI

Definicja 6

Typowy obszarem zmiennosci jest przedziat okreslony warunkiem
o T, :=]x —s,X+ s[ (odpowiednio |[x — §,X + §[),
o Ty:=|x—d,x+d|.

2Zobacz pomoc do MS Excela.
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Pozycyjne miary zmiennosci. |
Definicja 7
Pozycyjnym rozstepem préby nazywamy liczbe
R := Xmax — Xmin;

gdzie Xmax ‘= MaX X; 0raz Xmjn := Min X;.
i€l,n i€l,n

Definicja 8
Odchyleniem ¢wiartkowym nazywamy liczbe

:Q3—Q1

Q: 5
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Pozycyjne miary zmiennosci. Il
Definicja 9
Pozycyjnym typowym obszarem zmiennosci nazywamy nastepujacy przedziat

Tq :=]Me—Q,Me+Q].

Definicja 10

Pozycyjnymi wspdtczynnikami zmiennosci nazywamy liczby réwne odpowiednio

Q Qs — Q
Vo = Mo’ (Me # 0) oraz Vq, @, = ﬁ

Uwaga 6

Wspétczynnik zmiennosci informuje o sile rozproszenia.
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Szeregi symetryczne i o asymetrii. |

Asymetria rozktadu cechy statystycznej oznacza, ze elementy zbiorowosci statystyczne;j
skupiaja sie blizej dolnej albo blizej gérnej granicy tej zbiorowosci.

o Jesli jednostki zbiorowosci skupiaja sie blizej mniejszych wartosci cechy, to méwimy, ze
asymetria jest prawostronna.

o Jedli jednostki zbiorowosci skupiajg sie blizej wiekszych wartosci cechy, to méwimy, ze
asymetria jest lewostronna.

Szereg statystyczny nazywamy symetrycznym, gdy
X = Me = Mo.
Moéwimy, ze szereg statystyczny ma asymetrie prawostronng, gdy

x > Me > Mo.
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Szeregi symetryczne i o asymetrii. Il

Moéwimy, ze szereg statystyczny ma asymetrie lewostronng, gdy

X < Me < Mo.
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Podziat miar asymetrii

Q Kilasyczne

e wspotczynnik asymetrii,
@ Pozycyjne

o wskaznik asymetrii,

e wspbtczynnik asymetrii.
© Mieszane

o wskaznik asymetrii,
o pierwszy wspotczynnik asymetrii Pearsona,
o drugi wspbtczynnik asymetrii Pearsona,
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Klasyczne miary asymetrii
Trzeci moment centralny

1 n
Uz = — Z(x,- — %)% (dla szeregu szczegbtowego),
n i=1

1 K
Uz = — Z(x, —x)%n; (dla szeregu rozdzielczego).
n i=1

Definicja 11
Klasycznym wspétczynnikiem asymetrii nazywamy liczbe
H3
A==
53
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Pozycyjny miary asymetrii
Definicja 12
Pozycyjnym wskaZznikiem asymetrii nazywamy liczbe
W2 := (Q; — Me) — (Me —Q1).
Pozycyjnym wspéfczynnikiem asymetrii nazywamy liczbe

(Q3 — Me) — (Me —Ql)
2Q '

Ag =

Uwaga 7

Pozycyjny wspétczynnik asymetrii okresla kierunek i site asymetrii jednostek znajdujacych sie
miedzy pierwszym z trzecim kwartylem.
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Mieszane miary asymetrii. |

Definicja 13

Wskaznikiem asymetrii nazywamy liczbe
W :=x — Mo.

Mdowimy o asymetrii lewostronne (odpowiednio prawostronnej) wtedy, gdy Ws < 0
(odpowiednio Ws > 0).

Wskaznik asymetrii okresla kierunek asymetrii i nie okre$la sity.
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Mieszane miary asymetrii. Il

Definicja 14
Pierwszym wspdfczynnikiem asymetrii Pearsona nazywamy liczbe

X — Mo X — Mo
As ' =—— oraz Ay = ——.
s d
Drugi wspétczynnikiem asymetrii Pearsona nazywamy liczbe
X — Me X — Me
Wep = ——— oraz Wy = —1—.
s d
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Miary koncentracji

O Krzywa Lorenza.
@ Klasyczne miary koncentracji
@ wspdtczynnik koncentracji (kurtoza),
@ wspotczynnik ekscesu,
@ wspdiczynnik Giniego.
© Pozycyjne miary koncentracji
@ wspotczynnik koncentracji.
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Krzywa Lorenza. |

Niech obserwacje z;, gdzie i € 1, n spetniaja warunki

0<zn< <. ...< 2z,

n
Z zi > 0.
i=1
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R '+~ oreerr=)
Krzywa Lorenza. Il
Definicja 15

Krzywa Lorenza odpowiadajaca obserwacjom z; nazywamy tamang faczaca kolejne punkty
(xi,yi) (i €0,n), gdzie

kel n.

Uwaga 8

Krzywa Lorenza jest zawarta w kwadracie jednostkowym, a ponadto tfaczy dolny lewy
wierzchotek kwadratu z gérnym prawym.
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Klasyczne miary koncentracji. |

Czwarty moment centralny

1 n

g = — Z(x; —x)* (dla szeregu szczegbtowego),
Nz
1k

pa = (x; —x)*n; (dla szeregu rozdzielczego).
i=1

Definicja 16
Wspétczynnikiem koncentracji (kurtoza) nazywamy liczbe
_ 14
V4 - (s2)2°
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R '+~ oreerr=)
Klasyczne miary koncentracji. Il

@ Przyjmuje sie, ze zbiorowos¢ statystyczna ma rozktad normalny wtedy, gdy v4 = 3.

o Czwarty moment centralny mozna tez zdefiniowaé wzorem?

/ 1 ¢

— 4 ,
= i— di ¥ ,
Ha-=""7 ;(X x)*  (dla szeregu szczegbtowego)
L
jy = 1 Z(X: —X)*n; (dla szeregu rozdzielczego).

i=1

| przyja¢ nastepujaca definicje wspoétczynnika koncentracji
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I R '+~ o=
Klasyczne miary koncentracji. |l

Definicja 17

Mdéwimy, ze rozktad cechy w populacji jest leptokurtyczny (wysmukty) wtedy, gdy va4 > 3.
Natomiast, gdy ~va < 3, to o rozkfadzie cechy méwimy, ze jest platokurtyczny (sptaszczony).

Definicja 18

Liczbe K := ~4 — 3 nazywamy wspétczynnikiem ekscesu.

Uwaga 9

W literaturze czasami wspétczynnik ekscesu nazywany tez jest kurtoza.
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Klasyczne miary koncentracji. IV

Definicja 19
Wspétczynnik Giniego dla obserwacji x1, . . ., x, definiujemy nastepujaco
n
,ZJM—M
G=2""=__ 3
o (3)

Jezeli obserwacje x;, dla i € 1, n, uporzadkowane s3 rosnaco, to wspétczynnik Giniego wyraza
sie wzorem
n

> (2i—n—-1)x

G .= =L

n’x
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Klasyczne miary koncentracji. V

Uwaga 10

Wspétczynnik Giniego jest to pole zwarte pomiedzy krzywa Lorenza, a przekatna kwadratu
jednostkowego.

37
obacz [1]
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Pozycyjny miary koncentracji

Definicja 20

Pozycyjnym wspétczynnikiem koncentracji nazywamy liczbe

Dy — D
Ws = = 1,
Qs —
gdzie Dj jest i-tym decylem oraz D1 = X, Dg = xon dla szeregu szczegbéfowego i
10

m—1
Np,; — Z nj

D; = xop, + %hm dla szeregu rozdzielczego, a pozostate oznaczenia s3 analogiczne.
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Przyktad wyznaczania dla szeregu rozdzielczego przedziatowego jego

parametrow

’ Czas obstugi | Liczebnoé¢ | Liczebno$¢ skumulowana ‘ Czestotliwosé

0- 20 3 3 0, 12

20 - 40 9 12 0, 36
40 - 60 6 18 0, 24
60 - 80 5 23 0, 20
80 - 100 2 25 0, 08
> 25 1, 00
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Dla szeregu rozdzielczego zadanego tablica mamy

Me =...
20

Me =40 + (12,5 — 12) " = 41,67
Qi=...
Q1 =20+ (0,25 — 0,12) 20 972
1 — P P 0,36_ )
Q=...
Q3 =60+ (0,75 — 0,72) 20 63
3 = ) ’ 0’20_
Mo=...
Mo = 20 + 9-3 20 = 43,3

N 9-3)+09-6)" 7
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Spis tresci

© Proba losowa. Statystyka z préby. Rozktady klasycznych statystyk z préby.
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Préba losowa i realizacja

Definicja 21

Préba losowa prosta (n - elementowa) nazywamy ciag (Xi, ..., X,) niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowych rozkfadach identycznych takich, jak rozkfad cechy statystycznej X w
populacji generalnej.

Piszemy wtedy Xi, ..., X, ~iiq Fx, gdzie Fx jest dystrybuanta cechy X.

Uwaga 11

Realizacje zmiennych losowych oznaczamy (x1,. .., Xn).

Definicja 22

Przestrzenig préby zmiennej losowej (X1, ..., X,) nazywamy zbiér wszystkich mozliwych
realizacji (x1,...,Xp).
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_ Probalosomaistatystykazprdy |
Statystyka z préby i rozktad z préby

Definicja 23

Niech X1, ..., Xn ~iiqg Fx bedzie préba losowa prosta.

Statystyka z préby nazywamy zmienng losowa Z, bedaca pewna funkcja zmiennych losowych
Xi, ..., X, stanowigcych prébe losowa tzn. Z, = f(X1,...,Xy).

Niech Z, = f(Xi,...,Xn) bedzie statystyka z proby.

Rozktadem z préby nazywamy rozkfad statystyki z proby Z,,.
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Przyktady statystyk z préby. |

Niech Xi,..., X, ~jiq Fx bedzie préba losowa prosta.
Definicja 24

Srednia z préby definiujemy jako

_ 17
X(n) = ;;X,

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 09 wersja z roku ak. 2021/22 42/72



_ Probalosowisianstkaz ey
Przyktady statystyk z proby. Il

Uwaga 12

Q Jezeli wiadomo ile wynosi liczebnos¢ préby indeks liczebnosci préb w statystyka bedziemy
opuszczac.

@ W dalszych rozwazaniach, o ile nie bedzie to powiedziane inaczej, rozwazamy prébe
losowa prosta n elementows.

© Przy powyzszych ustaleniach srednig z préby oznaczaé bedziemy X.
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_ Probalosowisianstkaz ey
Przyktady statystyk z proby. IlI

Definicja 25
Wariancje z préby definiujemy jednym ze wzoréw
1<& -
§* =5 2 (X=X, (4)
Nz
- 1 M .
2= 36 - X7, (5)
i=1
. 17
§?2== Z(X,- —m)?,  gdy znane jest m. (6)
n
i=1
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_ Probalosowisianstkaz ey
Przyktady statystyk z proby. 1V

Stwierdzenie 1

Zauwazmy, ze zachodzi zaleznos¢

Uwaga 13

W przypadku matych préb przy ustalonym n dla statystyki z proby otrzymujemy tzw. rozkfad
doktadny statystyki.

W przypadku duzych préb dla statystyki z proby otrzymujemy rozktad graniczny statystyki, o
ile oczywiscie istnigje.
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Wprowadzenie do rozktadéw z proby.

W trzech pierwszych sekcjach bedziemy rozpatrywac populacje generalng lub dwie populacje,
w ktorej cecha statystyczna ma rozktad normalny, a wnioskowaé bedziemy o klasycznych
statystykach z préby — éredniej i wariancji.

Ponadto bedziemy w nich rozpatrywaé rozkfady doktadne statystyk z préby.
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej ze znanym o. |

Niech cecha w populacji generalnej ma rozktad normalny N'(m, o). Zatézmy, ze danymi
wartosciag oczekiwana i odchyleniem standardowym. Pobieramy losowo prébe prosta
X1y -ooy Xn.

Lemat 1

Dla sredniej arytmetycznej z préby X przy znanym odchyleniu standardowym mamy
- = 2
E(X) = m oraz D*(X) = Z-.

Twierdzenie 1

Srednia arytmetyczna z préby ma rozktad normalny N'(m, %)
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej ze znanym o. |l

Przyktad 1 ([1, Przktad 8.2])
Przypusémy, ze rozktad pewnej cech w populacji jest rozktadem N'(50,3). Rozwazymy prébe
9-cio elementowa. Wyznaczymy

© rozkfad sredniej z préby,

@ prawdopodobierstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze srednia w tej probie bedzie
wigksza niz 52.
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Rozkfad sredniej dla populacji normalnej ze znanym o. Il

Mamy X ~ N(50,1), gdyz w tym wypadku U—; = % =1 oraz

(=)
(5

= 1-—®(2) =1-0,97725 = 0,02275.

P({X > 52})

Mozna ostatni wynik interpretowaé, ze na 100000 przypadkéw w 2275 przypadkach Srednia
bedzie przekraczaé 52.
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej z nieznanymi mi o. |

Niech cecha w populacji generalnej ma rozktad normalny N (m, o). Zatézmy, ze nieznane s3
warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe. Pobieramy losowo prébe prosta
Xi,. .y Xn ~iig N(m, o).

Uwaga 14
Jezeli nie znamy parametréw tj. m i o, to nie mozemy wyznaczy¢ parametréw rozktadéw
Sredniej z préby X.
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_ Rozktad $redniej dla populacji o rozktadzie normalnym
Rozktad $redniej dla populacji normalnej z nieznanymi mi o. |l
Definicja 26

Statystyke z préby dla rozktadu sredniej z populacji normalnej z nieznanymi parametrami
Srednia i odchyleniem standardowym definiujemy wzorem

gdzie S = /52, a S? jest wariancjg z préby.

Lemat 2

Statystka z préby moze tez by¢ zapisana w postaci

T .= Vn.

S
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej z nieznanymi mi o. |l

Twierdzenie 2

Mamy T ~ t(n—1) i rozktad T jest niezalezny od o.

© W tablicach statystycznych dla rozktadu t-Studenta podawane jest liczba t,,, gdzie o
jest ustalona liczbg z odcinka ]0, 1], a v jest liczbg stopni swobody. Liczba t,
wyznaczana jest z zaleznosci

PUITI > tap}) = o

Ponadto zachodzi wtedy zaleznos¢
PUT > tas}) = P({—tan < T}) = 7.

@ Gdy liczba stopni swobody zbiega do nieskonczonosci, to rozktad t-Studenta zbiega do
rozktadu normalnego standardowego.
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej z nieznanymi mi o. IV

© Na ¢wiczeniach rachunkowych przyjmujemy, ze gdy liczba stopni swobody jest wieksza niz
30, to rozktad t-Studenta zastepujemy standardowym rozktadem normalnym.
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej z nieznanym o, ale znang
wartoscig oczekiwang. |

W tym przypadku wykorzystujemy statystyke

Twierdzenie 3

Rozktad T jest rozkfadem t-Studenta o n stopniach swobody.

Przyktad 2 ([2, Przyktad 7.3])

W populacji o rozktadzie normalnym N (12, o) wylosowano pobrano prébke 9-cio elementowa.
Wyznaczymy prawdopodobieristwo, ze srednia bedzie wieksza od 11,5, jezeli wiadomo, ze
odchylenie standardowe w prébie wynosi 1,57

= = = = =
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Rozktad $redniej dla populacji normalnej z nieznanym o, ale znang
wartoscig oczekiwana. Il

- X — 12 11,5 — 12
e - p({¥2 s 1 )

(s

= P{T>-1})=1-P{T <1}

0,3
~ 1-P{T<11})=1- =085

Wynik doktadny to 0,8282818.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 09 wersja z roku ak. 2021/22 55 /72



Motywacja

Uwaga 15 (Przyczyna liczenia rozktadéw réznic $rednich)

Rozktad réznicy srednich stosuje sie w praktyce w celu poréwnania Srednich arytmetycznych
obliczonych na podstawie dwéch niezaleznych préb pochodzacych z dwdch réznych populacji.
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Rozkfad réznicy srednich dla dwéch populacji normalnych ze znanymi
odchyleniami standardowymi. |

Dane s3 dwie populacje generalne majace rozktady normalny NV (my, 1) i N(ma,02).
Pobieramy losowe préby proste n; elementows i ny elementows.

Witedy za statystyke z préby przyjmujemy réznice Srednich arytmetycznych z préby
¥ _x@

Twierdzenie 4

Rozktad réznice srednich arytmetycznych z préby jest rozktadem normalny z parametrami

. 0'2 0'2 . 0'2 0'2
my—my i/t + 2 G N[ m—mp [+ 2.

m n

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 09 wersja z roku ak. 2021/22 57 /72



Rozkfad réznicy srednich dla dwéch populacji normalnych ze znanymi
odchyleniami standardowymi. Il

Przyktad 3 ([1, Przykfad 8.3])

Przypusémy, ze mamy dwie populacje o rozktadach N'(170,5) i N'(166,4). Pobieramy losowo i
niezaleznie préby osmioelementowa (pierwsza populacja) i dzisiecio elementowa (druga
populacja). Jak nalezy interpretowac prawdopodobieristwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
Srednia wynikéw dla préby 10-cio elementowej jest wieksza od sredniej wynikéw dla préby
8-mio elementowej.

(1)

Przyjmujac standardowe oznaczenia 7(1) i Y(z) mamy X' — Y(z) ma rozktad normalny

25 16 3 [21
/\/(170—166,\/84—10)—/\/(4,2 10).
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Rozkfad réznicy srednich dla dwéch populacji normalnych ze znanymi
odchyleniami standardowymi. IlI

Liczac prawdopodobienstwo mamy

w1 _ ()
(2 _ () _ X=X = 0—4
PH{X™ > X"}) = P({ Wen <§ 5
2 0 2V 10

- ( ii’? *(S)

= 1-9(1,84)=1-0,96712 = 0,03288.

OO

Ostatni wynik interpretujemy, ze na 100000 przypadkdéw w 3288 przypadkach $rednia z 10-cio
elementowej proby z drugiej populacji jest wieksza niz $rednia z 8-mio elementowej z pierwszej
populacji.
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Rozktad réznicy Srednich dla dwdch populacji normalnych z nieznanymi,
ale jednakowymi odchyleniami standardowymi. |

Dane sa dwie populacje generalne majace rozktady normalny N'(my, o) i N(m, o).
Pobieramy losowo préby proste n; elementowa z pierwszej populacji i ny elementowa z drugiej.
Witedy za statystyke z préby przyjmujemy

¥ _x@ _ (my — my)

T .= ,
S3(m+ =)

ny 512+n2 522

gdzie S5 = S22 a S jest wariancja z proby dla i = 1,2.

Twierdzenie 5
Rozkfad ten jest rozktadem t-Studenta o ny + ny — 2 stopniach swobody.
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Rozktad réznicy Srednich dla dwdch populacji normalnych z nieznanymi,
ale jednakowymi odchyleniami standardowymi. |l

Uwaga 16

ny 512+n2 522

m4n,—2 mozna wyrazic wzorem

Zauwazmy, ze wariancja potaczonej 5,3 =

o2 _ (m— 1)S2 + (np — 1)53
P m+n—2 '
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Rozktad wariancji w populacji normalnej. |

Dana jest populacja o rozktadzie cechy N(m, o). Pobieramy losowa n elementowa prébe
(X1, .oy Xn).

O wariancji o2 populacji generalnej wnioskujemy w oparciu o statystyke prébkowa

¢ nS?
n = T A .
o2
Twierdzenie 6
Mamy &, ~ x*(n—1).
Wyktad 09
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Rozktad wariancji w populacji normalnej. Il

Whiosek 1

Prawdziwe sa nastepujace réwnosci:

Q {n = (n—0712)§2,
Q E(¢,) = n—1orazD?(&,) =2(n—1),
Q E(52) = 02 oraz D?(52) = 2=

n—1’

Q E(S?) = =162 oraz D(52) = 2=’

n2
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Rozktad wariancji w populacji normalnej ze znana wartoscig oczekiwana

O wariancji o2 populacji generalnej wnioskujemy w oparciu o statystyke

nS?
&n = -
o
Twierdzenie 7
Statystyka £, ma rozkfad chi-kwadrat o n stopniach swobody. J
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Rozkfad ilorazu wariancji. |

Dane s3 dwie niezalezne populacje o normalnym rozktadzie cechy statystycznej o dowolnych
wartoéciach oczekiwanych oraz wariancjach réwnych odpowiednio 0% i 03. Pobieramy
niezaleznie z kazdej populacji préby o liczebno$ciach réwnych ny i ny i budujemy statystyki S2

oraz S3.

O ilorazie wariancji bedziemy wnioskowac na podstawie statystyki

n1512 if

F— of(m-1) _ of
: ms = §22.
U%(ng—l) ag

Twierdzenie 8
Statystyka F ma rozktad Fishera-Snedecora z liczbg stopni swobody licznika ny — 1 i liczba
stopni swobody mianownika n, — 1.

T _—ya
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Rozkfad ilorazu wariancji. Il

Whiosek 2

Wartos¢ oczekiwana statystyki F istniej dla ny > 3 i wynosi B(F) = 2=1

np—3’
istiej dla my > 5 i wynosi D2(F) = 2t —4)

natomiast wariancja
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O tym co jest w rzeczywistosci

Rzeczywisto$¢ — populacja nie ma rozktadu normalnego, badz nie znana jest postac rozktadu. J

Praktyka — stosujemy graniczne rozkfady statystyk. J

Warunek — duza liczebnos$¢ préby. J
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Graniczny rozkfad czestosci (frakgji). |

X ma rozktad Bernoulliego z parametrami n i p tzn. X ~ Bin(n, p).

Stosujemy statystyke (czestotliwo$ciowa)

Q::i.
n

Uwaga 17

@ Zmienng losowa Q) nazywamy czestoscig wzgledna.

@ Poniewaz P ({w :Qw) = %}) =P ({w: X(w) = k}) dla k € 0, n, wiec Q ma rozkfad
dwumianowy liczbach £ dla k € 0, n.
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Graniczny rozkfad czestosci (frakgji). Il

Twierdzenie 9

Mamy E(Q) = p oraz D?(Q) = p(i=p)

n

Twierdzenie 10 (Wniosek z twierdzenia Moivre'a-Laplace'a)

n

Rozktadem granicznym Q jest rozktad normalny N' (p, p(lp)>.
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Graniczny rozktad réznicy frakgji.

Zmienne losowe Xj i X maja rozktad Bernoulliego z parametrami réwnymi odpowiednio ni, p
i np, p2. Rozwazmy czestosci wzgledne Q1 i Q5 i ich réznice (analizujemy rozktad réznicy
frakeji)

Q1 — Q.

Twierdzenie 11

p1(1—p1) + pz(l—pz))_

m mn

Rozktadem granicznym Q1 — Qo jest rozktad normalny N' (pl — p2, \/
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Graniczny rozktad Sredniej i réznicy Srednich z préoby

Zmienna losowa X ma nieznany rozktad z danymi parametrami: Srednia m i odchyleniem
standardowym o.

Twierdzenie 12

Rozktad sredniej z n elementowej préby Y(,,) zbiega wedtug rozktadu do rozktadu normalnego
N (m, %)

Zmienne losowe Xj i Xo maja dowolne rozktady z parametrami my, o1 i mo, oo.

Twierdzenie 13

(1)

Rozktad réznicy srednich z préby X — X®) zbiega do rozktadu normalnego

[ 2 2
_ 914 %
N (ml m2,\[ 4 + n2>‘
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