Metody probabilistyczne i statystyka - wyktad dziesigty! Podstawy
teorii estymacji: estymacja punktowa.

dr Jarostaw Kotowicz

Instytut Informatyki Uniwersytet w Biatymstoku

wersja z roku ak.2020/21

1©J.Kotowicz, 2021
dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10 wersja z roku ak.2020/21 1/67



e it
Spis tresci

@ Podstawy teorii estymac;ji

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10 wersja z roku ak.2020/21 2/67



Pojecie estymacji. |

Definicja 1

Estymacja to zbiér metod pozwalajacych na wnioskowanie o wartosci parametréw lub postaci
rozktadu cechy populacji generalnej na podstawie rozkfadu empirycznego uzyskanego z proby
losowej z tej populacji tj. na podstawie rozkfadu z préby.

Estymacje dzielimy na

© parametryczng, ktéra polega na szacowaniu wartosci parametréw rozktadu populacji
generalnej,

@ nieparametryczng, ktéra polega na szacowaniu rowniez postaci funkcyjnej rozktadu
populacji generalnej (by¢ moze z jej parametrami).

Estymacje parametryczna dzielimy na
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Pojecie estymacji. Il

© punktowa, w ktdrej za ocene wartosci parametru (parametréw) przyjmujemy jedna
konkretng warto$¢ (jeden konkretny wektor liczbowy) otrzymana na podstawie wynikéw
préby, ktéry na podstawie przyjetych kryteriow doktadnosci bedzie stanowit najlepsze
przyblizenie nieznanego parametru (parametréw) w populacji generalnej;

@ przedziatowa, w ktérej wyznaczamy pewien liczbowy przedziat w ktérym z okre$lonym
prawdopodobiefistwem zawiera sie wartos¢ szacowanego parametru.
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Zatozenia. |

@ Parametr rozktadu moze by¢ jednowymiarowy, wielowymiarowy lub nieskonczenie
wymiarowy.

Parametr rozkfadu cechy jest staty (nielosowy).

Wyniki z préby maja charakter losowy.

Bedziemy przyjmowaé, ze rozktad cechy w populacji generalnej jest zadany za pomoca
dystrybuant F(-;0)?, gdzie § € © jest parametrem od ktérego zalezy dystrybuanta.
Zaktadamy, ze © jest zbiorem niepustym.

@ Mozemy réwnie dobrze zatozy¢, ze cecha w populacji generalnej jest zadana za pomoca
funkgcji rozktadu prawdopodobienstwa p(+; ) dla rozktadu dyskretnego, albo funkcji
gestosci 7(-; 6) dla rozktadu ciagtego.
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Zatozenia. |l

Rozwazamy model statystyczny tj. obserwacje X i rodzine {Py : 6 € ©} rozktadéw
prawdopodobienstwa okre$long na zbiorze X bedacym zbiorem mozliwych wartosci obserwacji.
Chcemy estymowaé parametr 6 w przypadku parametru jednowymiarowego lub liczbe ~(6),
gdzie v: © — R jest znang funkcja, nie znamy tylko parametru €. Zauwazmy, ze bez straty
ogdlnosci zawsze mozemy jednak myslec, ze estymujemy wielkos¢ () ktada przy estymacji 6
funkcje v =1d.

Uwaga 1
Dlaczego funkcje? Popatrzmy na nastepujace przykfady.
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S ARl << c st matora
Zatozenia. Il

Przyktad 1
Rozwazmy {Exp(0) : 6 € R }. Wtedy moglibysmy rozwazy¢ funkcje

O 11: Ry — Ry dang wzorem ~1(0) = 0,
1

@ 12: Ry — Ry dang wzorem v2(0) = 3,
1

Q 13: Ry — Ry dang wzorem 3(0) = 5.

Uwaga 2

Zauwazmy, ze w przypadku pierwszej funkcji estymujemy sam parametr 6, drugiej chodzi o
estymacje wartosci oczekiwanej, w trzeciej wariancji rozktadu wyktadniczego.
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/atozenia. IV

Przyktad 2

Rozwazmy {N(m,c) : m € R Ao € Ry}. Wtedy moglibysmy rozwazy¢ funkcje
Q 71: R xRy — R dang wzorem v1(m,o) = m,
Q@ 12 R xR, — R, dang wzorem y»(m, o) = o2,

@ 13: R xRy — Ry dang wzorem ~y3(m, o) = o.

Uwaga 3

W tym przypadku chodzi nam o estymacje odpowiednio wartosci oczekiwanej, wariancji i
odchylenia standardowego rozkfadu normalnego.
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/atozenia. V

Przyktad 3
Niech F bedzie rodzing wszystkich dystrybuant ciaggtych rozktadéw prawdopodobierstwa na R.
Rozwazmy {Pr : F € F}. Wtedy moglibysmy rozwazy¢ funkcje

Q 7: F — R dang wzorem ~(F) = 2.

Uwaga 4

W naszych dalszych rozwazaniach ograniczymy sie wyfacznie do estymacji parametrycznej.
Ponadto zaktadamy, ze © C RY dla pewnej liczby naturalnej d.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10 wersja z roku ak.2020/21 9/67



/atozenia. VI

Uwaga 5

© Parametr 0 lub liczbe v(0), gdzie v: © — R jest ustala i znana funkcja, nazywany jest
parametrem estymowanym.

@ W dalszym ciagu naszych rozwazan bedziemy pisac o szacowaniu ~(6).

© Bedziemy szacowac nieznang wartos¢ parametru na podstawie n elementowej préoby
X1, X

@ W niektérych wypadkach liczebnos¢ proby bedzie ustalona, a w niektérych konstruowaé
bedziemy estymator wedtug jednego schematu dla wielu préb o réznych liczebnosciach.

2QOznaczenie - oznacza argument dystrybuanty F.
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Pojecie estymatora i oceny parametru. |

Definicja 2
Niech )(17 . ,Xn ~id F(-; 9)

Estymatorem T, liczby ~y(0) nazywamy statystyke z préby T, = T(Xi,...,Xy), ktéra stuzy do

oszacowania wartosci v(6)?.
Wartos¢ liczbowa t, estymatora T, liczby v(0) otrzymana z konkretnej realizacji préby
(x1,%2,...,Xpn) tzn. t, = T(x1,x2,...,Xn) nazywa sie ocena, ocena punktowa lub estymata

zmiennej losowej T, .

?Estymator, to statystyka T,: (X, H) — (©, M). Zaktadamy, ze mamy okreslone o-podciata
zbioréw borelowskich H = B(X) i M = B(©).
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Pojecie estymatora i oceny parametru. |l

Uwaga 6

© Jezeli liczebnos¢ préby nie bedzie istotna, to bedziemy opuszczac indeks dolny przy
estymatorze.

—

@ Jezeli bedziemy estymowac wielkos¢ y(0), to estymator bedziemy réwniez oznaczac ~(6).

© Ocene punktowa wielkosci () dla realizacji x = (x1, X2, ..., Xn) préby losowej Xi, ..., X,
oznaczamy 7(0, x).
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Pojecie estymatora i oceny parametru. Il

Uwaga 7

© Ocena parametru bedzie prawie zawsze réznic sie od oryginalnej wartosci parametru ~(6).

@ Szacujac pewien parametr populacji za pomoca okreslonego estymatora na podstawie
wynikéw proby losowej, otrzymuje sie rézne wartosci ocen. Wynika z tego, ze oceny
parametréw obliczane z préb obarczone sa btedami. Réznica miedzy estymatorem
wielkosci () a ta wartoscia nazywana jest bfedem szacunku.

@ Aby uzyskac maty bfad (duza precyzja szacunku), nalezy zadbaé o prawidfowe losowanie
proby, a takze wybdr najlepszego® estymatora sposréd wielu dostepnych statystyk z proby.

?Pozostaje pytanie co oznacza estymator najlepszy.
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Pojecie estymatora i oceny parametru. IV
Definicja 3

Btedem szacunku oceny punktowej estymowanej wielkosci v(0) odpowiadajacemu realizacji
x = (x1,X2,...,Xn) nazywamy liczbe

e(7(6), x) := (6, x) —~(0).

Natomiast btedem szacunku oceny punktowej estymowanej wielkosci v(0) nazywamy zmienna
losowa

e(+(8)) := 7(8) — 7(8).

Uwaga 8

Zauwazmy, ze bfad szacunku e(y(6), x) zalezy nie tylko od estymatora (formuty wykorzystanej
do szacowania estymowanej wielkosci), ale takze od proby.
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Pojecie estymatora i oceny parametru. V

Uwaga 9

Mozna tez wprowadzic¢ inng miare btedu

Definicja 4

Niech 'yf(g) bedzie estymatorem wielkosci v(6) na podstawie préby n elementowej, a

x = (x1,x2,...,%n) bedzie realizacja tej proby.

Odchyleniem prébkowym estymatora (6) odpowiadajacemu realizacji x = (x1,x2, ..., Xn)

nazywamy liczbe réwna

—

d(7(0), x) := (0, x) — Eg(~(0))-

Uwaga 10

Zauwazmy, ze odchylenie probkowe d(7(60), x), podobnie jak btad szacunku oceny punkowej
e(v(9), x), zalezy nie tylko od estymatora, ale takze od préby.

v
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Pojecie estymatora i oceny parametru. VI

© Jezeli chcemy szacowacd btad estymatora niezaleznie od realizacji nalezy wprowadzi¢ inng
miare btedu szacunku.

@ Zwykle miarg btedu szacunku estymatora T wielkosci v(6) jest btad $redniokwadratowy
(ang. MSE)
Voco MSEy(T) :=Eo((T — 7())?).

© Estymator to zmienna losowa.

© Poniewaz kazda ze zmiennych X; dla dowolnego i € 1, n ma taki sam rozkfad, jak cecha
X w populacji generalnej, wiec maja tez taka sama dystrybuante (funkcje
prawdopodobienistwa lub funkcje gestosci).
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Pojecie estymatora i oceny parametru. VII

Uwaga 11
Zauwazmy, ze bfad Sredniokwadratowy ta tak naprawde funkcja

©30~— MSE@(T).

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10 wersja z roku ak.2020/21

17 /67



Estymatory nieobcigzone i obcigzone. |

Definicja 5
Niech X1, ..., X, ~iig F(-;0) i T bedzie estymatorem wielkosci v(6).
Obciazeniem estymatora T nazywamy liczbe réwna

Voco b(T) :=E¢(T) — 7(6).

Mowimy, ze estymator T jest nieobcigzony wtedy i tylko wtedy, gdy b(T) = 0. W przeciwnym
wypadku estymator nazywamy obcigzonym.
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. |l
Whiosek 1
Niech T bedzie estymatorem wielkosci (6).

@ Estymator T jest nieobcigzony wtedy i tylko wtedy Eg(T) = ~(0) dla dowolnego 6 € ©.
Q@ MSEy(T) = Vary(T) + (b(T))? dla dowolnego 6 € ©.
@ Jezeli T jest nieobciazony, to MSEy(T) = Vary(T) dla dowolnego 6 € ©.

Uwaga 12

© Jezeli estymator jest nieobcigzony, to otrzymane przy jego stosowaniu oceny parametréw
nie s3 obcigzone btedami systematycznymi.

@ Dla estymatora nieobcigzonego odchylenie wartosci estymatora od szacowanego parametru
obliczone na podstawie jednej proby moga byc duze, ale w wyniku wielokrotnego
losowanie proby odchylenia przy obliczeniu sredniej arytmetycznej znosza sie.
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. |l

Definicja 6
Niech estymator T wielkosci v(0) bedzie nieobciazony.
@ Srednim btedem szacunku estymatora T nazywamy odchylenie standardowe T (tzn.
Dy(T)).
@ Wozglednym srednim btedem szacunku estymatora T nazywamy liczbe réwna
Dy(T)
v(0)

© Precyzja szacunku estymatora T nazywamy liczbe réwna

1
Varg(T)’
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. IV

Przyktad 4

Niech X1, ..., Xn ~iiq F(+;0), gdzie rozktady dla kazdej wartosci parametru 6 posiadaja

wartos¢ oczekiwang i szacujemy wielkos¢ ~y(0) = m i m jest wartosciag oczekiwana rozkfadu o
dystrybuancie F(-;0).

Nieobcigzonym estymatorem wartosci oczekiwanej jest srednia z préby X.

UZASADNIENIE. Mamy

EQ(Y) = Eg (nZX;) :iiEg(X;):i-m-n:m.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10

wersja z roku ak.2020/21 21/67



Estymatory nieobcigzone i obcigzone. V

Uwaga 13

W przyktadach 5, 6, 9 parametr jest dwuwymiarowy (m, o) i dlatego nie uzywamy estymatora
parametru, a uzywamy funkcji -y okreslonej dla dowolnych m, wzorem v(m, o) = o2.

Przyktad 5

Niech X1, ..., Xy ~iig N(m, o). Dla prostoty przyjmijmy oznaczenie § = (m, o).
Obcigzonym estymatorem wariancji jest wariancja z préby

1 n
S =23 (X — X)?
nia
”
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. VI

UZASADNIENIE. Mamy

oraz

Il
=
=
x
N
|
=
=
P
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. VII
Ponadto

n 2
Eo(X°) = Ey <IZX,->) Zx2+ 3 XX

j,k€l,n
J#k

1
= S| D Ee(X)+ D Eo(Xk)Eo(X;)
i=1 J:k€l,n
7K

1 & 1
= ?ZEQ(X,-2)+ﬁ~m2-n-(n—1)

1 o, n—1 5, 1_ .., n-1
- nzzEQ(X,)Jr - m_nE(X)+ —m.
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. VIlII

Stad

Eo(S2) = Eo(X?)~ TEy(%) -1

n—1 n—1

= EQ(X2) - : m2 = g .
n n n

Whynika stad, ze obciazenie estymatora S? wynosi b(5?) = —%02. O

Przyktad 6

Niech X1, ..., Xp ~jig N(m, o). Podobnie, jak poprzednio oznaczmy 6 = (m, o).

- n
Nieobciagzonym estymatorem wariancji jest wariancji z préby postaci 52 = 1= 5 (X; — X)?.

n—

=
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Estymatory nieobcigzone i obcigzone. IX

UZASADNIENTE. Poniewaz §2 = 7=1§

2 .
= , wiec

Ep(5%) = Eg(——52) = ——Fy(S?)

n—1 n—1
n n—1,
n—1 n

= 0'2.
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Estymator najefektywniejszy. |

Definicja 7
Dany jest zbiér wszystkich nieobciazonych estymatoréw T, ..., T" wielkosci v(6) dla préby o
ustalonej liczebnosci n.

Estymator T* z tego zbioru o wiasnosci Varg(T*) < Varg(T') dlai € 1,r i 6 € © nazywamy
najefektywniejszym estymatorem liczby (). Natomiast wielkosé

o Varg( T*)

() = Var(7)

dlaiel,r (1)

efektywnoscia estymatora T' wielkosci v(0).
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S /=i cstymaroron
Estymator najefektywniejszy. Il

Uwaga 14 (Problem wyznaczania estymatora najefektywniejszego)

@ Efektywnos¢ najefektywniejszego estymatora jest réwna jeden, w pozostatych zas
przypadkach nalezy do przedziatu |0, 1].

@ Aby okresli¢ efektywnos¢ estymatora, nalezy zna¢ wszystkie nieobcigzone estymatory
danego parametru i ich wariancje lub znac¢ wartos¢ wariancji estymatora
najefektywniejszego.

© Przy wyznaczaniu wariancji estymatora najefektywniejszego wykorzystuje sie twierdzenie
zwane nieréwnoscia Rao-Cramera.

@ Warunkiem koniecznym stosowalnosci nieréwnos¢ Rao-Cramera jest znajomos¢ postaci
funkcyjnej funkcji prawdopodobieristwa p(-; ) badz funkcji gestosci f(-; ).
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Nieréwnos$é Rao-Cramera. |

Uwaga 15

W przypadku nieréwnosci Rao-Cramera sformutujemy ja tylko przy nastepujacym zatozeniu:
rozwazac bedziemy jednowymiarowy parametr 6 tzn. © C R.
Estymowac bedziemy wielkos¢ ().
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Nieréwnos$¢ Rao-Cramera. Il

Definicja 8 (Warunki regularnosci Rao-Cramera)

Niech dana bedzie rodzina gestosci prawdopodobienstwa (funkcji prawdopodobieristwa)
zaleznych od parametru § € © C R tzn {f(-;0) : 6 € ©}.

Mowimy, ze rodzina {f(-;0) : 6 € ©} spetnia warunek regularnosci wtedy i tylko wtedy, gdy

Q funkcje gestosci (odpowiednio funkcje prawdopodobieristwa) dla dowolnego x spetniaja
warunki

@ posiada ciagte pochodne czastkowe rzedu drugiego wzgledem 6,
@ zbiér {x : f(x;0) > 0} jest niezalezny od 0,
© 2 Inf(x;0) istnieje oraz Eg ((Z In f(X;0))?) €]0,+oo[ ,

@ operacje catkowania wzgledem x i rézniczkowania ze wzgledu na 6 sa przemienne tzn.

% [[...-f(x;0)dx]=[...- [% f(x; 9)} dx wszedzie gdzie prawa strona jest skoriczona.
Wyktad 10
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Nieréwnos$é Rao-Cramera. Il

Twierdzenie 1

Niech X1, ..., X, ~iig F(-;0) i T bedzie nieobciagzonym estymatorem wielkosci ().
Oznaczmy X = (X1,...,Xp).

Jezeli funkcje gestosci spetniaja warunki regularnosci, to

2
(27(0)) 2 "
Eo {(5)6 Inf(X;0)) }

Vary(T) >

lub

2
von(ry 5 O] ©)
Ey {((%Inp(X;@)) }
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Nieréwnos$¢ Rao-Cramera. IV

Uwaga 16

W twierdzeniu 1 mamy: f (odpowiednio p) we wzorze (2) (odpowiednio we wzorze (3))
oznacza funkcje gestosci (odpowiednio funkcje prawdopodobieristwa) n-wymiarowej zmiennej
losowej X bedacej iloczynem gestosci (funkcji prawdopodobienstwa) zmiennych X, ..., X,.
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Nieréwnos$é Rao-Cramera. V

Uwaga 17
Ze wzgledu na niezaleznos¢ zmiennych losowych Xi, ..., X, mamy
o 2 0 2
Eq [(ae Inf(X;H)) ] R l(aa In f(X1;9)> ]
0 2 0 2
Eg [(aeln p(X;H)) 1 = nEy [(aelnp(Xl;H)) 1 .
co wiecej

Ey [(;@ Inf(Xl;G))2] _

0 2 0 2
E —Inp(X:0 = — Inp(x: 0 x: 0
0 (89 p( )) (ae P )) p(x;0)
Wykiad 10 wersja z roku ak.2020,/21 : 33/67
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Nieréwnos¢ Rao-Cramera — przyktady. |

Przyktad 7

Niech X, ..., X, ~iiq Exp(0). Estymujemy wielkos¢ ~(6) = %, czyli wartosé oczekiwang.
Wtedy X jest estymatorem najefektywniejszym, gdyz

Varg (X1 ) =

(2:0) = A

Eq [(;Mf(X;H))Z] = nVar(X1)
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Nieréwnos¢ Rao-Cramera — przyktady. Il

Uwaga 18

Z nieréwnosci Rao-Cramera nie wynika, ze wariancja estymatora najefektywniejszego, o ile
oczywiscie estymator najefektywniejszy istnieje, wynosi

Varg(T}) = <%V(0)) : (4)

nEq {(839 In f(x; 0))2]
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MMl '>>/1=c)2 estymatoron
Nieréwnos¢ Rao-Cramera — przyktady. Il

Przyktad 8

Niech Xi, ..., X, ~iig Exp(0). Estymujemy wielkos¢ v(0) = 0. Estymatorem
najefektywniejszym parametru 6 jest n,,_yl i

n—1 1
() By | (4 nf0:6))°|

UZASADNIENIE: Estymator nX jest estymatorem obcigzanym, gdyz

nX ~ Gamma(n,?0)
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Nieréwnos¢ Rao-Cramera — przyktady. IV

Estymatorem nieobcigzonym jest wiec statystyka

n—1
E — ).
6( nX)

Poniewaz

wiec
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Informacja Fishera.

Uwaga 19

W nieréwnosci Rao-Cramera pojawia sie pewne pojeci.

Definicja 9

Niech X bedzie zmienng losowa o gestosci f(+; 8), zaleznej od jednowymiarowego parametru

0 € © C R. Funkcje
b 2
1(6) = By [(ae In f(X,0)> ]

nazywamy informacja Fishera zawarta w zmiennej (obserwacji) X.
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Estymatory asymptotycznie nieobcigzone. |

Uwaga 20

W przypadku dwéch kolejnych definicji konstruujemy ciag estymatoréw zgodnie z jedna
ustalona reguta, ale dla préb coraz liczniejszych.

Definicja 10

Niech n bedzie dowolna liczba naturalng, Xi, ..., X, ~iig F(+;0) i T, bedzie estymatorem
liczby v(0).

Moéwimy, ze estymator T, jest asymptotycznie nieobcigzony wtedy i tylko wtedy, gdy

lim b(T,) = 0.

n—oo
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Estymatory asymptotycznie nieobcigzone. Il

Przyktad 9

Niech Xl, RN 7X,, ~id N(m, U).
Estymator S2 wariancji jest asymptotycznie nieobcigzony.

UZASADNIENIE. Wynika to z faktu

2
lim b(S2) = lim <—(’> = 0.
n—oo n—oo n
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MMMl o< 12005l estymatordw
Estymatory zgodne. |

Definicja 11

Niech X1, ..., Xy ~iig F(-;0) i T, bedzie estymatorem ~(6).

Méwimy, ze estymator T, liczby v(0) jest zgodny wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny wedtug
prawdopodobieristwa do ~y(6).

Uwaga 21

Przypomnijmy warunek zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa ciagu (X,) zmiennych
losowych do zmiennej X oznacza

Veso lim P({|Xy — X| <}) = 1.
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Estymatory zgodne. |l

Uwaga 22

Jezeli estymator jest zgodny, to w miare wzrostu liczebnosci préby jest coraz wigksze
prawdopodobienstwo tego, ze estymator bedzie przyjmowac wartosci coraz blizsze wartosci
parametru w populacji. Zmniejsza sie zatem ryzyko popetnienia duzego btedu.
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Estymatory zgodne, a nieobcigzone (asymptotycznie nieobcigzone). |

Twierdzenie 2

Jezeli estymator wielkosci v(0) jest zgodny, to jest asymptotycznie nieobciazony.

Twierdzenie 3

Jezeli estymator T, liczby y(0) jest nieobcigzony lub asymptotycznie nieobcigzony oraz
nlim Varg(T,) = 0 dla dowolnego 0, to T, jest zgodny.
— 00

DowoOD. Gdy jest estymator T, jest nieobcigzony wystarczy zastosowac nieréwno$é
Czebyszewa - Bienaymé. Natomiast dla asymptotycznie nieobcigzonego trzeba zastosowaé
nierébwnos¢ Markowa ze zmienng T, —y(6) i p = 2. O
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Estymatory zgodne, a nieobcigzone (asymptotycznie nieobcigzone). Il
Przyktad 10

Niech Xy, ..., X, ~jig N(m,c). | znowu niech 6 = (m, o).
Estymatorem zgodnym wartosci oczekiwanej jest Srednia z préby X,,.

UZASADNIENIE. Mamy

n

_ 1 1 < o
Varg(Xn) = §Varg (Z X,-) = Z Var(m,q2) (Xi) =
i=1

i=1 n

2

Co uzasadnia zgodno$¢ estymatora. O

Zadanie 1 (Praca domowa)

Niech X1, ..., Xy ~ig N(m, o). Udowodnié, ze estymator S? jest estymatorem zgodnym
wariancji 2.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10 wersja z roku ak.2020/21 44 /67



Estymatory zgodne, a nieobcigzone (asymptotycznie nieobcigzone). Il

Z . Ve - 2 . . - Ve . . .
WSKAZOWKA. Nalezy skorzystaé ze statystyki ':;Z" i jej wrasnosci (jaki rozktad ma ta

statystyka — twierdzenie Fishera).

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 10 wersja z roku ak.2020/21 45 /67



Estymatory asymptotycznie najefektywniejsze. |

Definicja 12

Niech Xi, ..., X, ~iig F(+;0) i T, bedzie nieobciazonym lub asymptotycznie nieobciazonym
estymatorem wielkosci ~(0).

Mowimy, ze estymator T, jest asymptotycznie najefektowniejszy wtedy i tylko wtedy, gdy

zachodzi réwnos¢
lim e(T,) =1.

n—oo

Uwaga 23

Dla estymatora asymptotycznie najefektywniejszego w miare wzrostu liczebnosci préby do
nieskoriczonosci wariancja Vary(T,) estymatora T, przyjmuje wartosci coraz blizsze wariancji
T estymatora najefektywniejszego.
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Estymatory asymptotycznie najefektywniejsze. |l
Przyktad 11
Niech X, ..

s Xn ~iig N(m, o). Udowodnimy, ze srednia arytmetyczna z préby jest
estymatorem najefektywniejszym wartosci oczekiwanej.

UZASADNIENIE. Mamy

f(x;m,o) = = exp (_(x—m)2> .

V270 202
Wtedy ,
X—m
Inf(x; m,0) = — In(v/2m0) — (202).
Stad
m Inf(x;m,o) = x;2m7
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Estymatory asymptotycznie najefektywniejsze. |lI

a wiec

0 2 1
E(m,a’) [(Mln f(X, m,a)) ‘| = ;

Ostatecznie

1 o2
Var(mp)(T,f) = 5 = —.
o) . n
NE(1m.5) {(amln f(x; m,o)) }
Poniewaz Var(m »)(X5) = "72 wiec dowdd jest zakonczony. O
Wyktad 10
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Spis tresci

@ Estymacja punktowa — metody konstrukcji estymatoréw
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L Estymaca punktowa - metody konstrukeji estymatorow |
Metody estymacji punktowe;j

Uwaga 24

Estymacja punktowa polega na wyborze estymatora T danego parametru 0 populacji lub
funkcji tego parametru i wyznaczeniu jego wartosci (oceny parametru) na podstawie préby i
podaniu odchylenia standardowego oceny parametru Dyg(T) (6 = T £Dy(T)).

Istnieja nastepujace metody estymacji punktowej

@ metode momentéw (MM),
@ metode najwigkszej wiarogodnosci (MNW),
© metode najmniejszych kwadratéw (MNK).

Uwaga 25

Wiarogodnosci jest tez w literaturze nazywana wiarygodnoscia
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Przypomnienie — momenty zwykte i centralne

Niech bedzie ustalona przestrzen probabilistyczna (€2, X, P) oraz zmienna losowa X catkowalna
z k-ta potega tzn. taka, ze [ |X|¥dP < 400, gdzie k jest dowolna, lecz ustalona liczba
Q

naturalna.
Definicja 13

Momentem zwyktym rzedu k nazywamy wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej X¥, a

momentem centralnym rzedu k nazywamy wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej (X — E(X))X.
Pierwszy z nich oznaczamy my, zas drugi pu.
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Metoda momentdw. |

Momenty zwykte i centralne mozna przedstawic jako pewne funkcje parametréw

rozpatrywanego uktadu. Rozwazmy liczbe takich réwnan réwng liczbie nieznanych parametréw.
Otrzymujemy wtedy uktad réwnan

m = gi(f1,...,0)
n = gz(.9.1., oy 0)) , (5)
nr = gr(ela ce 791’)

gdzie n; dlai=1,...,r s3 momentami zwyktymi lub centralnymi tak dobranymi, aby uktad
ten miat jednoznaczne rozwigzanie wzgledem parametréw 61,

..,0,. Ponadto za %;
podstawiamy momenty z préby.
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ROl <> momentow
Metoda momentoéw. Il
Przyktad 12

Niech populacja generalna ma rozkfad wyktadniczy f(x;0) = Ge_QX]I]O,JrOO[(X) dla 6 > 0.
Wyznaczymy metoda momentdw estymator parametru 6.

UZASADNIENIE. Rozwazmy prébe losowg Xi, ..., X, ~jiq Exp(6). Poniewaz mamy tylko jeden
parametr, wiec bierzemy doktadnie jedno réwnanie. Poniewaz m; = Ey(X) = L Wtedy

— 9
mf:%ng;:Y, a stad
~ 1
9::.
X

Uwaga 26

W kolejnym przyktadzie poszukujemy nie parametréow, ale funkcji od tych parametréw.
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Metoda momentdéw. Il

Przyktad 13

Niech cecha w populacji generalnej ma rozktad normalny N'(m, o). Wyznaczymy metoda

momentéw estymatory parametréw m i .

UZASADNIENIE. Rozwazmy prébe losowa Xi, ..., X, ~jig N(m,c). Zauwazmy, ze
my = E(m ) (X) oraz mpy = po + m?, gdzie 115 jest momentem centralnym rzedu 2. Uktadamy
ukfad réwnan.

mP =X
n

P __1 2

m2 —EZIXI-
=
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Metoda momentéw. |V

Wtedy

f?’ = m = X

— 17 _

o2 = = Xi2 _ (X)2 — 52

n
i=1
(]

Uwaga 27
Wada tej metody jest niemozliwos¢ okreslenia wtasnosci estymatoréw. J
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. |

Niech Xi,..., Xy ~jig F(:;01,...,60,). Wtedy oczywiscie funkcja prawdopodobienstwa lub
funkcja gestosci zalezy od nieznanych parametréw rozktadu 61, ...,0,. Mamy p(x;; 61,...,6,)
i f(x;;61,...,0,)dlai€l n.

Przyjmiemy konwencje x = (xi, ..., Xp)-
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. |l

Definicja 14

Funkcja wiarogodnosci obserwacji (X1, .
L(61,...,0,
Funkcja wiarogodnosci obserwacji (X, .

L(Ql, .. .,9,;

.., Xn) zmiennej dyskretnej nazywamy funkcje postaci
n
;x):Hp(x,-;Gl,...ﬁ,). (6)
i=1
.., Xn) zmiennej ciagtej nazywamy funkcje postaci

x) =[] f(xii 61, ... 6r). (7)
i=1

Etapy konstruowania estymatoréw:
@ Okreslenie funkcji wiarogodnosci.
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. |l

© Wyznaczenie logarytmu funkcji wiarogodnosci.
© Obliczanie pochodnych czastkowych % InL(01,...,0;x)dlai=1,...

@ Rozwiazanie ukfadu réwnan

2 InL(01,...,0r;%) =0
8%2InL(01,...,9r;x):0

- InL(f1,....6,x) =0

© Poszukiwane estymatory, to rozwigzania ostatniego uktadu.
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. IV

Uwaga 28
Logarytmujemy funkcje wiarogodnosci, gdyz ich pochodne maja te same miejsca zerowe jak
sama funkcja wiarogodnosci.

Przyktad 14
Niech Xi, ..., X, ~iig Bin(m, p). Stosujac metode najwiekszej wiarogodnosci wyznaczymy
estymator parametru p.

UZASADNIENIE. Mamy

L(p;x) = f[ <X> —p)"
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. V

Liczymy logarytm funkcji wiarogodnosci

InL(p;x) = ZIn( ) Zx,lnp—i—z m — x;)In(1 — p).

Nastepnie liczymy pochodna czastkowa wzgledem p

3InL(p'x)—lzn: —72 m — x;)
9p | Piz I
Rozwigzujemy réwnanie

:p InL(p;x) = 0.
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. VI

Otrzymujemy ostatecznie

o>
Il
3|

(8)

Przyktad 15

Niech X1, ..., X, ~jig N(m,c). Metoda najwiekszej wiarogodnosci wyznaczymy estymatory
parametréw m i o2, Zauwazmy, ze mamy tutaj funkcje od parametru o tj. ¥(o) = o2.

UZASADNIENIE. Mamy

L(m,o%x) = (0'1271')" exp (—2(172 Z(x; — m)2> .
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. VII

Liczymy logarytm funkcji wiarogodnosci
InL(m,0%x) = —nInVa2 — ninv2r — 1 i(x —m)2.
7 1 20_2 I:1 !
Liczymy pochodne czastkowe wzgledem wartosci oczekiwanej i wariancji

%InL(m,az;x):%Zx;—M

> (xi—m)?

0 2.0y — =n 4 =t
do2 In L(m,a 'X) — 202 + 2(02)2
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. VIII

Rozwigzujac uktad réwnan otrzymujemy

1< —
A= -3 X=X
m n; n
1< —
~2 - = (XI_Xn)2
ni=
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci. IX

Uwaga 29 (Wtasnosci estymatoréw otrzymanych metoda najwiekszej wiarogodnosci)

Q@ 53 zgodne.

@ Maja asymptotyczny rozktad normalny o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji

L >7, gdzie n jest liczebnoscig proby.
nEg [(% In f(x;9)) }

© 53 co najmniej asymptotycznie nieobcigzone.

Q Jezeli istnieje estymator najefektywniejszy, to jest otrzymywany ta metods.

Q Jezeli § jest estymatorem otrzymanym ta metoda, to stosujac metode najwiekszej
wiarogodnosci dla parametru g(6) otrzymamy estymator g(6).
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Estymatory dostateczne. |

Uwaga 30

Whykorzystujac funkcje wiarogodnosci mozemy wprowadzi¢ pojecie estymatora dostatecznego.
Pojecie to wprowadzit A. Fisher.

Definicja 15

Niech X1, ..., X, ~iig F(-;0) i niech T bedzie estymatorem parametru 6 na podstawie tej
proby.

Powiemy, ze estymator T jest estymatorem dostatecznym (wystarczajacym) parametru 6
wtedy i tylko wtedy, gdy skupia wszystkie informacje o parametrze 0 w prébie prostej tzn. dla
danej proby i danego parametru nie ma innego estymatora, ktéry zawieratby wiecej informacji
0 szacowanym parametrze.
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Estymatory dostateczne. |l

Twierdzenie 4
Niech T bedzie estymatorem parametru 6.

Jezeli iloraz funkcji wiarogodnosci i funkcji gestosci (lub funkcji rozktadu prawdopodobieristwa)
badanego estymatora jest funkcja niezalezna od parametru 0, to estymator T jest dostateczny.

Uwaga 31

Q Jezeli estymator jest najefektywnieszy, to jest dostateczny.

@ Jezeli istnieje estymator dostateczny parametru 0, to najlepszy w sensie MNW estymator

tego parametru jest réwny estymatorowi dostatecznemu lub jest pewna funkcja
estymatora dostatecznego.
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Szacujac warto$¢ $rednig na podstawie préby mozemy zapisaé

Xi=m+e¢e;, da i€l n

Jako estymator $redniej bierzemy taka wartos¢ m, dla ktérej wyrazenie

n

zj:a,? =Y (Xi—m)? (9)

i=1

jest najmniejsze. Wtedy obliczajac pochodna wzgledem m otrzymujemy

1 n
m=— E X = X.
n-
i=1
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