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Spis tresci

@ Estymacja przedziatowa
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_ Fsymage prcddialona |
Wstep. |

Rozwazamy

@ ustalone populacje i ceche w tej populacji, ktéra ma rozktad o dystrybuancie F zaleznej
od pewnego parametru ¢ ze zbioru parametréw ©,

@ pewne (znane) funkcje v: © — R,
© model statystyczny (X, F,{Py: 0 € ©}).

Estymacja przedziatowa, to metoda stuzacg do oszacowania przedziatu liczbowego, ktéry
prawdopodobnie zawiera warto$¢ szacowanej (nieznanej) wielkosci () dla kazdej wartosci
parametru 6.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 11 wersja z roku ak. 2020/21 3/63



_ Fsymage prcddialona |
Wstep. |l

Uwaga 1

© Przedziat ten nazywa sie przedziatem ufnosci.?

@ Przedziaty ufnosci dla nieznanych wielkosci (réznych funkcji vy) buduje sie na podstawie
rozkfadu estymatoréw tych wielkosci.

© Do wyznaczenia przedziatéow ufnosci wykorzystuje sie doktadny rozkfad estymatora
(rozktad ustalony na podstawie znajomosci rozktadu zmiennej w populacji, z ktérej
losowana jest préba) lub rozktad graniczny (rozktad do ktdrego dazy estymator w miare
wzrostu liczebnosci préby do nieskoriczonosci).

Twérca pojecia ,przedziat ufnosci” byt statystyk polskiego pochodzenia Jerzy Sptawa-Neyman.
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Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. |

Definicja 1

Niech dane beda liczba o z przedziatu 0, 1[, préba losowa Xi, ..., X, ~iig F(-;0) oraz funkcja
7 nieznanego parametru §. Rozwazmy dwie statystyki v = vy(X1,...,Xp) i7 =7(X1,..., Xa).
Méwimy, ze przedziat |y; 7| jest przedziatem ufnosci dla v(6) na poziomie ufnosci 1 — «, jezeli

Po({7(X1,..., Xn) <v(0) <3(X1,.... Xn)}) > 1 -«
dla kazdego 6.

Witedy liczbe 1 — o nazywamy wspétczynnikiem (poziomem) ufnosci.
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- Fsymedeprediclon
Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. Il

Uwaga 2

W przypadku, gdy rodzina rozktadéw {Py : 0 € ©} sktada sie z rozktadéw ciagtych, to
wéwczas mozemy zadac, aby byt spetniony warunek

Po({y(X1,..., Xn) <v(0) <7(X1,.... Xp)}) =1 -«

dla kazdego 6.

Interpretacja 1

Przy wielokrotnym pobieraniu préb losowych n elementowej i wyznaczeniu na ich podstawie

przedziatu ]y(X1, ..., Xn),7(X1, ..., Xn)[ $rednio (1 — «) - 100% przedziatow pokryje nieznana

wartos¢ y(0) tzn. wartos¢ v(0) bedzie nalezata do tego przedziatéw, a o - 100% tej wartosci
nie pokryje.
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- Fsymedeprediclon
Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. Ill

W zastosowaniach praktycznych oznacza to, iz mamy (1 — «) - 100% ufnosci, ze wyznaczony
na podstawie préby przedziat bedzie , pokrywat” szacowana wielko$¢ ().

Uwaga 3

© Poziom ufnosci 1 — « jest bliski jednosci.

Q@ Zwykle poziom ufnosci przyjmuje sie na poziomie 0,9; 0,95; 0,98; 0,99.

Podstawa konstrukcji przedziatu ufnosci dla danej wielkosci y(6) jest ,, dobry” estymator tego
parametru - tj. nieobcigzony lub asymptotycznie nieobcigzony, zgodny, najefektywniejszy lub
asymptotycznie najefektywniejszy.

| tak bedziemy wykorzystywac do konstrukcji przedziatu ufnosci w przypadku
© wartosci przecietnej — Srednig arytmetyczng z préby,
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Pojecie przedziatu ufnosci i jego interpretacja. IV

@ wariancji o2 — odpowiednia wariancje z préby,
@ frakgji (prawdopodobienstwa p) — czesto$¢ wystapienia danego zdarzenia.

Sposéb konstrukgeji przedziatu ufnosci zwigzany jest z rozktadem odpowiedniego estymatora.

Rozktad ten jest zalezny od zatozen dotyczacych rozktadu cechy w zbiorowosci generalnej oraz
od liczebnosci préby.

Uwaga 4

Dla jednej wielkosci v(0) moga wystepowac rézne postacie przedziatéw ufnosci.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 11 wersja z roku ak. 2020/21 8/63



- Fsymedeprediclon
Btedy estymacji przedziatowe;j. |

Definicja 2

Potowa dtugosci przedziatu ufnosci parametru y(0) jest nazywana bezwzglednym btedem
losowym lub maksymalnym btedem szacunku, jaki popetniamy, szacujac przedziatowe parametr
~v(0) za pomoca estymatora T,, btad ten oznaczamy przez dr,.

Natomiast
P dT”

Th
nosi nazwe wzglednego btedu losowego lub wzglednej precyzji.

B(T,) -100%

Definicja 3

Doktadnoscia estymacji przedziatowej nazywamy dtugos¢ przedziatu ufnosci.
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- Fsymedeprediclon
Btedy estymacji przedziatowej. Il

Uwaga 5

@ Oszacowanie wielkosci v(0) za pomoca przedziatu ufnosci jest tym lepsze, im mniejszy
jest ten bfad.

@ Praktycznie przyjmuje sie, ze przy wzglednym btedzie losowym wynoszacym do 5%
wnioskowanie statystyczne jest catkowicie , bezpieczne”. Jesli btad ten jest powyzej 5%,
lecz nie przekracza 10%, rezultaty oszacowania sa watpliwe, a przy btedzie powyzej 10%
wnioskowanie jest catkowicie niepewne. W tym ostatnim przypadku nalezy badz zwigkszyé
prébe, badZ przyjac mniejszy poziom ufnosci. Jest to szczegblnie wazne przy szacowaniu
prawdopodobieristwa sukcesu p.

© Chcemy, aby dtugos¢ przedziatu ufnosci byta jak najmniejsza.
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O czym bedzie na dalszej czesci wyktadu

Bedziemy budowac i rozwazaé przedziaty ufnosci w nastepujacych sytuacjach

© Przedziat ufnosci dla warto$ci oczekiwanej w populacji

@ normalnej ze znanym odchyleniem standardowym,

@ normalnej z nieznanym odchyleniem standardowym,

@ o nieznanym rozktadzie i znanym odchyleniu standardowym,

@ o nieznanym rozktadzie i nieznanym odchyleniu standardowym.

@ Przedziat ufnosci dla wariacji dla populacji normalnej o nieznanych wartosci oczekiwanej i
odchylenia standardowego.

© Przedziat ufnosci dla frakcji w rozktadzie Bernoulliego.
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Spostrzezenie

Estymatorem wartosci oczekiwanej jest Srednig z proby tzn.

1 e
m:;;X,-:X.

Wiemy, ze $rednia z préby jest estymatorem zgodnym, nieobcigzonym, najefektywniejszym i
dostatecznym parametru m.

Stanowi wiec ona podstawe konstrukcji przedziatu ufnosci dla tego parametru. Stad wiadomo,
przy podanych wyzej zatozeniach, niezaleznie od liczebnosci préby, czyli zaréwno dla préb
matych, jak i duzych, rozktad $redniej arytmetycznej z préby jest rozktadem normalnym z

.,
parametrami m i .
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_ Przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej
Populacja normalna ze znanym odchyleniem standardowym. |
Rozktad cechy jest rozktadem N(m, o). Przyjmijmy oznaczenie 6 = (m, o).
Rozwazmy érednig z préby X. Dokonujac standaryzacji zmiennej losowej X tzn.

X-m
N g

u vn

otrzymujemy
Po({|U| < up}) =1-— .

Stad przeksztatcajac wyrazenie ’@ﬁ’ < U, mamy

Pg({X—ua:<m<X+uaa}):l—a,

Vn vn
gdzie liczba rzeczywista u, jest taka, ze ®(u,) =1 - 5.
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Populacja normalna ze znanym odchyleniem standardowym. Il

Uwaga 6 J

o

Zauwazmy, ze u, jest kwantylem rzedu 1 — 3
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Populacja normalna z nieznanym odchyleniem standardowym. |

Rozkfad cechy jest rozktadem A (m, o). Przyjmijmy oznaczenie 6 = (m, o).

Jak juz powiedzieliSmy estymatorem parametru m jest Srednia z proby, ktérej rozktad nie moze

by¢ wyznaczony z powodu nieznajomosci odchylenia standardowego o.

Statystyka, ktéra tu stosujemy jest statystyka t-Studenta tzn.

X — X —
T:Tm n—1 lub T= gmﬁ.
Otrzymujemy
~ tan—ls ~ tan—15}>
P X — = <m< X : =1-a,
9({ n—1 m +\/n—1 “
Pe({X—ta’:ﬁls<m<X+ta’:ﬁ:5}>zl—a,
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Populacja normalna z nieznanym odchyleniem standardowym. ||

gdzie t, 1 jest takie, ze Py({|T| < tan-1}) =1— .
Uwaga 7

@ Podobnie, jak w poprzednim wypadku t, n—1 jest kwantylem rzedu 1 — 5.
@ Dla n > 120 wartosci t, ,—1 zastepuje sie u.

© Zwykle dtugosc przedziatu w przypadku znanego odchylenia standardowego jest mniejsza
niz w przypadku, gdy odchylenie standardowe nie jest znane.
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Populacja o nieznanym rozktadzie, ale znanym odchyleniem standardowym

Rozktad graniczny estymatora wartosci oczekiwanej ma rozktad normalnym.

W zwiazku z tym przyblizamy $rednig z préby rozktadem normalnym parametrami mi %
Dokonujac standaryzacji tak, jak w pierwszym przypadku otrzymujemy

—  Uao —  Uao
Pp(dX—C cm<X4+—22t)=1- 4
’ ({ N ﬁ}) * )
dla dostatecznie duzych n tj. dla n > 120. Oznaczylismy 6 = (m, \‘/’E)
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Populacja o nieznanym rozktadzie z nieznanym odchyleniem standardowym

Dla n > 120 przyjmujemy o = S i sprowadzamy do ostatniego przypadku. Otrzymujemy

Pg({X—Lﬁ<m<X+%})%l—a- (5)

Ponownie oznaczylismy 6 = (m, %)

vn/'
Uwaga 8
Jezeli préba jest mata, to nie mozemy wyznaczy¢ przedziatu ufnosci dla sredniej. J
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Spostrzezenia. |

Uwaga 9
© Przy zadanym poziomie ufnosci 1 — «v im wigksza jest liczebnosé, tym krotszy jest
przedziat ufnosci.
@ Przy ustalonej liczebnosci préby wraz ze wzrostem poziomu ufnosci rosnie rozpietosc
(dtugosc) przedziatu ufnosci.
© Im krétszy przedziat, tym mniejszy bfad szacunku, co oznacza wigkszy doktadnosc
(precyzje) oszacowania.
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Spostrzezenia. |l

Przyktad 1
Zakfadajac, ze kwartalne wydatki na reklame mozna uznac za ceche o rozktadzie N'(m, o),
wylosowano do préby 100 zaktaddw ustugowych i otrzymano nastepujacy rozkfad wydatkéw na

reklame:

Kwartalne wydatki | 0-5 | 5-10 | 10-15 | 15-20
Liczba zaktadow | 10 | 20 40 30

o Wyznacz na poziomie ufnosci 1 — a = 0,96 przedziat ufnosci dla przecietych kwartalnych
wydatkéw na reklame.
o Jaka bedzie dokfadnos¢ oszacowania, gdy poziom ufnosci bedzie réwny 0,97

20/63
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il - 2! ufnosci dla wariacji o
/Zatozenia

Uwaga 10

Przedziat ufnosci dla wariancji mozna wyznaczy¢ tylko wéwczas, gdy cecha X charakteryzujaca
zbiorowos¢ generalng ma rozktad normalny N (m, o).

Estymatorem wariancji jest wariancja z préby wyrazona jednym ze wzordw

-2 2 :
:—E Xi — m)“, m.
S o ( ) gdy znane jest (8)
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Populacja normalna o znanej wartosci oczekiwane;j

Statystyka, ktdrg tu stosujemy jest statystyka chi-kwadrat o n stopniach swobody tzn.

2 _ n$?
X = 0_2 .
Mamy wtedy
2 2 @ 2 2 @
Po(IxX" > x5ah) =5 oraz P({x" > xi-g ) =1- 7
gdzie jak poprzednio § = (m, o). Otrzymujemy wtedy
2 ~2
n nS
Py >— <0< — =1-—«a (9)
X%,n Xl—%,n
Wyktad 11
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Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. |

Statystyka, ktéra tu stosujemy jest statystyka chi-kwadrat o n — 1 stopniach swobody tzn.

2= nS?
o2
Analogicznie, jak poprzednio mamy
o
P(?({X2 > X%,nfl}) =5 oOraz PG({X2 2= Xif%,nfl}) =1- 5
oraz
nS? nS?
Py <0’ <—5—— | =1-a (10)
Xa o1 X1-92,n-1
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Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. Il

Uwaga 11
Mozna réwniez wykorzystac statystyke

n—1)52
e (-1%
o

ktéra ma réwniez n — 1 stopni swobody.

Przyktad 2 ([1, Przyktad 8.10])

Zakfadamy, ze czas pracy zaréwek produkowanych ma rozktad N (750, c). Na podstawie 16
elementowej préby losowej otrzymano §% = 2500. Wyznaczymy 98-procentowy przedziat
ufnosci dla odchylenia standardowego czasu pracy zaréwek.

ROZWIAZANIE.
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Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. |lI

Najpierw wyznaczamy przedziat ufnosci dla wariancji o na poziomie ufnoéci 1 — o = 0,98 (m
jest znane i n < 30). Poniewaz szukamy

2 .2
X0,99;16 ! Xo0,01;16>
wiec z tablic rozktadu x? mamy
X6.00:16 = 5,812 i X§01.16 = 31,999.

Stad
35,36 < o < 82,96.
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LR ="' % dla wariac o
Populacja normalna o nieznanej wartosci oczekiwanej. 1V
Uwaga 12

© Statystyka S ma rozktad asymptotycznie normalny o parametrach N' (m, \/%)

@ Z ostatniej obserwacji wynika, ze przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego, gdy
n > 30 wyznaczamy z jednego ze wzoréw

S S
T <O <{"
V2n V2n
lub )
S g
L+ 75 1- 7

w zaleznosci od tego, czy znana, czy tez nieznana jest wartos¢ oczekiwana m. Natomiast

Uq spefnia warunek ®(uy) =1— 5.

v
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Przedziat ufnosci frakcji (parametru p) w rozktadzie Bernoulliego. |

Uwaga 13
Stosujemy, gdy liczebnos¢ prébki wynosi co najmniej 100. J

Stosujemy statystyke p = % gdzie X jest iloscig wystapien sukceséw w prébie n elementowe;.

n

Rozkfadem granicznym tej statystyki jest rozktad normalny N <p, p(lp)).

Dokonujac jego standaryzacji, wykorzystujac rozktad normalny oraz zastepujac @
@ otrzymujemy

51— 5 51— 5
P ﬁ—ua\/p(np)<p<ﬁ+ua\/p(np) ~1-—a, (11)
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Przedziat ufnosci frakcji (parametru p) w rozktadzie Bernoulliego. I

gdzie jak poprzednio u, spetnia warunek ®(u,) =1 —

N|R
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Spis tresci

© Problem minimalizacji préby w estymacji przedziatowe;
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Motywacja i uwagi

Cel — ksztattowanie warunkéw estymacji przedziatowej, aby otrzymac oszacowanie o zadanej
doktadnosci przy jak najmniejszej prébie.

Rozpatrywa¢ bedziemy nastepujace problemy:

@ minimalizacja liczebnosci préby w estymacji przedziatowej wartosci Sredniej w populacji o
rozktadzie normalnym A (m, o) cechy ze znanym odchyleniem standardowym,

@ minimalizacja liczebnoéci proby w estymacji przedziatowej frakcji w populacji o rozktadzie
dwumianowym cechy.
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Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowej wartosci
oczekiwanej w populacji normalnej. |

z X+

2uqo

Mamy wtedy przedziat ufnosci }Y o dtugodci NG (doktadnos$¢ estymacii

a\
%\

przedziatowej).

Doktadnoscia estymacji przedziatowej zalezy od

@ wartosci parametru o okreslajacego rozproszenie,
@ poziomu ufnosci 1 — «a okredlajacego ug,,

© liczebnosci proby.
Dokfadno$¢ mozna modyfikowaé poprzez

@ poziom wspdtczynnika ufnosci,

@ liczebno$¢ proby.
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Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowej wartosci
oczekiwanej w populacji normalnej. Il

Uwaga 14

@ Przypomnijmy, ze potowe dtugosci przedziatu ufnosci nazywamy maksymalnym btedem
szacunku.

Q@ W przypadku pierwszym skracanie przedziatu moze powodowac zmniejszenie
prawdopodobienstwa pokrycia parametru. W przypadku drugim zaktadamy, ze % < d,

gdzie d jest zadang z goéry liczba. Stad n > d2 .

©Q W przypadku, gdy odchylenie standardowe nie jest znane, to rozwazamy nieobcigzony
estymator wariancji 52 zamiast 02 oraz wyznaczamy wartos¢ krytyczna t, dla rozktadu
t—Studenta o n — 1 stopniach swobody zastepujac nig u,, gdzie n jest, jak zwykle,

liczebnoscia proéby.
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Minimalizacja wielkosci préby w estymacji przedziatowej wartosci
oczekiwanej w populacji normalne;j. Il
Przyktad 3 ([1, Przyktad 8.13])

Zatézmy, ze rozktad wagi uczniéw pierwszych klas mozna ujac jako N(m, o). Na podstawie
10-elementowej préby otrzymano §2 = 16. llu uczniéw nalezy wylosowac do préby, aby
oszacowacl przecietna wage z maksymalnym bfedem 0,5 kg na poziomie ufnosci 1 — o = 0,987

ROZWIAZANIE.
Korzystajac z tablic rozktadu t-Studenta, dla 9 stopni swobody i o = 0,02 otrzymujemy

t0,02;9 = 2,821.
Stad
(2,821)2 - 16
= -——F5— =509,3
n (075)2 "~
a wiec n = b10.
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Minimalizacja préby w estymacji przedziatowej frakcji w populacji o
rozktadzie dwumianowym

Mamy wtedy przedziat ufnosci };3 — Uy ’3(1 ) b+ uq ’3(1 ) { Analogicznie jak w punkcie

pierwszym zaktadamy, ze u,, ’3(1 p) < < d, gdzie d jest zadang z gory liczba.
Stad n > w.
Uwaga 15

Nalezy podkreslic, ze jezeli nie jest znany rzad wielkosci parametru p, to ustalamy, ze p = % J
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Spis tresci

© Podsumowanie estymacji

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 11 wersja z roku ak. 2020/21 35/63



Eksperyment opisany w [2]. |

Rink Hoekstra, Richard D. Morey, Jeffrey N. Rouder i Eric-Jan Wagenmakers w swojej pracy
[2] rozwazali nastepujacy kwestionariusz, ktéry wypetniali studenci, doktoranci i pracownicy
naukowi uczelni w Niderlandach (Holandia).

Badacz przeprowadza eksperyment i stwierdza ,,95% przedziat ufnosci dla sredniej wynosi od
0,1 do 0,4".

Prosze zaznaczy¢ kazde z ponizszych stwierdzen jako , prawda” lub , fatsz”. Fatsz oznacza, ze
stwierdzenie nie wynika logicznie z cytowanego wyniku.

© Prawdopodobienstwo, ze srednia w populacji jest wieksza niz 0, wynosi co najmniej 95%.
@ Prawdopodobienstwo, ze srednia w populacji wynosi 0, jest mniejsze niz 5%.

© , Hipoteza zerowa”, ze Srednia w populacji réwna sie 0, jest prawdopodobnie
nieprawidtowa.
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Eksperyment opisany w [2]. I

@ Istnieje 95% prawdopodobienstwa, ze Srednia w populacji lezy miedzy 0,1 a 0,4.
@ Mozemy byé w 95% pewni, ze Srednia w populacji miesci sie miedzy 0,1 a 0,4.

O Jedli powtarzamy eksperyment w nieskofczenie wiele razy, to w 95% przypadkéw s$rednia
w populacji miesci sie w przedziale od 0,1 do 0,4.

@ Jesli powtarzamy eksperyment w nieskonczenie wiele razy, to w 95% przypadkéw
przedziaty ufnosci skonstruowane na podstawie proby zawieraja Srednig w populacji.
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Podsumowanie. |

95%-owy przedziat ufnosci méwi o tym, ze jezeli losowaliby$my wielokrotnie prébe losowa (tzn.
nieskonczenie wiele razy) i na za kazdym razem na podstawie préby wyznaczalibySmy przedziat
ufnosci dla szacowanego parametru, to Srednio 95 takich przedziatéw na 100 bedzie zawierato

prawdziwg warto$¢ szacowanego parametru.

Uwaga 16

Przypusémy, ze otrzymalismy na podstawie préby losowej 95% przedziat ufnosci |A, B[ dla
parametru (). Wtedy nalezy pamietac i wiedzied, ze w statystyce matematycznej klasycznej
(czestotliwosciowej) zachodza ponizsze stwierdzenia.

© Prawdziwa warto$¢ szacowanego parametru y(6) jest wartoscia stata i nieznana.

@ Prawdziwa warto$¢ szacowanego parametru y(6) w populacji albo jest w tym przedziale,
albo jej tam nie ma.
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Podsumowanie. Il

© Przedziat ufnosci nie méwi o tym, ze na 95% prawdziwa warto$¢ parametru y(6) jest

gdzie$ pomiedzy A a B.
© Nie mozemy odnosi¢ sie do parametru y(6) méwiac o jakimkolwiek prawdopodobienstwie

jego dotyczacym.
@ Nie mozemy méwié, ze na 95% warto$¢ parametru w populacji zawiera sie w jakims

przedziale.
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Spis tresci

@ Testowanie hipotez
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Hipoteza statystyczna i zbiér hipotez dopuszczalnych. |

Testowanie hipotez statystycznych obejmuje zasady i metody sprawdzania okreslonych
przypuszczen, inaczej zatozen, dotyczacych parametréw lub postaci rozktadu cech
statystycznych populacji generalnej na podstawie wynikdéw z préby prostej.

Definicja 4

Hipoteza statystyczna nazywamy kazdy sad o zbiorowosci generalnej, wydany bez
przeprowadzenia badania catkowitego.

Uwaga 17

Tak wiec hipoteza statystyczna jest dowolne przypuszczenie co do rozkfadu cechy w populacji
generalnej (jego postaci funkcyjnej lub wartosci parametréw).
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Hipoteza statystyczna i zbiér hipotez dopuszczalnych. Il
Definicja 5

Zbiorem hipotez dopuszczalnych nazywamy zbiér wszystkich mozliwych rozkfadéw, ktére moga
charakteryzowac populacje generalng.

Standardowo bedziemy ten zbiér zapisywac {Py : 0 € ©}.
Uwaga 18

@ Zauwazmy, zZe elementy zbioru hipotez dopuszczalnych sa indeksowane parametrem. Tak
wiec zbidr hipotez dopuszczalnych mozna utozsamic z przestrzenia parametréw.

@ Hipoteza statystyczna jest pewnym podzbiorem hipotez dopuszczalnych.
© Hipoteze statyczng mozna wiec zapisaé nastepujaco

H:0e€ByN0ByCO.
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_ Testovenic ot
Klasyfikacja hipotez statystycznych. |

Podziat hipotez ze wzgledu na ilo$¢ rozktadéw jakie moze przyjmowad hipoteza

@ prosta — hipoteza jednoznacznie wyznacza rozktad (podzbiér @, do ktérego ma nalezeé
parametr, jest jednoelementowy);

@ ztozona — hipoteza niejednoznacznie wyznacza rozktad (podzbiér ©g, do ktérego ma
naleze¢ parametr co najmniej dwuelementowy).

Podziat hipotez ze wzgledu czego dotycza

© parametryczna — dotyczy wartosci parametréw rozktadu cechy w populacji generalnej;

@ nieparametryczna — (pozostate hipotezy).
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_ Testovenic ot
Klasyfikacja hipotez statystycznych. Il

Przyktad 4

Zatézmy, ze cecha w populacji generalnej ma rozktad skokowy.
Wtedy zbiér hipotez dopuszczalnych {Py : 6 € ©} zawiera wszystkie mozliwe rozktady
skokowe. Ponadto

@ hipoteza, ze cecha w populacji ma rozktad Poissona jest hipoteza nieparametryczna i
zfozona,

@ hipoteza, ze cecha w populacji ma rozktad Poissona z wartoscig oczekiwang réwna 1 jest
hipoteza nieparametryczna i prosta,

@ hipoteza, ze cecha w populacji ma wartos¢ oczekiwang réowng 1 jest hipoteza
parametryczna i ztoZzona.
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_ Testovenic ot
Klasyfikacja hipotez statystycznych. Il

Przyktad 5

Zatézmy, ze cecha w populacji generalnej ma rozktad normalny.
Wtedy zbiér hipotez dopuszczalnych {Py : 0 € ©} = {N (m,c) : (m,0) € R x Ry }.
Ponadto

@ hipoteza, ze cecha w populacji ma rozkfad z wartosciag oczekiwang réwna 1 jest hipoteza
parametryczna i ztoZzona,

@ hipotez, ze cecha w populacji ma rozktad z parametrem 6 = (1,1) jest hipoteza
parametryczna i prosta.
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Hipoteza zerowa i alternatywna. |

Przy testowaniu hipotez formutuje sie dwie hipotezy zerowa i alternatywna.
Definicja 6
Hipoteza zerowa, oznaczana Hy, nazywamy hipoteze sprawdzang (testowana, weryfikowana).

Hipoteza alternatywna (konkurencyjna), oznaczana Hi, nazywamy hipoteze, ktdra jestesmy
sktonni przyjaé, jezeli odrzucamy hipoteze zerowa.
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_ Testovenic ot
Hipoteza zerowa i alternatywna. Il

Uwaga 19

© Prawdziwos¢ hipotezy zerowej jest oceniana na podstawie wynikéw préoby losowej.

@ "Obie ,konkurencyjne” hipotezy traktujemy nieréwnoprawnie. Zasadniczo, interpretacja

jest taka: Hy jest zatozeniem obowigzujacym do czasu, gdy pojawi sie dane doswiadczalne
sprzeczne (lub raczej , bardzo trudne do pogodzenia”) z ta hipoteza. Z kolei, H jest

,ewentualnoscia, z ktéra powinnismy sie liczy¢”, jezeli przyjdzie nam zrezygnowac z
hipotezy Hy."?

"Za klasyczna teorig testowania stoi wazna idea metodologiczna. Jest to zasada

konserwatyzmu: nie nalezy rezygnowac z ustalonej teorii (hipotezy zerowej), jezeli nie ma
po temu koniecznych lub przynajmniej bardzo wyraznych powodéw.
“Niemiro Wojciech. Statystyka I. 2014.
bNiemiro Wojciech. Statystyka I. 2014.

nh
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Test statystyczny. |

Jak juz wiemy, prawdziwos¢ hipotezy zerowej weryfikujemy na podstawie wynikéw z préby.

Dokonujemy tego za pomoca testu statystycznego, ktéry w zaleznosci od rodzaju hipotezy
moze by¢

© testem parametrycznym (dla hipotez parametrycznych),
@ testem nieparametrycznym (w przypadku hipotez nieparametrycznych).
Definicja 7

Test statystyczny nazywamy regute postepowania, ktéra przyporzadkowuje wynikom préby
losowej decyzje przyjecia lub odrzucenia hipotezy zerowey.
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_ Testovenic ot
Test statystyczny. Il
Uwaga 20

Formalna definicja testu statystycznego (doktadniej testu statystycznego
niezrandomizowanego) jest nastepujaca:
Testem hipotezy Hy przeciw alternatywie Hy nazywamy statystyke

§: X — {0,1},

gdzie X jest przestrzenig realizacji (obserwacji). Natomiast wartos¢ , 1" interpretujemy jako
decyzje o odrzuceniu hipotezy Hy, zas ,,0” oznacza, ze nie odrzucamy Hy.

Uwaga 21

Tak wigc test statystyczny rozstrzyga, jakie wyniki préby pozwalaja uznac, ze nie ma podstaw
do odrzucenia hipotezy zerowej, a jakie przemawiaja za jej odrzuceniem i przyjeciem w to
miejsce hipotezy alternatywnej.
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_ Testovenic ot
Sprawdzian hipotezy i zbiér krytyczny. |

Definicja 8

Sprawdzianem hipotezy (statystyka testowa) nazywamy statystyke T, bedaca funkcja préby
losowej, o znanym rozktadzie, ktérej wartos¢ empiryczna t,, policzona na podstawie préby
losowej, pozwala na podjecie decyzji, czy przyjac, czy tez odrzuci¢ hipoteze zerowa.

Uwaga 22
Jezeli testem statystycznym jest § hipotezy Hy przeciwko Hy, to najczesciej mamy

6(X) = Li1(x)>c}s

gdzie X = (X1,...,Xn) jest proba losowa, T(X) jest pewna statystyka testowa, a ¢ wartoscia
krytyczna.
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_ Testovenic ot
Sprawdzian hipotezy i zbiér krytyczny. Il
Definicja 9
Zbiorem krytycznym N\ (obszarem odrzucenia) nazywamy zbiér tych wartosci sprawdzianu
hipotezy, ktére przemawiaja za odrzuceniem hipotezy zerowej.

Uwaga 23

Zauwazmy, ze dla testu 6 mamy

N:={xe X :d(x)=1}

@ W przypadku hipotez parametrycznych sprawdzianem hipotezy jest estymator lub
okreslona funkcja estymatora tego parametru, ktérego dotyczy weryfikowana hipoteza.
Postaé tej zmiennej losowej zalezy od tego, w jakich warunkach przebiegu testowanie,
czyli jakie s zatozenia o rozktadzie cechy w zbiorowosci generalnej oraz jak duza préba
dysponujemy.
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_ Testovenic ot
Sprawdzian hipotezy i zbiér krytyczny. Il|

@ Zbiér A moze by¢ w zalezno$ci od postaci hipotezy alternatywnej zbiorem jednostronnym
(prawostronnym lub lewostronnym) albo zbiorem dwustronnym. Méwimy wtedy réwniez,
Ze test statystyczny jest jednostronny (prawostronny, lewostronny) lub dwustronny.
Rozktad sprawdzianu hipotezy okreéla, z jakich tablic nalezy odczytaé wartosé krytyczna,
wyznaczajaca zbiér A, a zatem zbiér A zalezy réwniez od liczebnosci préby n, od tego, czy
znamy parametry (m, o lub p) w zbiorowosci generalnej oraz od poziomu istotnosci c.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 11 wersja z roku ak. 2020/21 52/63



o
Etapy konstrukcji testu statystycznego. |

@ Formutowanie hipotezy podlegajacej weryfikacji tzn. hipotezy zerowe;j
Ho:0 € ©yNByC 0.

@ Formutfowanie hipotezy alternatywnej
Hi:0€©, N0, C O,

bedacej zaprzeczeniem? hipotezy zerowej. Przyjmiemy ja za prawdziwa w przypadku
odrzucenia hipotezy zerowe;.

© Okreslenie sprawdzianu hipotezy.

@ Okreslenie zbioru krytycznego hipotezy.
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o
Etapy konstrukcji testu statystycznego. Il

Uwaga 24

Niech W bedzie przestrzenia proby?, t, = Tn(xi,...,xn) jej konkretna realizacja, N obszarem
krytycznym. Jezeli t, € N, to hipoteze zerowa odrzucamy. Natomiast jesli t, € W \ A, to nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

?Jest to zbiér wszystkich mozliwych wynikéw préby.

2Nie musi by¢ to catkowita negacja hipotezy zerowej.
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Btedy testowania hipotez. |

Btedy testowania hipotez dzielimy na

@ bfad I-go rodzaju, oznaczany a — odrzucenie na podstawie wynikéow z préby hipotezy
zerowej, ktéra jest prawdziwa

Q0 3 0 — a(6) == Py({T» € A}). (12)

@ btad Il-go rodzaju, oznaczany [ — przyjecie na podstawie wynikdéw z proby hipotezy
zerowej, ktéra jest fatszywa

01350 B(0) = Py({To € W\A})) dladeco. (13)
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_ Testovenic ot
Btedy testowania hipotez. |l

Uwaga 25

Dla testu 6 = Iy7(x)>c} hipotezy Hy przeciwko hipotezie Hy, gdzie © = ©g U ©1 rozpatruje
sie odwzorowanie

©30— Py({0(X) =1}) =1-5(0)
nazywane moca testu i wtedy
@ bfad I-go rodzaju to ©g 3 0 — «a(f) =1 — [(8) = Pe({0(X) = 1}),
e bfad ll-go rodzaju to ©1 5 0 — [3(0) = Pe({6(X) = 0}).
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_ Testovenic ot
Btedy testowania hipotez. Il

hipoteza zerowa Hy

decyzja
dla Hy

prawdziwa \ fatszywa
przyjac brak btedu bfad ll-go rodzaju
odrzuci¢ || btad |-go rodzaju brak btedu

Tabela: Opracowanie wtasne.

Uwaga w statystyce rozwaza sie macierz btedéw inaczej tablice pomytek

klasa rzeczywista

klasa
predykowana

pozytywna \ negatywna
pozytywna || true positve (TP) | false positive (FP)
negatywna | false negative (FN) | true negative (TN)
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_ Testovenic ot
Btedy testowania hipotez. IV

Tabela: Opracowanie wtasne.

Uwaga 26

@ Wartosci « sa bliskie zera i na ogdt sa réwne 0,01; 0,02; 0,05; 0,1.

@ Dobry test statystyczny powinien mieC te wtasnosc, ze réwniez (3 powinno by¢ bliskie zera.

© Wartosci o i B sa wzajemnie powigzane i zmniejszenie jednej z nich powoduje zwiekszenie
drugiej.

@ Testy konstruuje sie tak, aby przy ustalonym «, minimalizowac (3.
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Btedy testowania hipotez. V

Przyktad 6 ([1, Przykfad 9.1])

Cecha X ma w zbiorowosci generalnej rozktad N'(m,4). Na podstawie czteroelementowej
préby nalezy zweryfikowac hipoteze Hy, Ze wartos¢ przecietna jest réwna 10, wobec hipotezy
Hi, ze wartos¢ przecietna wynosi 15. Przyjmujemy taka regute postepowania, ze hipoteze Hy
odrzucamy, gdy X obliczone na podstawie préby przyjmuje wartosc¢ wieksza od 13. Nalezy
obliczy¢ prawdopodobienstwa popetnienia btedu I-go i ll-go rodzaju oraz podamac ilustracje
graficzna obliczonych prawdopodobienstw.
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o
Moc testu statystycznego. |

Definicja 10

Moca testu, oznaczang M(N), nazywamy prawdopodobieristwo odrzucenia fatszywej hipotezy
zerowej i przyjecia w to miejsce prawdziwej hipotezy alternatywnej byfo najwieksze, czyli
prawdopodobienstwo podjecia stusznej decyzji podczas weryfikowania hipotezy

M(A) = Py({T, € A}) 6 €Oy

Definicja 11

Testem najmocniejszym nazywamy taki, ze jego moc M(N) jest najwieksza tzn. przy
ustalonym « prawdopodobienistwo odrzucenia fatszywej hipotezy zerowej i przyjecia w to
miejsce prawdziwej hipotezy alternatywnej byfo najwieksze.
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o
Moc testu statystycznego. |l

Uwaga 27
Q@ Zauwazmy, ze M(N) =1 — 3(6).
@ Oznacza to, Ze test jest tym mocniejszy, im mniejsze jest prawdopodobieristwo
popetnienia btedu Il-go rodzaju.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 11 wersja z roku ak. 2020/21 61/63



o
Test zgodny

Definicja 12
Test statystyczny jest testem zgodnym, jesli wraz ze wzrostem liczebnosci préby moc testu
osigga wartosci coraz blizsze 1, tzn. gdy zachodzi relacja

lim M(A) = 1.

n—oo
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