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_ Peromeinvcane ety istoinoiei |
Spis tresci
@ Parametryczne testy istotnosci
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Test istotnosci. |

Definicja 1

Mowimy, ze § jest testem na poziomie istotnosci o jezeli
sup Py({0(X) =1}) < a. (1)
0cOq

Uwaga 1
W przypadku hipotezy prostej warunek (1) ma postac

Po,({0(X) =1}) < o

Do najczesciej stosowanych w praktyce testow statystycznych naleza testy istotnosci, nazywane
tak ze wzgledu na to, ze w testach tych uwzglednia sie tylko poziom istotnosci. Testy te maja
taka wtasnoé¢, ze dla zadanego z gbry poziomu istotnosci o zapewniajag mozliwie najmniejsza
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Rl ' Pojecie testow istotnosci
Test istotnosci. Il

wartos$é btedu ll-go rodzaju, czyli mozliwie najwieksza moc. Testy te s3 réwniez testami
zgodnymi.

W testach istotnosci zdecydowanie odrzuca sie hipoteze zerowa, gdy wartos¢ sprawdzianu

wpada do zbioru krytycznego, w przeciwnym wypadku orzeka sie tylko, ze nie ma podstaw do
odrzucenia tej hipotezy.

Zaktadaé bedziemy, ze mamy do dyspozycji wyniki obserwacji dla préb prostych.
Uwaga 2

W praktyce np. w testach dostepnych w programach statystycznych podawana jest p-wartosc¢
(ang. p-value). Przedstawmy jej definicje.
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Test istotnosci. Il

Definicja 2

Zatézmy, ze test ma postac 0(X) = Iy T(X)>c}- Poziom krytyczny testu lub inaczej p-wartosc
jest to najmniejszy poziom istotnosci przy ktérym odrzucamy hipoteze Hy tzn. jesli
zaobserwujemy x € X, to

P = sup Py({T(X) > T(x)}).
00y

Zasady konstrukcji testow istotnosci.

© Formutujemy hipoteze zerows i alternatywna.

@ Na podstawie proby losowej (X1, ..., X,) wyznaczamy statystyke T, (sprawdzian
hipotezy), ktdrej rozktad okreslamy przy zatozeniu, ze prawdziwa jest hipoteza zerowa.
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Test istotnosci. 1V

© Dla ustalonego z goéry ,, mafego” prawdopodobienstwa a wyznaczamy obszar krytyczny A
tak, aby
P{TheNA})=q.
@ Jezeli konkretna realizacja préby nalezy do A, to hipoteze zerowa odrzucamy, w

przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Uwaga 3

« jest poziom istotnosci (prawdopodobieristwem popetnienia btedu I-go rodzaju). W praktyce
a € [0,01;0,1].
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] <> totnosc dla wartosci éedicj
Zatozenia dotyczace populacji i proby

Zaktadamy, ze rozkfad cechy w zbiorowosci generalnej jest rozktadem normalnym A (m, o).

Wybér sprawdzianu hipotezy zalezy od liczebnosci proby n oraz od tego, czy parametr o w
zbiorowosci generalnej jest znany. | tak, jesli:

@ o jest znane i n < 30 albo
@ o jest znane i n > 30 lub
@ o jest nieznane i n > 30, ale woéwczas o & s,

to sprawdzianem hipotezy Hy : m = myq jest statystyka

X —
U= Jﬁ
o
o rozkfadzie N (0,1).
Natomiast, gdy o jest nieznane i n < 30, sprawdzianem tej hipotezy jest:
X — X —
T="""/n"1 b T= gmﬁ
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Zatozenia w przypadku populacji normalnej ze znanym odchyleniem

W przypadku znanego odchylenia standardowego lub tez nieznanego odchylenia
standardowego, lecz duzej préby

@ Estymator - $rednia z préby X.

@ Hipoteza zerowa Hy : m = mg.

@ Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to X ma rozktad (mo,%).

@ Sprawdzian hipotezy - statystyka U = @ﬁ, ktéra ma rozktad normalny standardowy.
© Poziom istotnosci a.

@ Parametrem opisujacym rodzine rozktadéw jest § = m. Bedziemy tez pisac 6y zamiast myg.
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Przypadek |I. |

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie H;, gdzie

Ho - m=my
Hli m;émo.

Dla poziomu istotnosci & mamy
Po,({1U| > ta}) = o

Obszar krytyczny {u : |u] > un}, uq wartod¢ krytyczna, ®(u,) =1 — 5.
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przypadek I. Il

«

L] T

e : ° d ) 777 >H
— Uy Uq

(=}

Rysunek: Obustronny obszar krytyczny testu istotnosci dla $redniej populacji normalnej ze znanym o.
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Przypadek II. |

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie Hp, gdzie

Ho: m = mg
Hy - m > mg.

Dla poziomu istotnosci & mamy
Po,({U > tn}) = a.

Obszar krytyczny {u: u > wuaa}, usg warto$é krytyczna, ®(uz,) =1 — av.
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przypadek Il. I

U20

Rysunek: Prawostronny obszar krytyczny testu istotnosci dla $redniej populacji normalnej ze znanym o.
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Przypadek IlI. |

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie Hp, gdzie

Ho: m = mg
Hy - m < mp.

Dla poziomu istotnosci & mamy
Pgo({U < —Uza}) = Q.

Obszar krytyczny {u: u < —uan}, —u2e warto$¢ krytyczna, ®(ur,) =1 — a.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 12 wersja z roku ak. 2020/21 13 /70



Przypadek IlI. [l

—U2a

U0

Rysunek: Lewostronny obszar krytyczny testu istotnosci dla $redniej populacji normalnej ze znanym o.
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przyktady. |

Przykfad 1 ([1, Przykfad 11.2])

Czas montowania elementu T w automatycznej pralce bebenkowej jest zmienng losowa o
rozktadzie normalnym. Norma techniczna przewiduje na te czynnos¢ 6 minut. Natomiast wsréd
jej wykonawcéw panuje poglad, zZe ten czas jest zbyt krétki. Zweryfikujemy ta hipoteze na
poziomie istotnosci o = 0,05, przy zatozeniu, ze standardowe odchylenie czasu montowania
wynosi ¢ = 1,5 minuty. Badanie przeprowadzono w grupie 25 robotnikéw i ich Sredni czas
montowania przez nich wynosit X = 6% minuty.

ROZWIAZANIE.
Testujemy hipoteze Hy przeciwko Hi, gdzie

Ho : m==6
Hy - m > 6.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 12 wersja z roku ak. 2020/21 15 /70



N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przyktady. Il

X — 61 —6
y=2"T0 /5— 315 V25 ~ 1,1,
U b

Mamy w tym wypadku prawostronny obszar krytyczny
P({U > U071}) = 0,05,

gdzie ®(up1) = 1,65, a wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;. O
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Zatozenia dla populacji normalnej z nieznanym odchyleniem dla matej
proby

W przypadku nieznanego odchylenia standardowego i matej préby

@ Estymator — érednia z préby X.
@ Hipoteza zerowa Hy : m = my.
© Sprawdzian hipotezy — statystyka T = %vn -1

© Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to X ma rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody.

@ Poziom istotnosci «.

© Parametrem opisujacym rodzine rozktadéw jest § = m. Bedziemy tez pisac 6y zamiast myg.
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przypadek |I. |

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie H;, gdzie
Ho . m = mg
H1 . m 75 mo.

Dla poziomu istotno$ci & mamy
PH{|T| > ta}) = a.

Obszar krytyczny {t : |t| > t,}, to wartos¢ krytyczna.
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Przypadek I. Il

«

—tan-1

tan-1

Testy istotnosci dla wartosci $redniej

Rysunek: Obustronny obszar krytyczny testu istotnosci dla éredniej populacji normalnej z nieznanym o.
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przypadek Il.

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie Hp, gdzie
Ho : m=mog
Hy - m > mg.

Dla poziomu istotnosci & mamy
PHT > toa}) = a.

Obszar krytyczny {t : t > trn}, toq wartos¢ krytyczna.
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przypadek IlI.

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie H;, gdzie

Ho: m = mg
Hy - m < mg.

Dla poziomu istotno$ci & mamy
P({T < —tga}) = Q.

Obszar krytyczny {t: t < —tan}, —trn warto$¢ krytyczna.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 12 wersja z roku ak. 2020/21 21/70



N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przyktad. |

Przykfad 2 ([1, Przyktad 11.3])

Plony zyta na powierzchniach uprawianych w pewnym wojewddztwie maja rozktad normalny o
nieznanych parametrach. Przyjmujac, ze sredni plon z tych powierzchni wynosi 28 kwintali.
Sprawdzimy stusznos¢ hipotezy, przy zatozeniu, ze dla 20 powierzchni otrzymano sSredni plon 25
kwintali z odchyleniem standardowym 4,5 kwintala. Przyjmiemy poziom istotnosci o = 0,01.

ROZWIAZANIE.
Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie H;

Ho: m =28

Hi - m # 28.

Y—mo 25 — 28
S n a5 V19 ,906
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N RSBl -~ i+t o vrtos sredic
Przyktad. Il

Mamy tutaj obustronny obszar krytyczny
P({|t| > to,01}) = 0,01,
gdzie jest 19 stopni swobody i tg 01,19 = 2,861 oraz |t| = 2,906 > tg01;19. Warto$¢ statystyki z

proby znalazta sie w obszarze krytycznym, wiec odrzucamy hipoteze zerowg na korzysc
hipotezy alternatywne;j. U
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Zatozenia w populacji o dowolnym rozktadzie.

© Hipotez zerowa Hy : m = myg.

@ Srednia z préby X ma asymptotyczny rozktad normalny A (mo,%)?

© Sprawdzianem hipotezy jest statystyka U = @ﬁ, ktéra ma asymptotyczny rozktad
normalny standardowy.

@ Poziom ufnodci a.

2% jest asymptotycznie zbiezne do odchylenia standardowego z populacji.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 12 wersja z roku ak. 2020/21 24 /70



Testowanie hipotez

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie Hp, gdzie

Ho : m=mg
H1: m;émo

Dla poziomu istotnosci & mamy

P{IUI > ta}) = .

Obszar krytyczny testu {u : |u| > uy}, u, warto$é krytyczna.

Uwaga 4
Podobnie, jak w przypadku, gdy znane jest odchylenie standardowe, mozna wyznaczy¢ obszary
krytyczne dla dwéch kolejnych hipotez alternatywnych.
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Ogolne zatozenia

@ Badamy dwie populacje normalne o rozktadach N (my,01) i N (m3,07).
@ Z kazdej populacji losujemy prébe losowa o liczebnosciach réwnych odpowiednio ny i ns.

© Hipoteza zerowa Hy : my = mo.

P P 2 2
@ Estymatorem jest réznica $rednich X; — X, o rozktadzie N (ml — mz,y/% + Zi)

@ Poziom ufnosci «.

@ W zaleznosci od zatozen dotyczacych zbiorowosci generalnych oraz od liczebnos$ci préb —
sprawdzian hipotezy Hy ma rézng postac i jest zwigzany z rozktadem normalnym lub
rozktadem t-Studenta.
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_ Testy istotnosci dla wartosci dwéch $rednich
Sprawdzian hipotezy. |

Jesdli

@ 01, 02 - znane i n; < 30,n> < 30,
@ 01, 02 - znane i n; > 30,n> > 30,

® 01, 03 - nieznane i n; > 30,n, > 30 to 07 & 5(21), 03~ 5(22),

wdwczas sprawdzian hipotezy ma postaé

X1 - X
U= ,
ol | a3

ny ny

ktéry, przy zatozeniu prawdziwosci Hp, ma rozktad normalny standardowy.

W przypadku, gdy

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 12 wersja z roku ak. 2020/21 27 /70



Sprawdzian hipotezy. I

@ 01, 02 - nieznane i o1 = o3, n1 < 30,ny < 30,

to korzystamy ze sprawdzianu hipotezy
(X1 — X2)
$ ()

gdzie sg jest wariancja préb potaczonych, ktéry, przy zatozeniu prawdziwosci Hp, ma rozktad
t-Studenta o n; + ny — 2 stopniach swobody. Ponadto wyraza sie wzorem

T =

22 &2 2 2

2 — (m—1)574+(m—1)33 _ msptms,

P ni+np—2 n+n-—2"
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Znane odchylenia standardowe w populacjach

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie Hp, gdzie

Ho: mip = my

H1 . m 7& my.

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej sprawdzianem testu jest statystyka

Dla poziomu ufnosci & mamy

Obszar krytyczny testu {u : |u| >

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB)

X1 =X
U= ——=.
o? 4 a3
m mn

P{IUl > ta}) = a.
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Odchylenia standardowe nieznane, ale réwne

Testujemy hipoteze Hy przeciwko hipotezie Hp, gdzie

Ho . m; = my
H1 . ma 75 mo.

Przy zatozeniu réwnosci odchylen standardowych o1 = 0o = o i hipotezy zerowe;j
sprawdzianem testu jest statystyka

X1 —Xo
T = M
2 (1 1
Sp (nT + n?)
Mamy P({|t]| > t,}) = .
Wyktad 12
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Ogolne zatozenia. |

Populacje dowolne (duze préby)

© Z kazdej populacji losujemy prébe losowa o liczebnos$ciach réwnych odpowiednio ny i no.
@ Formutujemy hipoteze zerowsa i alternatywna

Ho . mip = nmo
Hy:  my # mo,

i przyjmujemy poziom ufnosci a.

P P 2 2
@ Estymatorem jest réznica $rednich X; — X, o rozktadzie N (ml — m2,\/% + Zi)

. Xi—X: p . VRN
Q@ Woykorzystujemy statystyke U = ﬁ, ktéra przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy
ot
zerowej, ma asymptotyczny rozktad normalny A/ (0,1).
© Tak wiec jest P({|U| > un}) = a i obszar krytyczny testu {u: |u| > u,}.
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_ Testy istotnosci dla wartosci dwéch $rednich
Przyktad. |

Przyktad 3 ([1, Przyktad 11.4])

Przypuszcza sie, ze mfodsze osoby fatwiej decyduja sie na zakup nowych, nieznanych
produktéw. Badanie przeprowadzone wsréd przypadkowych 20 nabywcéw nowego produktu i
22 nabywcéw znanego juz wyrobu pewnej firmy dostarczyto nastepujacych informacji o wieku
klientéw

@ kupujacy nowy produkt: srednia 27,7; odchylenie 5,5,
@ kupujacy znany produkt: srednia 32,1; odchylenie 6,3.

Zweryfikujemy hipoteze, ze sredni wiek kupujacych nowy produkt (my) jest réwny sredniemu
wiekowi (my) kupujacych znany produkt, przy poziome istotnosci aw = 0,05.

Hoi mip = my

Hy - my < mo.
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_ Testy istotnosci dla wartosci dwéch $rednich
Przyktad. Il

ROZWIAZANIE.
Zaktadamy, ze rozktad wieku obu zbiorowosci jest normalny i charakteryzuje si¢ tym samym

~87X%) Girzymujemy s2 = 35,206,

odchyleniem standardowym. Stosujac statystyke t =
2 1 1
5\ Ty
27,7-32,1
==L 25— _ D4,
35,206( % +5) ’
Lewostronny obszar krytyczny okresla réwnosé¢ P({t < —t2n}) = a. W naszym wypadku
o = to,1;40 = —1,684.

Wartos$¢ statystyki z proby znalazta sie w obszarze krytycznym, wiec odrzucamy hipoteze
zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywnej. O
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Populacja normalna o nieznanych parametrach. |

Przyjmijmy, ze parametr 0 = (m, o).

Nalezy zweryfikowaé hipoteze, ze wariancja 0® w tej populacji ma ustalona warto$¢ o3.
Ho : 0% = o3,
Hi: 0% >05 (wicksze zréznicowanie).

Stosujemy statystyke x? = ’%2 ktéra ma rozktad x?(n — 1). Obszar krytyczny, dla poziomu
istotnosci o, wyznacza réwnosé Py({x* > x3,,_1}) = o

Jezeli wartos¢ statystyki z proby przekroczy warto$¢ krytyczna, to odrzucamy hipoteze zerowa
na korzys$¢ alternatywnej. W przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej.
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Populacja normalna o nieznanych parametrach. Il

Przyktad 4 ([1, Przyktad 11.6])

Chcemy sprawdzi¢ czy odchylenie standardowe w rozktadzie czasu montowania elementu T w
pralce automatycznej rzeczywiscie wynosi o = 1,5. Przyjac poziom istotnosci o = 0,1.

ROZWIAZANIE.

Ho: o?=225,
Hi: o2 > 2.25.

W badanej grupie 25 robotnikéw otrzymano wariancje z préby s? = 2,8. Obliczajac statystyke

otrzymujemy x? = % = 29,87. Otrzymujemy X(2),1;24 = 33,196. Tak wiec wartos¢
statystyki z proby znalazta sie poza obszarem krytycznym, wiec nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. (]
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Populacja normalna o nieznanych parametrach. Il|

Uwaga 5
@ Dla n—1 > 30 obszar krytyczny testu wariancji nalezy budowac na podstawie rozkfadu
normalnego.
1\ &2
@ Zamiast statystyki x°> = ’;—522 mozna stosowac statystyke x> = (n 012)5 .
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Populacje normalne N (my, 01) i N (my, 02). |

Nieznane sg wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe.

Ho : 0?2 =03
. 2 2
Hi : o1 # 05.

Alternatywnie hipoteze zerows i alternatywa mozna sformutowad:
Hp : —=1

H]_: 7#1
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bRl < i<t 2 doch variancii
Populacje normalne N (my, 01) i N (my, o). |l

Do weryfikacji hipotezy zerowej uzywamy wariancji s1 i 52, obliczanych z dwéch niezaleznych

52
72
préb, o liczebnosciach réwnych odpowiednio ny i ny. Stosujemy statystyke F = =+ o
é
rozktadzie F(ny — 1,n, — 1).
g2
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej mamy F = % Prawostronna cze$¢ obszaru
2

krytycznego opisana jest zaleznoscia

P({F < Fa}) = =.
({F<Fsh =3
Wykiad 12 b el g 5



bRl < i<t 2 doch variancii
Populacje normalne N (my, o1) i N (my, 05). 1l
Uwaga 6

W tablicach jest tylko F%, zatem w statystyce F w liczniku umieszczamy wigksza z wariancji

obu préb. Obliczona tak wartos¢ F poréwnujemy z F%. Jezeli jest spetniona nieréwnos¢
F> F%, to odrzucamy hipoteze zerowa.

Jezeli
. 2 2
HO . g1 = 0y,
Hy - 0’% > O’%,
to }
S5t
52
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Rl -~ =totnosci s csch warianc]i
Populacje normalne N (my, 01) i N (ma, 03). IV

Natomiast jezeli

. 2_ 2

HO . g1 = 0y,

Hy - U% < U%,
to )
53
Si

W obu przypadkach mamy prawostronny obszar krytyczny P({F > F,}) = a.
Przyktad 5 ([1, Przyktad 11.7])

Sprawdzié, czy stuszne jest zatozenie o réwnosci odchylen standardowych wieku w populacji
kupujacych wyroby nowe i znane, dla poziomu istotnosci o = 0,05.
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bRl < i<t 2 doch variancii
Populacje normalne N (my,01) i N (my, 05). V

ROZWIAZANIE. Wtedy 5 = 0,025. Ponadto mamy

Ho : 02 =03,
Hi 02 # 03,
Ponadto mamy
2
S 39,69
F=2=""—-131 oraz Fpos21.19 = 2,49.
2~ 30,25 0,025;21;19
Tak wiec brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (1,31 < 2,49). (]
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Spis tresci

Q Nieparametryczne testy istotnosci
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Klasyfikacja nieparametrycznych testéw istotnosci

Nieparametryczne testy istotnosci dzielimy na

@ testy losowosci — weryfikuja hipoteze, ze préba ma charakter losowy,

@ testy niezaleznosci — sprawdzaja hipoteze o niezaleznosci dwéch zmiennych losowych,

© testy zgodnosci — weryfikuja hipoteze o postaci funkcyjnej rozktadu populacji generalnej,
Q inne.

Test zgodnosci sprawdza zgodnos¢ rozktadu empirycznego z préby z rozktadem hipotetycznym
lub tez zgodnos$¢ dwéch lub wiecej rozktadéw empiryczny z préby.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. |

Najczesciej stosowanymi nieparametrycznymi testami s testy zgodnosci chi-kwadrat.

Test ten zbudowany jest na podstawie statystyki x2. Mamy

Hy: F=Fy (populacja generalna ma rozktad okreslony
pewna dystrybuanta Fp),
H1 - F 75 Fo.

Zasady przeprowadzania testu chi-kwadrat

@ Losujemy z populacji duzg prébe (bedziemy wykorzystywaé rozktad graniczny statystyki).

© Budujemy szereg rozdzielczy — tworzymy r roztacznych klas wartosci badanej cechy
(zmiennej) w prébie (liczebnos¢ i-tej klasy wynosi n;).

© Zaktadamy prawdziwo$¢ hipotezy zerowej.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. [l

@ Obliczamy prawdopodobienstwa p; tego, ze badana cecha przyjmie wartosci z i-tej klasy.
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej liczebnosci poszczegdlnych klas powinny
wynosi¢ np; dla i € 1, r, gdzie n liczebno$¢ préby.

Uwagi

© Podstawa konstrukcji miary zgodnosci rozktadu empirycznego z hipotetycznym jest
réznica miedzy liczebnosciami zaobserwowanymi n;, a liczebnosciami hipotetycznymi np;.

@ Do oceny zgodnosci stosujemy statystyke

r 2
>~ (ni—np;)
X ’; T

ktéra przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej ma asymptotyczny rozktad
X?(r — k — 1), gdzie k jest liczba parametréw rozkfadu, ktére zostaty oszacowane na
podstawie préby metoda najwiekszej wiarygodnosci.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. |lI

© Jezeli prawdziwa jest hipoteza zerowa, to dla poziomu istotnosci &« mamy
2 2
PH{X" = xa}) =«
Q Jezeli warto$¢ statystyki z préby jest nie mniejsza niz wartos¢ krytyczna (odpowiada to

temu, ze réznica miedzy rozktadem empirycznym, a hipotetycznym jest statystycznie
istotna), to hipoteze zerowa odrzucamy.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 12 wersja z roku ak. 2020/21 46 /70



Test zgodnosci chi-kwadrat. 1V

Przyktad 6

[1, Przyktad 11.10] Przez 300 dni obserwowano prace pewnej maszyny, rejestrujac liczbe

uszkodzen w ciggu dnia. Otrzymano nastepujace dane

liczba uszkodzen (x;) | liczba dni (n;)
0 140
1 110
2 30
3 10
4 10

Zweryfikujemy hipoteze, zZe liczba uszkodzenn ma rozkfad Poissona.

RozwiAZANIE. Okre$lamy warto$¢ parametru A dla rozktadu Poissona.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. V

Estymatorem parametru A otrzymanym MNW3jest érednia arytmetyczna z préby X.

W naszym przypadku wynosi ona X = 0,8. Mamy
(0,8)

PUX = K} = 2

e 98 dla k €0,4.

Konstrukcja tablicy roboczej

|

2

‘ Xi ‘ n; ‘Pi‘npi‘(”i_npi)z‘%‘
140

110
30
10
4| 10

(2] [s00] [ |
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Test zgodnosci chi-kwadrat. VI

- np;)2
il x| ni | pi np; | (nj — np;)? %
1] 0 [140]0449]1347] 28,09 0,209
2| 1 [110]0,359 | 107.7 5,29 0,049
3|1 2 |30 0,144 | 43,2 174,24 4,033
4| 3 |10 0,038 | 11,4 1,96 0,1719
5|>4]| 10 | 0,010
(=] [s00] t |
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Test zgodnosci chi-kwadrat. VII

i\ x| ni | pi | npi | (ni—np)? 7(’7;;;,’)[)2
1] 0 [140[0,449[1347] 28,09 | 0,209
2 [ 1 |110[0,359[107,7 529 0,049
3 2 300144 432[ 17424 | 4,033
4 3100038114 19 | 01719
5 >4]10 0010 B

(=] [soof t ] ]
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Test zgodnosci chi-kwadrat. VIII

Z rozktadu asymptotycznego musi by¢ tak, ze np; > 5, wiec faczymy dwie ostatnie klasy

tworzac nowa tablice robocza.

i\ x| ni | pi | npi | (ni—np)? 7('7;;;,.')[)2
1[ 0 [140]0,449 | 1347] 28,0 0,209
2| 1 |110]0,359[107,7| 5,29 0,049
3] 2 [30[0,144[ 432 | 174,24 4,033
4 1>3]20]0048] 144 | 3136 2,178
(> J300] 1 | 300 | x* = 6,469

Przyjmujac poziom istotnosci & = 0,05 i majacr—k—1=4—-1—-1 =2 wiec
X%,05;2 = 5,991. Na podstawie danych odrzucamy hipoteze zerows.
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Test zgodnosci chi-kwadrat. X

Uwaga 7
Gdyby dany byt parametr \, to wartos¢ krytyczna nalezatoby okresli¢ dla r — 1 stopni swobody.

3Metoda najwiekszej wiarygodnosci.
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. |

Uwaga 8
Test ten moze byc¢ stosowany tylko w przypadku ciagtej dystrybuanty teoretycznej.

Definicja 3 (Przypomnienie)
Dystrybuanta empiryczng F, nazywamy funkcje okreslona na podstawie danych (x;,w;) dla

i €1,k wzorem
Fn(X) = Z Wy,

ix<x

. n: .
gdzie w; = 71 s3 wagami x;.

()

Zasady/etapy konstrukcji testu \-Kotmogorowa
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. |l

@ Formutujemy hipoteze zerows i alternatywna

Ho: F:Fo
Hli F#FO

@ Losujemy duzg prébe n elementowa oraz budujemy szereg przedziatowy z duzj iloscig
waskich klas.

© Wyznaczamy dystrybuante empiryczna.
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. |ll

@ Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej réznice miedzy dystrybuanta empiryczna, a
hipotetyczna nie powinny by¢ duze.
Miara zgodnosci obu dystrybuant jest statystyka A = D+/n, gdzie
D = sup|Fn(x) — Fo(x)].
Przy zg’foieniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka A ma asymptotyczny rozktad
A-Kotmogorowa z obszarem krytycznym wyznaczonym przez réwno$¢ P({\ > A\o}) = a z
poziomem istotnosci «.
Jezeli na podstawie préoby otrzymamy warto$é nie mniejsza niz wartos$é krytyczna
(A > A\4) to hipoteze zerowa odrzucamy.
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. IV

Przyktad 7 ([1, Przyktad 11.11])

Przypusémy, ze jednostkowe koszty produkcji danego wyrobu maja rozkfad normalny. W celu
weryfikacji tego przypuszczenia zbadano prébe 200 zaktadéw produkujacych ten wyréb

otrzymujac nastepujace dane

i | koszty jednostkowe | liczba zaktadéw (n;)
1 2,50 - 3,50 5
2 3,50 - 4,50 10
3 4,50 - 5,50 35
4 5,50 - 6,50 80
5 6,50 — 7,50 50
6 7,50 — 8,50 10
7 8,50 — 9,50 10
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. V

Zweryfikujemy hipoteze, ze rozktad jednostkowego kosztu produkcji tego wyrobu ma rozktad
normalny.

ROZWIAZANIE. Standaryzujemy gérne granice klas, gdyz potrzebujemy m i o, ktére
oszacujemy na podstawie préby m =X =6,15i 0 =s = 1,216.

Etapy obliczania statystyki D (budowanie pomocniczej tablicy).
Do konstrukcji potrzebna bedzie nam standaryzowana zmienna losowa.
Definicja 4

Wartos¢ standaryzowana odpowiadajaca obserwacji x wyraza sie wzorem
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. VI

Budowania pomocniczej tablicy

|

[x [u] ®(u) = Fo(x) [wi | Fa(x) [ [Fa(x) = Fo(x)[ ]

MlIN[Oo |G| W N R =
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. VII

x

u

[ ®(u) = Fo(x) [ wi [ Fa(x) [[Fn(x) — Fo(x)]]

3,50

—2.18

0,015

0,025

0,025

0,010

4,50

5,50

6,50

7,50

8,50

9,50

Mi~N| oo W[N] ~.
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. VIII

] x [ u o) =FR() | wi |Fa()][Falx) = ()]
1]350] 218] 0015 0,025 0,02 0,010
2450 —1,36| 0,087 | 0,050 0,075 0,012
3]550] —054| 0295 | 0,175 0,250 | |DI=10i045
4650 029 0,614 | 0,400 | 0,650 0,036
57,50 111 0,867 | 0,250 | 0,900 0,033
68,50 1,03 0,973 | 0,050 | 0,950 0,023
719,50 2,76 0,997 | 0,050 | 1,000 0,003

3 1

Mamy D = 0,045 oraz A = 0,045 - +/200 = 0,637. Dla poziomu istotnosci = 0,05 mamy
Aq = 1,36. Tak wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. U
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Test zgodnosci A-Kotmogorowa. IX

Uwaga 9

Tablice rozktadu A-Kotmogorowa podaja wartos¢ dystrybuant K(\). A\, otrzymujemy z
warunku K(Aq) =1 —a.
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Test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa. |

Test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa stuzy do weryfikacji hipotezy, ze dwie populacje maja
jednakowy rozktad (dwie proby pochodza z tej samej populacji).

Niech dwie populacje maja rozktady opisane dystrybuantami F; i F».

Zasady konstrukcji testu Kofmogorowa-Smirnowa

@ Formutujemy hipoteze zerows i alternatywna

Ho : Fi=F,
@ Losujemy duze préby n; elementowa z populacji pierwszej i ny elementows z populacji z
populacji drugiej.
© Wyznaczamy dystrybuanty empiryczne Fp, i Fp,.
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Test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa. |l

© Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej réznica miedzy dystrybuantami nie powinny
by¢ duze. Miarg zgodnosci obu dystrybuant jest statystyka A = D*\/n, gdzie
D* = sup Fy(x) = Frn(x)] 3 n = 222
X

ni+ny’

© Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka A ma asymptotyczny rozktad
A-Kotmogorowa z obszarem krytycznym wyznaczonym przez réwnos¢ P({\ > A\, }) = a z
poziomem istotnosci «. Jezeli na podstawie préby otrzymamy warto$¢ nie mniejsza niz
warto$¢ krytyczna Ay, to hipoteze zerowa odrzucamy.
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Test Craméra-von Misesa. |

Test Craméra-von Misesa — test zgodnosci rozktadu z zadanym rozktadem wzorcowym lub
druga préba. Zwykle stosuje sie go do sprawdzenia zgodnosci z rozktadem normalnym. Zostat
zaproponowany przez Haralda Craméra i Richarda von Mises w latach 1928-1930.

Statystyka Craméra-von Misesa

© Wersja dla jednej préby i rozktadu wzorcowego (teoretycznego).

“+o00

W2 =n / (Fa(x) — F(x))2dF(x),

— 00
gdzie F, to dystrybuanta empiryczna, F dystrybuanta rozktadu teoretycznego, a n to
liczebnos¢ préby.
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L Nepereene ey oo IREEEERE
Test Craméra-von Misesa. |l

Zwykle do obliczen uzywany jest wzor

1 n 2/ —1\?2
2_ Y
W" = 12n+IZI(F(X"”) 2n > ’

gdzie X;., to i-ta statystyka pozycyjna, F i n maja te same znaczenie, jak poprzednio.

@ Wersja dla dwdch prob. Niech xi, %2, ..., %, 0 V1, V2, ..., Ym beda obserwowanymi
warto$ciami w pierwszej i drugiej probie posortowane rosngco. Niech ri, r, ..., r, beda
rangami obserwacji x; w potaczonej prébie (X i Y rangowane razem) i niech s, s, ..
beda rangami obserwacji y; w potaczonej prébie. Wéwczas

-y Sm

U 4mn—1

W? = -
nm(n+m) 6(m+n)’
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Test Craméra-von Misesa. |l

gdzie
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Test Andersona-Darlinga. |

Test Andersona-Darlinga — test zgodnosci rozktadu z zadanym rozktadem teoretycznym
(wzorcowym). Zwykle stosuje sie go do sprawdzenia zgodnosci z rozktadem normalnym. Jest
modyfikacja testu Craméra-von Misesa dokonang w celu poprawy jego czutosci w ,,ogonach”
testowanego rozktadu.

Statystyka Andersona-Darlinga

400
2 (Fa(x) = F(x))?
A2 = n/ o dF (),

F(x))

gdzie F, to dystrybuanta empiryczna, F to dystrybuanta rozktadu wzorcowego, a n to
liczebnos¢ préby.

Jest to wersja testu Craméra-von Misesa wazona czynnikiem FOO—F)-
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Test Andersona-Darlinga.

Zwykle do obliczen uzywany jest prostszy wzor

A= :’Z ((2i = 1) In F(X;p) + (2n+1 = 2i) In(1 = F(X:.n)))

lub (inna wersja)

A2:—n—i2i71

i=1

= [InF(Xin) 10 (1= F(XGns1-1y0) |

gdzie X;., to i-ta statystyka pozycyjna, F i n maja te same znaczenie, jak poprzednio.

Dla rozktadu normalnego stosuje sie czasem poprawke na wielko$¢ préby

0,75 2,25
A2*:A2<1+ — + ’2).
n n
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Test Andersona-Darlinga. IlI

Dla rozkfadu normalnego, gdy A%* przekracza 0.752 to hipoteza o normalnoéci rozktadu w
populacji jest odrzucana na poziomie 5%. Dla innych rozktadéw test takze moze byé
stosowany, ale ma inne wartosci krytyczne.
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