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Spis tresci

@ tancuchy Markowa
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Podstawowe pojecia. |

Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng, S zbiorem co najwyzej przeliczalnym

zbiorem, zas (X,)n>0 ciagiem zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni (2, X, P) o
wartosciach w S.

Definicja 1
Ciag zmiennych losowych (X,)n>0 nazywamy taricuchem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego n € N i dowolnych {sp,...,sp} C S zachodzi

P({ Xy =sp}|{Xk = sk, k €0,n—1}) =

P({Xn = sn}[{Xn-1 = sn-1}), (1)

oile P{Xk=sk Nk=0,...n—1}) > 0.
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Podstawowe pojecia. Il

Uwaga 1

Elementy zbioru S nazywamy stanami. Poniewaz zbiér S jest co najwyzej przeliczalny wiec
Jego elementy mozna ustawi¢ w ciag (tzn. zadac porzadek liniowy) numerujac kolejnymi

liczbami naturalnymi i zerem. W zwigzku z tym stany s, bedziemy utozsamiac (oznaczac) z
jego indeksem.

Definicja 2

Macierz P = [pjj]i jes nazywamy macierza przejscia na S (macierza stochastyczna) wtedy i
tylko wtedy, gdy

Vijespij = 0 (2)
Vies > pj=1. (3)
j€s
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Podstawowe pojecia. Il

Definicja 3
Niech ciag zmiennych losowych (X,)n>0 bedzie faricuchem Markowa.

Rozktad zmiennej losowej Xo nazywamy rozktadem poczatkowym.

tancuch Markowa nazywamy jednorodnym (w czasie) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz
P = [pijlijes bedaca dla kazdego n macierza przejscia w n-tym kroku.
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Jednorodne tancuchy Markowa. |

Twierdzenie 1

Dla kazdego rozktadu prawdopodobienstwa (1w na S i macierzy przejscia P na S istnieje na

pewnej przestrzeni probabilistycznej faricuch Markowa o rozkfadzie poczatkowym p i macierzy
przejscia P.

Bedziemy rozwazaé od tej pory jednorodne tanicuchy Markowa (X,)n>0 0 zbiorze standéw S i
macierzy przejscia P.
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Jednorodne tancuchy Markowa. Il

Twierdzenie 2

Niech ciag zmiennych losowych (X,)n>0 bedzie jednorodnym faricuchem Markowa. Wéwczas o
ile odpowiednie prawdopodobienstwa sa niezerowe, to dla dowolnych n,m € N,

{s0,---,sn} C S, {s0,...,8n} C S zachodza réwnosci

P({Xk = sk, k € T,n}[{Xo = s0})
= P({Xmik = sk, k € T,n}{Xo = s0}),

(4)
P{{Xntm = s1}{Xm = s0}) = P({Xs = s1}[{Xo = s0}), (5)
P({ Xk = sks Xme1 = ti, k € I,mAIle H}HXO =5})
= P({Xk = sk, k € m}‘{XO = So}) X
XP({X; = t;,1 € 1, n}{Xo = sm}). (6)
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Jednorodne tancuchy Markowa. lll

Definicja 4
Niech P bedzie macierza przejscia dla jednorodnego faricucha Markowa. Wéwczas macierz
przejscia w n krokach P(n) = [pjj(n)]i jes zdefiniowana jest nastepujaco

Vienpij(n) := P({Xitn = s;H{X) = si}), (7)

oile P{X;=s;}) > 0.

Twierdzenie 3

Niech P bedzie macierza przejscia dla jednorodnego farnicucha Markowa. Wéwczas P(n) = P".
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Jednorodne tancuchy Markowa. |V

Whiosek 1 (Réwnania Chapmana - Kotmogorowa)
Vi ienP(k)P(I) = P(k +1). (8)

Inaczej mozemy to zapisa¢ w nastepujacej postaci

Yk 1enVs; s,esPij(k + 1) Zp,m )Pmi(1).- (9)
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Klasyfikacja stanéw tancucha Markowa. |

Klasyfikacja stanéw.
Definicja 5
Méwimy, ze stan sy jest osiggalny ze stanu s; (oznaczamy s; — si) wtedy i tylko wtedy, gdy

Jnenpjk(n) > 0. (10)

Definicja 6

Méwimy, ze stany sy i s; sie komunikuja (oznaczamy s; < s ) wtedy i tylko wtedy, gdy stan s
Jest osiagalny ze stanu s; i stan s; jest osiggalny ze stanu sy.
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Klasyfikacja stanéw fancucha Markowa. Il

Definicja 7
Méwimy, ze stany s jest nieistotny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stan s; taki, ze stan s;
Jest osiagalny ze stanu sy i stan s, nie jest osiggalny ze stanu s;.

Definicja 8
Méwimy, ze zbiér stanéw C jest zamkniety wtedy i tylko wtedy, gdy zaden stan spoza C nie da
sie osiagnac wychodzac z dowolnego stanu w C.

»

Definicja 9

Pojedynczy stan si tworzacy zbiér zamkniety nazywamy stanem pochtaniajacym.
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Klasyfikacja stanéw tancucha Markowa. Il
Definicja 10

tancuch Markowa nazywamy nieprzywiedinym wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie stany sie
komunikuja.

Twierdzenie 4

Dla dowolnych s;, s;,sx € S zachodzi

Si — Sj \'Sj — Sk = Sj — Sk. (11)

Whiosek 2

Dla dowolnych s;, s;,sx € S zachodzi

Sj <> Sj \'Sj <> S = Sj <> Sk. (12)

v
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Klasyfikacja stanéw tancucha Markowa. IV

Oznaczmy przez F;; prawdopodobienstwo, ze faficuch wychodzac ze stanu s, dotrze
kiedykolwiek do stanu s; tzn.

Fig := P( E_j {Xo = 5;H{Xo = s¢}), (13)

zas przez fij(n) prawdopodobiefistwo, ze tafcuch wychodzac ze stanu s, dotrze do stanu s; po
raz pierwszy w n-tym kroku tzn.

fkj(n) = P({X/ =+ siNXp=s1=1,...,n— 1}’{X0 = Sk}). (14)
wtedy
ij = Z fkj(n). (15)
n=1
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Klasyfikacja stanéw tancucha Markowa. V

Lemat 1

Dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnych stanéw s;, s, € S zachodzi

Pii(n Z fii(m) pji(n — Z fii(n — m)pji(m),

gdzie pkj(O) = 5kj~

Definicja 11

Niech s; € S. Stan s; nazywamy powracajagcym wtedy i tylko wtedy, gdy Fj; = 1.
Stan s; nazywamy chwilowym wtedy i tylko wtedy, gdy Fj; <1
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Klasyfikacja stanéw tancucha Markowa. VI

Definicja 12

Zmienng losowa N; (by¢ moze przyjmujaca réwniez wartos¢ +o0c) zdefiniowang réwnoscia

N =3 Lix,—s) (17)
n=1

nazywamy zmienng liczacg ile razy proces przebywa w stanie s;.
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Klasyfikacja stanéw tancucha Markowa. VII

Twierdzenie 5

Stan s; jest powracajacy wtedy i tylko wtedy, gdy

P{N; = +oo}[{Xo = 5}) = 1. (18)

Stan s; jest chwilowy wtedy i tylko wtedy, gdy

P({N; < +oo}[{Xo = 5}) = 1. (19)
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tancuchy chwilowy i powracajacy. |

Definicja 13

Srednim czasem przebywania faricucha Markowa w stanie s; nazywamy wielkos¢

Pj = Z_:lpjj(n)- (20)

Nastepujacy lemat uzasadnia te definicje.
Lemat 2

P, = E(Nj|X0 = 5)) (1)
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tancuchy chwilowy i powracajacy. Il

Twierdzenie 6

Stan s; jest powracajacy wtedy i tylko wtedy, gdy P; = +oo0.
Stan s; jest chwilowy wtedy i tylko wtedy, gdy P; < 4oc.

Lemat 3

o0
Jezeli stan s; jest stanem chwilowym, to dla kazdego stanu s; >~ p;j(n) < 400, a wiec

lim_p;;(n) = 0.

n=1

Twierdzenie 7

W nieprzywiedInym faricuchu Markowa wszystkie stany sa tego samego typu.
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tancuchy chwilowy i powracajacy. Il

Definicja 14
Nieprzywiediny tanicuch Markowa nazywamy powracajacym (chwilowym) wtedy i tylko wtedy,
gdy jeden ze stanéw, a wiec i wszystkie, jest powracajacy (odpowiednio chwilowy).

Whiosek 3
W nieprzywiedInym i powracajacym faricuchu Markowa mamy

VSJESP({HHENXH = SJ}) = 17 (22)

niezaleznie od rozktadu poczatkowego Xp.
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tancuchy chwilowy i powracajacy. IV

Twierdzenie 8

Przestrzen stanéw S taricucha Markowa mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
S=TuSUSU..., (23)

gdzie T jest zbiorem stanéw chwilowych, a S; sa nieprzywiedlnymi zamknietymi zbiorami
stanéw powracajacych.
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Stany i tancuchy okresowe. |

Rozwazmy nieprzywiedIny fancuch Markowa i pewien jego stan s; € S. Poniewaz stan s;
komunikuje sie z samym soba, zatem istnieje liczba n > 1 taka, ze P"(i,i) > 0. Niech

N;:={neN:P"(i,i) > 0}.

Wtedy

m,ne Ni=— m+ne N;
gdyz, dla wszystkich stanéw s;, s;, s, mamy nastgpujace oszacowanie

P, j) =D PT (i, P (1) = P (i, k)P" (k. ).

leS

Stad
PTG i) = P™ (i, i)YP"(i, i) > 0.
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Stany i tancuchy okresowe. |l

Definicja 15

Moéwimy, zZe stan s; jest okresowy o okresie v > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v jest najwiekszym
wspdlnym dzielnikiem liczb ze zbioru N;.

Twierdzenie 9
W nieprzywiedinym faricuchu Markowa zachodzi doktadnie jeden z nastepujacych warunkéw
© wszystkie stany sa okresowe i maja wspdlny okres,

@ Zaden ze stanéw nie jest okresowy.

dr Jarostaw Kotowicz (Il UwB) Wyktad 15 wersja z roku ak.2020/21 22/35



Twierdzenie ergodyczne. |

Definicja 16

Niech dany bedzie nieprzywiedIny taricuch Markowa. tancuch ten nazywamy ergodycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor m o wspétrzednych 71, ...,y taki, ze:

© 7 > 0 dla wszystkich i € S,
@ dla wszystkich i,j € S mamy nlingo P(i,j) =,

© wektor 7 jest jedynym rozwiazaniem réwnania
PTx = x,

spetniajacym warunek > x; = 1.
i€eS
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Twierdzenie ergodyczne. |l

Uwaga 2
Rozktad, o ktérym mowa w powyzszej definicji nazywamy rozkfadem stacjonarnym fancucha
ergodycznego.

Twierdzenie 10

Rozwazamy nieprzywiedIny faricuch Markowa o skoriczonej liczbie stanéw k (tzn. card S = k) i
macierzy przejscia P. Wéwczas zachodzi doktadnie jeden z nastepujacych warunkéw

@ fancuch jest okresowy,

@ fancuch jest ergodyczny.
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Twierdzenie ergodyczne. IlI

Uwaga 3

Moéwigc niezbyt precyzyjnie, ergodycznosc¢ oznacza, ze dla duzych n prawdopodobienstwo
przejscia ze stanu i do stanu j w n krokach jest dodatnie i zalezy faktycznie od stanu
koncowego j, zas nie zalezy od stanu poczatkowego i. Prawdopodobierstwa te otrzymujemy
rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan liniowych.
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Uwaga

Dowody wszystkich powyzszych faktéw moga Panstwo znalez¢é w podreczniku
J.Jakubowskiego i R. Sztencela [1]. Niektére dowody faktéw przedstawionych na tym
wyktadzie sa dostepne na stronie [2].
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Spis tresci

© Zagadnienia na egzamin
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Zagadnienia. |

© Prawdopodobienstwo.
@ Przestrzen probabilistyczna. Wtasnosci prawdopodobienstwa.
@ Prawdopodobienstwo warunkowe, catkowite. Wz6r Bayesa.
© Zdarzenia niezalezne. Niezalezno$¢ zdarzen, niezalezno$¢ zespotowa, niezaleznos$¢ zdarzen
parami — ich zwigzek.
O Zdarzenie zalezne. Wspdtczynnik korelacji zdarzen i jego wtasnosci.
O Prawdopodobienstwo geometryczne. Paradoks Bertranda.
@ Schemat Bernoulliego i jego uogdlnienia (zagadnienia Poissona, Pascala, uogdlniony schemat
Bernoulliego).
@ Zmienna losowa i jej parametry.
@ Pojecie zmiennej losowe i rozktadu prawdopodobienstwa. Ich wtasnosci.
@ Dystrybuanta jednowymiarowej zmiennej losowej i jej wtasnosci.
© Dystrybuanta wielowymiarowej zmiennej losowej i jej wiasnosci.
@ Jednowymiarowy rozktad ciagty i dyskretny — przyktady rozktadéw i ich parametry.
@ Wielowymiarowe rozktady ciagte i dyskretne. Rozktady brzegowe.
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Zagadnienia. Il

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej i jej wiasnosci.

Wariancja zmiennej losowej i jej wiasnosci.

Momenty zmiennej losowej i ich wtanosci.

Inne parametry liczbowe zmiennych losowych.

Nieréwnosci dla zmiennych losowych.

Niezalezne zmienne losowe.

Kowariancja zmiennych losowych. Macierz kowariancji i korelacji.

Zmienne losowe nieskorelowane. Niezalezne zmienne losowe, a nieskorelowane.

®OPHH0000

© Zbieznos¢ ciggédw zmiennych losowych.

@ Zbiezno$¢ prawie na pewno i jej wiasnosci.

@ Zbiezno$¢ prawie na pewno, a wedtug prawdopodobienstwa.

@ Zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa i jej wtasnosci.

@ Zaleznosci miedzy réznymi rodzajami zbiezno$ci zmiennych losowych.
© Prawa wielkich liczb i centralne twierdzenie graniczne.

@ Pojecie stabego praw wielkich liczb. Warunki dostateczne na jego zachodzenie.
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_ Zesdnenanacgamin |
Zagadnienia. |ll

@ Pojecie mocnego praw wielkich liczb. Twierdzenia Kotmogorowa.
©® Twierdzenia Moivre'a-Laplace’a.

@ Schemat serii, znormalizowany schemat serii.

@ Warunek Lindeberga i jego witasnosci.

@ Twierdzenie Lindeberga - Lévy'ego.

© tancuchy Markowa.

@ Podstawowe pojecie dotyczace fancuchéw Markowa.
@ Kilasyfikacja stanéw.

@ Kilasyfikacja fancuchéw.

@ Twierdzenie ergodyczne.

@ Podstawowe pojecia statystyczne.

@ Elementy statystyki opisowe;j.
@ Podstawowe pojecia statystyki opisowe;j.
@ Miary przecietne.
@ Miary zmiennosci.
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_ Zesdnenanacgamin |
Zagadnienia. IV

@ Miary asymetrii.
@ Miary koncentracji.
© Proba losowa i statystyka z préby.
© Rozktady statystyk.
@ Rozktad sredniej i réznicy $rednich.
@ Rozktad wariancji i ilorazu wariancji.
© Rozktady graniczne niektérych statystyk.
@ Teoria estymacji.
@ Podstawy teorii estymacji — podstawowe pojecia i ich rodzaje
@ Rodzaje estymatordéw i ich wtasnosci.
@ Nieréwnos¢ Rao - Cramera.
@ Estymacja punktowa.

©® Metoda momentdéw konstrukcji estymatoréw.
@ Metoda najwiekszej wiarogodnosci konstrukeji estymatoréw.
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_ Zesdnenanacgamin |
Zagadnienia. V

©® Metoda najmniejszych kwadratéw konstrukcji estymatordw.
@ Estymacja przedziatowa.

@ Podstawowe pojecia zwigzane z estymacja przedziatowa.

@ Przedziat ufnosci dla Sredniej m w populacji normalnej i nieznanym rozktadzie

© Przedziat ufnosci dla wariacji 0% dla populacji normalnej o nieznanych wartoéci oczekiwanej i
odchylenia standardowego.

@ Przedziat ufnosci dla parametru frakgji.

@ Estymacja przedziatowa — problem minimalizacji préby.

@® Testowanie hipotez.

@ Podstawowe pojecia.
@ Testy statystyczne (etapy konstrukeji, btedy, itd.).

@ Parametryczne testy istotnosci.

@ Test istotnosci dla wartosci Sredniej populacji generalne;j.
@ Test istotnosci dla wariancji.
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_ Zesdnenanacgamin |
Zagadnienia. VI

@ Nieparametryczne testy istotnosci.
@ Klasyfikacja testéw.
@ Przyktadowe test zgodnosci.
@ Test niezaleznosci chi-kwadrat.

@ Korelacja cech.

@ Miary zaleznosci nieliniowej oparte na statystyce chi-kwadrat.
@ Wspobtczynnik korelacji liniowej Pearsona.

@ Wspbtczynnik korelacji rang Spearmana.

@ Stosunki korelacyjne.

@ Klasyczny model regres;ji liniowe;.
@ Sformutowanie klasycznego modelu regres;ji liniowej i klasycznego modelu normalnej regresji
liniowej.
@ Estymacja parametréw funkcji regresji.
© Doktadnos$¢ dopasowania prostej metoda najmniejszych kwadratéw.
O Twierdzenie Gaussa-Markowa.
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_ Zesdnenanacgamin |
Zagadnienia. VII

@ Whnioskowanie o klasycznym modelu normalnej regres;ji liniowe;.

@ Macierzowe ujecie modelu regresji liniowej.

@ Klasyczny model regresji liniowej z wieloma zmiennymi niezaleznymi.
@ Inne niz liniowe modele regres;ji.

@ Zatozenia modelu regresji liniowej i ich testowanie.

@ Jednoczynnikowa analiza wariancji.

@ Podstawowe pojecia.
@ Zatozenia analizy wariancji.
@ Testy post-hoc.
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