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1 Wielowymiarowa zmienna losowa

Zadanie 1. Dobierz tak stalg c, aby funkcja

cxy dlal<xr<22<y<4
f(z,y) = )
0 dla pozostalych punktow

byla gestoscig rozkladu dwuwymiarowego. Dla tak obliczonej stalej policz dystrybuante tego rozkladu oraz rozklady
brzegowe.

Zadanie 2. Czy mozna dobraé stalg c tak, aby funkcja

Fy) ccy+x+y dia0<2x<20<y<l1
xT,y) =
Y 0 dla pozostalych punktow

byla gestoSciq rozkladu dwuwymiarowego. Jesli tak, to dla tak obliczonej stalej policz dystrybuante tego rozkladu oraz
rozktady brzegowe.

Zadanie 3. Wyznacz dystrybuanty oraz rozklady brzegowe nastepujgcego rozktadu dwuwymiarowego

1 die0<z<l,z<y<2-=z
0 dla pozostalych punktow '

f(wvy)Z{

Zadanie 4. Zmienna losowa (X,Y) ma rozktad réwnomierny na kwadracie [0,2]2. Oblicz rozklady brzegowe.
Zadanie 5. Dana jest dwuwymiarowa gesto$é

doy dlaz,y€(l,2
flay) =42 12 :
0 dla pozostatych x,y

Oblicz moment rzedu 2
° (2,0);
o (1,1).

*(©J.Kotowicz
tZadania 93 —100, 101 ~111, 112 ~128 pochodza od dr U. Ostaszewskiej z list [1], [2], [3].




Zadanie 6. Dobierz stalg a, tak aby funkcja okreslona wzorem

a dla0<y<a?<1
fla,y) = :
0 dla pozostalych x,y
byla gestoscig dwuwymiarowej zmiennej losowej.
Zadanie 7. Dla zmiennej losowej z zadania 6 oblicz rozklady brzegowe.

Zadanie 8. Wyznacz stalg c, tak aby funkcja f(x,y) = cexp(—%(ac2 + 22y + 5y?)) byla gestoscig. Oblicz momenty
zwykte rzedu 2, rozklady brzegowe oraz rozktady zmiennych Z1 =X +Y,Zo =X —-Y.

Zadanie 9. Dana jest gestosé prawdopodobienstw ukltadu zmiennych losowych
f(a,y) = kayexp(—(2® + %)),z > 0,y > 0.
Wyznacz k rozklady brzegowe, warunkowe, pierwsze i drugie momenty.

Zadanie 10. Wyznacz gestosé prawdopodobienstwa ukladu trzech zmiennych losowych (X,Y, Z) majgc dang dystry-
buante

F(z,y,2) =

l—e®)(1—e™)(1-e%¥) dlax>0,y>02>0
0 dla pozostalych '

Zadanie 11. Niech g: R — R bedzie funkcjg rosngeg. Wyraz dystrybuante ukladu (X,Y) za pomocg dystrybuant
zmiennych losowych XY jesli Y = g(X).

Zadanie 12. Niech F(z,y) bedzie dystrybuante dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y). Wyraz dystrybuante ukiadu
(max(X,Y), min(X,Y)) za pomocg dystrybuanty F.

Zadanie 13. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad réwnomierny na zbiorze K = {(z,y) : %23 + % < 1}
Oblicz wszystkie momenty rzedu 2.

Zadanie 14. (X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie [0, 1] x [0, 1]. Oblicz wszystkie momenty zwykle i centralne
rzedu 2.

Zadanie 15. Czy mozna dobrac¢ parametr c tak, aby podane funkcja byla gestoscig pewnego rozkladu zmiennej losowe;.

cxy+x dlaxe|0,2]Ayel0,1
f@,y){ y 0.2] Ay € [0,1]
0 w p.p.

Zadanie 16. Policz dla gesto$ci z zadania 15
e rozklady brzegowe;
e rozklad zmiennej losowej Z = X +Y;
o momenty zwykle i centralne rzedu pierwszego i drugiego.
Zadanie 17. Zmienna losowa (X,Y) ma gestosé prawdopodobienstwa zadang wzorem

Cz+y)exp~ @t dlaxz>0Ay >0

0 w przeciwnym wypadku

fla,y) = {
e Oblicz wspolczynnik C.

o Oblicz rozklady brzegowe, dystrybuante i wspélczynnik kowariancyi.

Zadanie 18. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y') ma rozktad réwnomierny na zbiorze K = {(z,y) : %+ y? < r?,
r > 0}. Oblicz wszystkie momenty rzedu 2.

Zadanie 19. Doswiadczenia niezalezne przerywane sq, gdy zdarzenie losowe A zostanie zaobserwowane po raz drugi.
Niech zmienna losowa Xy oznacza numer doSwiadczenia, gdy A pojawi sie pierwszy raz, Xo numer doswiadczenia, gdy
A pojawi sie drugi raz. Wyznacz rozklad ukladu (X1, Xs).

Zadanie 20. Niech u jest funkcjg nieparzystg na R réwng 0 poza odcinkiem | — 1,1] oraz

1
Vor e

| ur) [<




a) SprawdZ, Ze funkcja
1 1
Flrim) = 5 expl =3 (3 + )} +ulra)u(ra),

2
jest gestoscig pewnego ukladu (X1, Xa).
b) Czy zmienne (X1, Xs) sq niezaleine?

Zadanie 21. Sprawd?, Ze jezeli uklad (X1, X2) posiada rozklad réwnomierny na [0, L] x [0, L], to zmienne | X1 — X3 |
oraz min{ X1, Xo} posiadajg jednakowe rozkiady.

Zadanie 22. Z kwadratu [0,1] x [0,1] losowany jest punkt (z,y). Okreslamy zmienne losowe

Xi((z,y)) = min{z, y}, Xo((z,y)) = max{z,y}.
Wyznacz rozklad ukladu (X1, X2), rozklad zmiennej Xo — X1, E(X; - X2), E(Xo — X).

Zadanie 23. Sposréd N ponumerowanych elementéw losowanych jest n elementéw (schemat losowania ze zwraca-
niem). Zmienne losowe X1, Xo sq okreslone nastepujgco:

1. X1 - warto$é najmniejszego wylosowanego numeru,
2. Xs - wartosé¢ najwiekszego wylosowanego numeru.
Wyznacz rozktad ukladu (X1, Xs) oraz E(X1X3).

Zadanie 24. Czas bezawaryjnej pracy jednego urzgdzenia jest zmienng losowq o wartosciach z odcinka [0,T), a
jej rozklad jest ciggly. Kontrolujemy prace n takich urzqdzen. Zakladamy, zZe pracujg one mniezaleinie od siebie i
charakteryzujg sie jednakowymi rozkladami czasu bezawaryjnej pracy. Oznaczymy przez X1 liczbe tych urzqdzen, dla
ktorych czas bezawaryjnej pracy okaze sie krétszy niz k-T', a przez Xs liczbe tych urzgdzen, dla ktorych ten czas bedzie
dluiszy niz k- T,0 < k < 1. Wyznacz rozklad ukladu (X1, X2).

Zadanie 25. Niech 3 > 0 i X ma rozklad jednostajny na [0, 1]. ZnajdZ gestosé Y = In(X 7).

Zadanie 26. Niech
(@) = (1+y?)~texp(—mx) dlax>0
ey = 0 dla x <0

bedzie gestosciq dwuwymiarowego rozkladu. Znajdz dystrybuante tego rozkladu.

Zadanie 27. Niech
0 dlax<0Vy<O0

F(z,y)=qy—yexp(—3z) diaxz>0,0<y<]1
1 —exp(—3x) dla x>0,y >1

bedzie dystrybuantqe dwuwymiarowego rozktadu. Wyznacz gestosé tego rozkladu.

Zadanie 28. X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladach jednostajnych na odcinkach | — 1,1[ i |1, 3] odpowiednio,
U = (X,Y). ZnajdZ dystrybuante rozkladu zmiennej losowej W.

Zadanie 29. Niech

exp (—mz) dlaxz >0,y € [0,7]
g(z,y) =
0 dla pozostatych x,y
bedzie gestoscig dwuwymiarowego rozkladu. ZnajdZ dystrybuante tego rozkladu.
Zadanie 30. Znajdz takie a > 0, zZeby funkcja okreslona wzorem
(1+22)~1 dlayel0,a

f@y) = {O dla y ¢ [0, d]

byta gestoscig rozkladu prawdopodobieristwa na R2.

Zadanie 31. Niech f(z,y) = W bedzie gestoscig prawdopodobienstwa dwuwymiarowe]j zmiennej losowej

(X,Y). Wyznacz dystrybuante (X,Y).

Zadanie 32. Na R? okreslamy rozktad: P({(—=1,0)}) = 0,1, P({(-1,1)}) = 0,2, P({(0,0)}) = 0,2, P({(0,1)}) = 0,3,
P{(1,1)}) =0,2. Czy P jest iloczynem swoich rozkladéw brzegowych?



Zadanie 33. Wyznacz gesto$é prawdopodobieristwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) majac jej dystrybuante
Fla,y)=(1—e™ — e + 73 W)g 4 oo [x]0,+00]-

Zadanie 34. ZnajdZ rozklady brzegowe zmiennych losowych X, Y znajgc gestosé prawdopodobienstwa dwuwymiarowej
zmiennej losowej (X,Y):

Lo dlaz] <2,y <2
fley)= 1o dells2ll <2
0 dla pozostatych x,y

Zadanie 35. ZnajdZ gestosci prawdopodobienstwa rozkiadow brzegowych zmiennych losowych X 1Y, majgc gestosé
prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y)

2exp(—x —2y) dlaz,y>0
0 dla pozostalych x,y

f(ﬂf,y):{

Zadanie 36. ZnajdZ rozklady brzegowe zmiennych losowych X,Y majgc rozkliad zmiennej losowej dwuwymiarowej
(X,Y) opisany tabelkq

Z1 Z2 x3 T4
v | 0,05 | 0,23 0,20 | 0,12
ys | 0,20 | 0,08 | 0,10 | 0,02

Zadanie 37. Niech m,n bedg ustalonymi liczbami naturalnymi, niech dla dowolnych i,j > 1 zachodzi
P({X = 2%,y = 27%}) = 27 (+)),
Zbadag, ktore momenty zwykle istniejq.

Zadanie 38. Niech K bedzie kwadratem o boku dlugosci 1 poloZonym na plaszczyznie. Jakie warunki musi spetniaé K
aby rozklad prawdopodobienistwa o gestosci danej wzorem

_ )0 gdy(z,y) ¢ K
g(m’y)_{l gdy (z,y) € K

byt produktem swoich rozkladéw brzegowych?

Zadanie 39. Niech f(x,y,2) = g(x,y,2) + h(z,y, z), gdzie

2yl) gl —1<a,y<1,0<2<2,

he,y,2) = {

0 dla pozostalych x,y, z

$2+y2
exp(— =24 — 27z dla z >0
g(z,y,2) = { P(— )

0 dla z <0

Sprawdz, Ze f jest gestoscig rozkladu pewnej tréjwymiarowej zmiennej losowej (X,Y,Z). Znajdi wszystkie mozliwe
gestosci brzegowe. Zbadaj, czy zmienne losowe X,Y; X, Z;Y,Z; XY, Z sq niezaleine?

Zadanie 40. Sprawd? Ze nastepujgca funkcja okreslona na plaszczyznie jest gestoscigq rozkladu prawdopodobieristwa:
glz,y) = i2_k gdy (z,y) € (n,n+1]x (m,m+1]n,m € Z i k = max{|n|+|m|, [n+1| +|m|, |n|+|m+1]|, |n+1]|+|m+1]}

Zadanie 41. ZnajdZ dystrybuante rozkladu prawdopodobieristwa z zadania 40. SprawdZ czy jest on produktem swoich
rozktadow brzegowych.

Zadanie 42. ZnajdZ prawdopodobienstwo przy rozkladzie z zadania 40 nastepujgcych podzbiorow plaszczyzny

1 {(zy) s 2 +y* <1},
2. {(z,y):x<0Ay >0}
3. {(z,y) : 2y > 0}
4- {(@,y) sz >y}

Zadanie 43. SprawdZ czy nastepujgoce funkcje sq dystrybuantami rozkliadu prawdopodobienstwa na plaszczyinie

(1)
0 dlaz<0Vy<0

F(z,y)=
(z,9) {1 —e " —In"Ye+y)+e*In ety dlax,y>0



(2)

0 dla z,y <0
Glo.y) = exp(z+y) diax<-yAy>0
’ %y dlaz< —yAy<0Az>0"
1 dla z > —y

Zadanie 44. ZnajdZ? prawdopodobienstwo przy rozkladzie o dystrybuancie danej wzorem (2) z zadania 43 nastepujgcych
podzbiorow plaszczyzny:

o {(z,y):a®+y? <1}

(
o {(z,y):x<0Ay>0}
o {(z,y) 2y >0}

o {(z,y) 12>y}

Zadanie 45. Rzucamy dwukrotnie kostkg. Wartosé pierwszej wspolrzednej jest rowna wartosci bezwzglednej roznicy
oczek w obu rzutach, a wartosé drugiej wspolrzednej jest rowna iloczynowi oczek, ktore wypadly w obu rzutach. Znajdz
rozktad tak okreslonej dwuwymiarowej zmiennej losowey.

Zadanie 46. Rzucamy dwukrotnie kostkq. Jesli za pierwszym razem wypadnie nieparzysta los¢ oczek, to od wyniku
drugiego rzutu odejmujemy 1; jesli za pierwszym razem wypadnie parzysta ilo$é oczek, to podwajamy wynik drugie-
go rzutu. Znajdz rozklad, ilustracje graficzng rozkladu, dystrybuante, warto$é oczekiwang i wariancje tak okreslonej
zmiennej losowej.

Zadanie 47. Rzucamy dwukrotnie kostkg. Wartosé pierwszej wspolrzednej jest rowna wartosci bezwzglednej roznicy
oczek w obu rzutach, a wartosé drugiej wspolrzednej jest rowna iloczynowi oczek, ktore wypadly w obu rzutach. Znajdz
rozktad tak okreslonej dwuwymiarowej zmiennej losowey.

1.1 Wielowymiarowa rozklad normalny.

Uwaga 1. Gestosé prawdopodobienstw uktadu n zmiennych losowych normalnych (wielowymiarowy uklad normalny)
ma postaé dana jest wzorem

n

exp | =5 D Tl —BOX)) (e — E(X) |

ij=1

1
flz,. ... zn) = m

gdzie A - macierz korelacyjna, E element macierzy odwrotnej do A.

Zadanie 48. Dana jest macierz kowariancji ukladu losowych normalnych (X,Y)

196 -91
—-91 169"
Podaj wzér na dwuwymiarowq gesto$é prawdopodobieristwa jesli E(X) = 26, E(Y) = —12.

Zadanie 49. Dana jest macierz kowariancji ukladu czterowymiarowej zmiennej losowej (X1, Xo, X3, X4) o0 rozkladzie
normalnym

15 3 1 0
3 16 6 -2
1 6 4 1
0 -2 1 3

Podaj wzdr na czterowymiarowq gestosé prawdopodobieristwa jesli E(X;) = 10, E(X2) = 0, E(X3) = —10,E(Xy) = 1.

Zadanie 50. Dana jest macierz kowariancji ukladu zmiennych losowych normalnych (X,Y, Z)

5 2 =2
2 6 3
-2 3 8



Zadanie 51. Dana jest gesto$é prawdopodobienstwa

V3 1

flz,y,2) = ol exp —§(2x2 +4y? —2y(z+5) + (2 +5)?)] .

Zbuduj macierz kowariancji.

Zadanie 52. Dana jest gestosé prawdopodobienstwa
fla,y) = cexp [~(4(z = 5)” +2(z — 5)(y — 3) + 5(y — 3)*)] .
Wyznacz ¢, a nastepnie zbudowaé macierz kowariancyi.

Zadanie 53. Wiedzqgc, zZe ukltad zmiennych losowych o rozkladzie normalnym ma brzegowe warto$ci oczekiwane réwne
zero oraz macierzy kowartancji réuwng

1 -1 1

o M=|-1 2 -1

R
(7 3 2
e M =13 4 1
2 1 2

wyznacz jego gestosc.
Zadanie 54. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X,Y,Z) ma rozklad o gestosci

o f(2,y.2) = = exp{—15[62% + (4(y — 1)° + (2 + 2)* = 2(y — 1) (2 + 2)]},

o f(z,y,2) = cexp{—3[22% + y? + 32% — 2zy — 2yz + 4az]},

Wyznacz macierz kowariancji (w przykladzie drugim wyznacz wezesniej stalg c).

1.2 Niezaleznos¢ zmiennych losowych.
Zadanie 55. Udowodnij, ze dla przypadkow, gdy
(i) Wx, ={0,1}, i=1,2, P{X;=0})=p, 0<p<l1,
(ii) Wy, = {~1,1}, i=1,2, PUX;=1}) =p, 0<p< L.
warunkiem koniecznym i wystarczajgcym niezaleznosci zmiennych losowych Xy, Xo jest by E(X;X5) = E(X1)E(X?).

Zadanie 56. Niech X,Y (Y # 0) niezalezne zmienne losowe. Udowodnij, ze zmienne losowe X oraz Y ~! sq réwniez
niezalezne.

Zadanie 57. X,Y niezalezne zmienne losowe, P({X > 0}) = 1. Udowodnij, Ze zdarzenia {Y > 2} i {—1 < X < 1}
sq niezalezne.

Zadanie 58. X,Y niezalezne zmienne losowe, P({Y > 0}) = 1. Udowodnij, ze zmienne losowe X,Y? sq niezaleine.

Zadanie 59. (X,Y) ma rozklad jednostajny na tréjkgcie {(z,y) : x,y > 0,z +y < 1}. Czy zmienne losowe X,Y sqg
niezalezne?

Zadanie 60. Niech (X,Y) zmienna losowa o gestosci

L dlaa?+y? <1
9(z,y) = -
0  dla pozostalych z,y

Czy X, Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi?

Zadanie 61. Zbadaj, czy zmienne losowe X, Y sq niezaleine, jesli dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad

0 gestosci
1 Z‘2 + y2
flay) = 5exp (==

).



Zadanie 62. Zbadaj, czy zmienne losowe X,Y sq niezalezne, jesli dwuwwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad
0 gestosci

1
flz,y) = y dla 2% + 2 < 4.

Zadanie 63. X zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na odcinku [0,1] oraz Y1 = sin2wX, Y, = cos 27 X. Oblicz
wspdlezynnik korelacji p(Y1,Ya). Czy Y1,Ys sq niezaleine?

Zadanie 64. Niech w wynik rzutu kostkq, X (w) = [%],Y (w) = [£] ([a] oznacza czes¢ calkowitq liczby rzeczywiste;

a). Czy X,Y sq niezalezne?
Zadanie 65. Niech A, B zdarzenia niezalezne 1 X = 14,Y = Ip (Ic oznacza funkcje charakterystyczng zbioru C).
Czy X, Y sq zmiennymi losowymi niezalezZnymi?

Zadanie 66. X,Y niezalezne zmienne losowe. Oblicz E((X + Y)?) wiedzqc, ze

e E(X) =1 E(Y)=2D*X)=3D*Y)=1.

o E(X)=mE(Y) = —mD3(X) = 1,D*(Y) = 1.
Zadanie 67. X,Y niezaleine zmienne losowe. Oblicz E((X — Y)?) wiedzqc, Ze

e E(X)=2E(Y)=2D*X)=2D*Y)=
e E(X)=2,E(Y)=1,D*X)=L1D*Y) =

Y)

Nl= N

27

Zadanie 68. Udowodnij, Ze jesli X,Y niezaleine zmienne losowe, to zachodzi D*(XY) = D?*(X)D?(Y)+(E(Y))?D?(X)+
(E(X))*D*(Y).

Zadanie 69. Niech (w1,ws) bedzie wynikiem dwukrotnego rzutu kostkqg. Czy zmienne losowe

{1 jesli wy — wo jest parzyste v — {1 jesli 3 dzieli wp — wo
0 jesli wy — wy jest nieparzyste 0 jesli 3 nie dzieli w; — wo
sq miezalezne?
Zadanie 70. Niech zmienne losowe X,Y bedq niezalezne. Wtedy
D*(XY) > D*(X)D*(Y).

Zadanie 71. (X,Y) ma rozklad o gestosci f(x,y) = 5= exp (—#) + ag(z,y), gdzie

vy dialallyl <1
g(z,y) = :
0 dla pozostalych x,y

Czy X,Y sq niezalezne? Oblicz wspotczynnik korelacji i momenty zwykle do rzedu 2 wigcznie.

Zadanie 72. Wrzucamy do trzech komdrek trzy kule (kule i komdrki ponumerowane). N - ilo$é zajetych komdrek, X;
- ilo$¢ kul w i - tej komdree. ZnajdZ lgczny rozklad (X1, N). ZnajdZ rozklady brzegowe. Czy zmienne losowe X1 i N
sq miezalezne?

Zadanie 73. Zmienna losowa (X,Y) ma gesto$é prawdopodobieristwa zadang wzorem
1
s dlalx|+ 1yl <1
fla,y) =12 e :
0  w przeciwnym wypadku
o Oblicz wspolczynnik korelacji, rozklady brzegowe i dystrybuante.
o Czy zmienne losowej X,Y sq niezalezne.

Zadanie 74. X,Y sq dwiema niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na odcinku [0, 1]. Oblicz

E(Z) jezeli Z =X +Y.



1.3 Funkcje zmiennych losowych po raz drugi.

Zadanie 75. Zmienne losowe X,Y sq niezalezne i majg rozklady wykladnicze.

e Policz rozklad zmiennej Z = X + Y.
e Policz momenty rzedu pierwszego i drugiego.

Zadanie 76. Oblicz gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z = X +Y, gdzie X, Y sq niezaleznymi i majg

gestosci rowne odpowiednio
1 _a? 1 2
= e 4 = e 64 |
fX(I) 2ﬁ Xp ) fY(y> 8ﬁ Xp
Zadanie 77. Oblicz gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z = X — Y, gdzie X, Y sq niezaleznymi i majg
gestosci rowne odpowiednio

1 _ 22 1 _y2
fX(x): \/Giﬂexp 5, fY(y):ﬁeXp 8.

Zadanie T8. ZnajdZ wzor na gesto$é zmiennej losowej Z = XY, jezeli dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma
rozklad o gestosci f(x,y).

Zadanie 79. Zmienna losowa X posiada rozklad réwnomierny na [0,1]. Wyznacz
a) rozklad n = max{X,1 — X},

b) rozklad £ = min{X,1— X},

¢) E(n), E(:%), E(2),

d) E(€),E(1%). E(E9).

Zadanie 80. Niech X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladzie jednostajnym na [0,1] kazda. Czy Z = X +Y ma
rozklad jednostajny na jakims zbiorze?

Zadanie 81. Niech X,Y niezalezne zmienne losowe. Wyprowads wzér na gesto$é 7 = VX2 +Y? w zaleznosci od
gestosci X i gestosci Y.

Zadanie 82. Niech X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladzie normalnym N(0,1). Znajd? gestosé Z = X2 + Y2,

Zadanie 83. ZnajdZ zlozenie rozkladu Poissona zaleigcego od parametru N\, z rozkiadem wykladniczym, ktoremu ten
parametr podlega.

Zadanie 84. Niech niezalezne zmienne losowe X,Y majg rozklady wykladnicze z parametrami a,b > 0 odpowiednio.
ZnajdZ rozktad Z = X +Y.

Zadanie 85. Niech niezalezne zmienne losowe X,Y majq rozklady normalne z odchyleniami standardowymi 2, 4
odpowiednio (wartosé $rednia obydwu rozkladéw réwna 0). ZnajdZ rozklad

« Z=X+Y,
e« Z=X-Y.

Zadanie 86. Niech X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladach P({X = 1}) = P({X = 4}) = 3, P{Y =0}) =
P{Y =1}) = P{Y =2}) = £. Znajd% rozklad zmiennej losowej Z = X +Y .

Zadanie 87. X1, X5 niezalezne zmienne losowe o rozktadzie Poissona z A1, Ao > 0. ZnajdZ rozktad Y = X7 + Xs.

Zadanie 88. X1, X, niezalezne zmienne losowe o rozkladzie wykladniczym z A > 0. ZnajdZ gestosé¢ rozkladu Y =
X1 — Xs.

Zadanie 89. Niech X,Y niezalezne zmienne losowe, Fx(x) = % dla0 <z <V2iFy(y)=y dla0<y<1. Oblicz
Fx.iy.

Zadanie 90. Niech X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladzie cigglym. WyraZ gestosé zmiennej losowej Z =
min(X,Y) przy pomocy gestosci X 1Y

Zadanie 91. X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, A], gdzie A podlega rozkladowi jednostajnemu na [0, 1]. ZnajdZ
ztozenie rozktadow X i A .

Zadanie 92. XY niezalezne zmienne losowe o rozkladzie jednostajnym na [0,1]. Znajdz gestosé
e 7/=X+Y;

e Z=X-Y;
o Z =max(X,Y);
e 7 =min(X,Y).
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Zadanie 93. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad prawdopodobieristwa okreslony nastepujgco:
P{X=1Y=1})=a,P{X =1,Y=2})=03,P{X =3,Y =1}) =04, P{X =3,Y =2}) =0.1.

Wyznacz stalg a. Zapisz ten rozklad w tabeli. Oblicz wartosé dystrybuanty w punktach:(0,0), (1,1), (2,2).

Zadanie 94. Funkcja F(x,y) jest okreslona nastepujaco

a)

)

0 diax<0iy<0
F(ﬂc,y)Z{l wpp

b)

)

0 diax<0luby<0
F(x,y)={1 wpp

1 dlax+y>0
0 wp.p ’

F(Z‘,y) :{

Zbadaj czy tak okreSlona funkcja moze byc traktowana jako dystrybuanta pewnej zmiennej losowej (X,Y).

Zadanie 95. Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) dana jest wzorem

P 0 dlax <2 luby < 2
(:r,y)— (1_%) (1_%) wp.p .
Wyznacz dystrybuanty brzegowe i oblicz prawdopodobieristwa P(X > 2), P(1< X <3,1<Y <3).

Zadanie 96. Na przestrzeni probabilistycznej (0,29, P), gdzie Q = {0,1,...,9}, P(w) = 0,1 dla dowolnego w € €,
okreslone sq zmienne losowe X (w)- reszta z dzielenia w przez 2, Y (w)- reszta z dzielenia w przez 3. Znajd? rozklad
wektora losowego (X,Y). Ile wynosi P(X =Y)?¢

Zadanie 97. Rzucamy trzy razy monetq. Niech zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne ilosci wyrzuconych
ortow, natomiast zmienna losowa Y przyjmuje wartosé 0, jesli w pierwszym rzucie wypadt orzel lub wartosé 1, jesli w
pierwszym rzucie wypadia reszka. Wyznacz rozklad zmienne losowej (X,Y).

Zadanie 98. Zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y) ma rozklad jednostajny wewngtrz prostokgta ograniczonego od-
cietymi x = a, x = b i rzednymiy = ¢, y = d (b > a,d > ¢). Znajdz gestosé prawdopodobieristwa i dystrybuante tej
zmiennej losowe.

Zadanie 99. Funkcja

eV dit0<z<oo,x<y<oo
fla,y) =
0 w.p.p

okresla gesto$é zmiennej losowej (X,Y). Oblicz dystrybuante tej zmiennej.
Zadanie 100. Wyznacz dystrybuante F(x,y) dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y), jesli dana jest jej gestosé

1 die0<zx<l,z<y<2-=z
0 wp.p.

Zadanie 101. Dwuwymiarowa zmienna losowa(X,Y) ma gestosé

cx(x — dlad<z <2, —z<y<cz

fary) = { (z—y) y
0 w.p.p

a) oblicz stalg c,

b) oblicz P((X,Y) € A), gdzie A={(z,y): 0<z<2, 0<y <z},

¢) znajdz rozklady brzegowe.



Zadanie 102. Dana jest funkcja
18(2% —y?)e™® dilaly| <=z
fla,y) = { :
0 w.p.p
Zbadaj czy tak okreslona funkcja jest gestoscig dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y).

Zadanie 103. Niech

)

2 2
o= i+ e

gdzie K ={(z,y) eR?: 0<z< L,z —1<y<1—x}
a) Wyznacz stalg ¢ tak, aby funkcja f(x,y) byla gestoscig pewnej zmiennej losowej (X,Y),
b) oblicz P(X? +Y?<0,5).

Zadanie 104. Niech (X,Y, Z) bedzie trzywymiarowq zmienng losowg o gestosci f(x,y, z) = cg(x,y, z). Wyznacz stalg
c, jezeli

a) g(x,y,2) =1dla0<r<1, 2<y<3,4<2<5ig(x,y,2) =0 w pozostalej czesci R3,
b) g(z,y,2) =1 dla 2®> + y> + 22 < 1 i g(x,y,2) = 0 w pozostalej czesci R3,

g
c) g(z,y,2) = 2"y v dlax >0,y >0, 2> 04 g(x,y,2) = 0 w pozostalej czesci R3, gdzie | > 1, m > 1,
n>1.

Zadanie 105. Zmienna losowa (X,Y) ma gestosé

a
72(16 + x2)(25 + y2)’

flz,y) =

a) wyznacz parametr a,
b) znajdz dystrybuante F(x,vy),
¢) znajdz rozklady brzegowe.

Zadanie 106. Wyznacz gesto$é prawdopodobienstwa trzywymiarowej zmiennej losowej (X,Y, Z) majgc dang dystry-
buante
F(z,y,2) = (1—e ) (1 —e ™)1 —e )

dlax>0,y>0,z>0.

Zadanie 107. Oblicz prawdopodobieristwo trafienia punktu o wspdlrzednych (X,Y) w obszar okreslony nieréwnosciams
1< 2<2, 1<y <2, jezeli wspélrzedne punktu (X,Y) majg nastepujace dystrybuante

l—a —a ¥ +a %  dlax > 0,y >0
0 w.p.p '

F(xvy)_{

Zadanie 108. Wspdlrzedne punktu losowego (X,Y) majg rozklad jednostajny wewnqgtrz prostokgta ograniczonego
odcietymi 0 i a oraz rzednymi 0 i b. Oblicz prawdopodobieristwo trafienia punktu losowego w kolo o promieniu R, jezeli
a > b, a srodek kola pokrywa sie z poczatkiem ukladu wspéirzednych.

Zadanie 109. Gestosé prawdopodobienistwa ukladu zmiennych losowych (X,Y) dana jest wzorem

c(R— /22 +9y2) dla2*+y?> < R?

0 w.p.p

flzy) = {
Wyznacz stalg ¢ oraz prawdopodobienstwo trafienia w kolo o promieniu a < R ze $rodkiem w poczgtku ukladu wspol-
rzednych.

Zadanie 110. Zmienna losowa dwuwymiarowa (X,Y) ma rozklad dany gestoscig

vy [t w1 by
’ 0 w.p.p '

Znajdz dystrybuante tej zmiennej losowe;.
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Zadanie 111. Niech A > 0 oraz niech

f(x,y,z) =

ae M@t dlg 2 >0,y > 0,2 >0
0 w.p.p .

Dla jakiej wartoéci parametru « funkcja f(x,y, z) jest gestoScig wektora losowego? Wyznacz dystrybuante tej zmiennej
losowey.

Zadanie 112. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad prawdopodobieristwa okreslony nastepujgco:
PX=1Y=1)=0,2,PX=1,Y=2)=0,3,P(X=3Y=1)=0,4,P(X=3Y=2)=0,1.
e Zapisz ten rozktad w tabeli,
e zbadaj czy zmienne losowe X 1Y sq niezaleine,
o wyznacz dystrybuante 1 warto$é przecietng zmiennej losowej X,
e oblicz wartosé dystrybuanty dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) w punkcie (2,2).

Zadanie 113. W 10-cio elementowej partii pewnego towaru sq 2 sztuki wadliwe. Wylosowano bez zwrotu 2 sztuki. Niech
zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne liczbie sztuk wadliwych wérod 2 wylosowanych sztuk, zas'Y przyjmugje
wartosé 1, jesli pierwsza wylosowana sztuka jest wadliwa, oraz 0, jesli nie jest wadliwa.

o Wyznacz rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y),
o 2badaj czy zmienne losowe X 1Y sq niezalezne,
e oblicz wspotczynnik korelacyi zmiennych X 1Y .

Zadanie 114. Rzucamy kolejno 5 razy monetq. Oznaczmy przez X liczbe wyrzuconych ortow, przez Y liczbe serii
ortow, a przez Z dlugosé najdiuzszej serii.

o Wyznacz rozklady dwuwymiarowych zmiennych losowych (X,Y), (X, Z) oraz (Y, Z),
o wyznacz rozklady brzegowe poszczegolnych zmiennych losowych,

o oblicz P(X =3,Z<2),

o wyznacz rozklad trzywymiarowej zmiennej losowej (X,Y, Z).

Zadanie 115. Zmienne losowe X 1Y sq niezalezne i majg rozklad jednostajny odpowiednio na przedziatach (0,a) i
(0,37). Znajdz P(X < bcosY), gdzie 0 < b < a.

Zadanie 116. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze réwnanie 2 — 2Bx 4+ C = 0 ma dwa réine pierwiastki rzeczywiste,
jesli B i C' sq niezaleznymi zmiennymi losowyms o rozkladzie Exp(\)?

Zadanie 117. Momenty przybycia autobuséw A i B sq niezaleznymi zmiennymi losowymi X, Y o rozkladzie wyktad-
niczym z parametramsi o i [

a) znajdz rozklad momentu przybycia pierwszego autobusu,
b) oblicz prawdopodobieristwo, Ze autobus A przyjedzie pierwszy.

Zadanie 118. Dana jest funkcja
F(,y) = ce—ba+2m45)

e wyznacz stalg ¢ tak, aby dana funkcja byle gestoscig zmiennej losowej (X,Y),
o wyznacz rozklady brzegowe,
o czy zmienne losowe X i Y sq niezaleine?

Zadanie 119. Dana jest gesto$é prawdopodobieristwa ukladu zmiennych losowych(X,Y)

Lsin(z +y dlad<zrz<IZ O<y<?Z
f(:ay):{z ) : :
0 w.p.p.

e wyznacz dystrybuante ukladu,

11



e wyznacz rozkliady brzegowe,
e zbadaj czy zmienne losowe sq niezalezne.

Zadanie 120. Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad jednostajny na K, gdzie K = {(x,y) € R? :
|z| + |y| < a}. Czy zmienne losowe X i Y sq niezalezne?

Zadanie 121. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X,Y, Z) ma rozktad réwnomierny w obszarze V. = {(x,y,2) : 2*+y* <
400 < z < 1} Wyznacz gestosé rozkladu brzegowego zmiennej losowej Z oraz oblicz warto$é oczekiwang E(Z), czy
zmienne losowe X, Y oraz Z sq niezaleine?

Zadanie 122. Zmienna losowa (X,Y) ma rozklad okreslony gestoscig
f(x,y){ng dlaa<z<y<oo
0 w.p.p.
o sprawdz dla jakiego a podana funkcja jest gestoscig,
e znajdz dystrybuante,
e znajdz gestosci rozkladow brzegowych,
o sprawdz czy zmienne X 1Y sq niezalezne,
e policz warto$ci przecietne rozkladow brzegowych.
Zadanie 123. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma gesto$é dang wzorem
=i ey
gdzie V' jest obszarem ograniczonym pélokregiem o promieniu 1, polozonym nad osig Oz. Oblicz E(XY).

Zadanie 124. Duwie niezalezne zmienne losowe X 1Y magq rozkiady normalne N'(m, o) z takimi samymi parametrams.
Znajdz wspolczynnik korelacyi zmiennych losowych U = aX +0Y iV =aX — bY .

Zadanie 125. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma gesto$é dang wzorem

2(22% +zy)  dla (z,y) € (0,1) x (0,1)
flz,y) =
0 w.p.p
Oblicz wspélczynnik korelacyi.
Zadanie 126. Niech S bedzie tréjkgtem ograniczonym prostymiy = —x, y = x oraz y = 1. Dwuwymiarowa zmienna
losowa (X,Y) ma gesto$é dang wzorem
1 dla(z,y) €S
fxy) = ’
0 w.p.p
e oblicz kowariancje cov(X,Y),
e oblicz wspolczynnik korelacji zmiennych losowych X, Y,
e czy zmienne losowe X 1Y sq niezaleine?
Zadanie 127. Niech X1, Xo,..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi © majq rozkiad
e jednostajny na przedziale [, 3],
o rownomierny dwupunktowy Wx, = {1,2}.

Niech U = min(Xy, Xo,...,X,), natomiast V. = max(X1, Xs,...,X,). Wyznacz rozklad dwuwymiarowej zmiennej
losowej (U, V).

Zadanie 128. Niech F(z,y) bedzie dystrybuante dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y), a G(z,y) bedzie dystry-
buantq dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V), gdzie U = max(X,Y) oraz V = min(X,Y). Wyrazi¢ G(x,y) przez
F(z,y).
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