Rachunek prawdopodobienstwa - ¢wiczenia ésme*
Wielowymiarowa zmienna losowa.
kierunek: informatyka i ekonometria I°

dr Jarostaw Kotowicz

09 grudnia 2011 r.

Spis tresci

1 Zadania do samodzielnego rozwigzania 1
1.1 Jednowymiarowy rozklad normalny . . . . . . .. ... oL L oo 1
1.2 Zmienne losowe wielowymiarowe . . . . . . . .. Lo Lo e 2

1 Zadania do samodzielnego rozwigzania

1.1 Jednowymiarowy rozklad normalny
1. Dana jest macierz kowariancji ukladu losowych normalnych (X,Y")

196 -91
-91 169 |°
Podaé wzér na dwuwymiarowa gesto$é prawdopodobienstwa jesli E(X) = 26, E(Y) = —12.
2. Dana jest macierz kowariancji ukladu czterowymiarowej zmiennej losowej (X1, Xa, X3, X4) 0 roz-
ktadzie normalnym
5 3 1 0
3 16 6 -2
1 6 4 1
0 -2 1 3
Podaé wzér na czterowymiarowa gesto$é prawdopodobienstwa jesli F(X;) = 10, E(X3) = 0, E(X3) =
—10, B(X4) = 1.
3. Dana jest macierz kowariancji ukladu zmiennych losowych normalnych (X,Y, Z)
5 2 =2
2 6 3
-2 3 8
Podaé wzér na gestosé prawdopodobienstwa jesli E(X) = E(Y) = E(Z) = 0.
4. Dana jest gestos¢ prawdopodobienstwa

3 1
flz,y,2) = m\:gexp f§(2x2+4y2f2y(z+5)+(z+5)2) )

Zbudowa¢ macierz kowariancji.
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Dana jest gesto$¢ prawdopodobienstwa
Fz,y) = cexp [~(4(z = 5)* + 2(z = 5)(y = 3) + 5(y — 3)")] .
Wyznaczy¢ ¢, a nastepnie zbudowaé¢ macierz kowariancji.

Wiedzac, ze uktad zmiennych losowych o rozktadzie normalnym ma brzegowe wartosci oczekiwane
rowne zero oraz macierzy kowariancji réwna

wyznaczy¢ jego gestosc.

Tréjwymiarowa zmienna losowa (X,Y, Z) ma rozklad o gestosci
o f(z,y,2) = e exp{—35(627 + (4(y — 1)* + (2 +2)* = 2(y — 1)(= + 2)]},
o f(z,y,2) = cexp{—3[22% + y? + 32% — 2zy — 2yz + 4xz]},

Wyznaczy¢ macierz kowariancji (w przykladzie drugim wyznaczyé wezedniej stala c).

Zmienne losowe wielowymiarowe

. Dobra¢ tak stalg ¢, aby funkcja

dlal<xr<2,2<y<4
0 dla pozostatych punktow

cxy

flz,y) = {
byla gestoscia rozkladu dwuwymiarowego. Dla tak obliczonej stalej policzyé dystrybuante tego
rozkladu oraz rozklady brzegowe.

Czy mozna dobraé stala c tak, aby funkcja

o f(z,y) = ccy+x+y dla0<z<20<y<l1
M 0 dla pozostalych punktéw

byla gestoscia rozkladu dwuwymiarowego. Jesli tak, to dla tak obliczonej stalej policzy¢ dystrybu-
ante tego rozkladu oraz rozktady brzegowe.

Wyznaczy¢ dystrybuanty oraz rozklady brzegowe nastepujacego rozkladu dwuwymiarowego
1 dlao<z<lLiz<y<2-—z
flz,y) = .
0 dla pozostalych punktéw.
Zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad réwnomierny na kwadracie (0, 2)2. Obliczy¢ rozktady brzegowe.
Dana jest dwuwymiarowa gestosé

4

sy dlaz,ye (1,2
flay) =47 L2

0 dla pozostatych z,y

Obliczy¢ moment rzedu 2

e (2,0);
e (1,1).
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Dobrac¢ stalg a, tak aby funkcja okreslona wzorem

a dad0<y<az?<l1
0 dla pozostalychz,y

f(x,y)Z{

byla gesto$cia dwuwymiarowej zmiennej losowej.
Dla zmiennej losowej z zadania 6 obliczyé rozklady brzegowe.

Wyznaczyé stala ¢, tak aby funkcja f(x,y) = cexp(—%(x2 + 2xy + 532)) byla gestoscia. Obliczyé
momenty zwykte rzedu 2, rozklady brzegowe oraz rozklady zmiennych 73 = X +Y,Zo = X - Y.

Dana jest gestos¢ prawdopodobienstw ukladu zmiennych losowych
f(a,y) = kayexp(—(2® + y?)), 2 > 0,y > 0.
Wyznaczy¢ k rozklady brzegowe, warunkowe, pierwsze i drugie momenty.

Wyznaczy¢ gestosé prawdopodobiefistwa uktadu trzech zmiennych losowych (X,Y, Z) majac dana
dystrybuante

l—e®)(1-—e)(1-e%) dlaz>0,y>0,2>0
0 dla pozostalych.

F(xvyaz) :{

Niech g : R — R bedzie funkcja rosnaca. Wyrazi¢ dystrybuante ukladu (X,Y") za pomoca dystry-
buant zmiennych losowych X,Y jesli Y = g(X).

Niech F'(z,y) bedzie dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y"). Wyrazi¢ dystrybuante
uktadu (max(X,Y), min(X,Y’)) za pomoca dystrybuanty F.

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad réwnomierny na zbiorze K = {(z,y)| :1”—; + % <
1}. Obliczy¢ wszystkie momenty rzedu 2.

(X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie [0,1] x [0,1]. Obliczy¢ wszystkie momenty zwykle i
centralne rzedu 2.

Czy mozna dobraé¢ parametr ¢ tak, aby podane funkcja byla gestoscia pewnego rozktadu zmiennej
losowej.

ccy+x dlaze(0,2) ANy e (0,1
- oarensy
0 W D.p-

Policzy¢ dla gestosci z zadania 15

e rozklady brzegowe;
e rozklad zmiennej losowej Z = X + Y

e momenty zwykte i centralne rzedu pierwszego i drugiego.
Zmienna losowa (X,Y) ma gestos¢ prawdopodobiefistwa zadana wzorem

Cx+y)exp~@*t¥)  dlaz>0Ay >0
0 w przeciwnym wypadku.

f(fv,y)={

e Obliczy¢ wspotczynnik C.

e Obliczy¢ rozklady brzegowe, dystrybuante i wspélczynnik kowariancji.

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad réwnomierny na zbiorze K = {(x,y)|z%+y? <
r2, r > 0}. Obliczy¢ wszystkie momenty rzedu 2.
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Doéwiadczenia niezalezne przerywane sa, gdy zdarzenie losowe A zostanie zaobserwowane po raz
drugi. Niech zmienna losowa X oznacza numer doswiadczenia, gdy A pojawi sie pierwszy raz, Xo
numer do$wiadczenia, gdy A pojawi sie drugi raz. Wyznaczy¢ rozklad ukladu (X, Xs).

Niech u jest funkcja nieparzysta na R réwna 0 poza odcinkiem (—1,1) oraz

1
u(r) |< .
(1) < o
a) Sprawdzié, ze funkcja
1 1, ., 9
fri,me) = gexp{—i(ﬁ +73)} +ulr)u(rs),

jest gestoscia pewnego ukladu (X1, X5).

b) Czy zmienne (X7, X5) sa niezalezne ?

Sprawdzié, ze jezeli uklad (X7, X3) posiada rozklad réwnomierny na [0, L] x [0, L], to zmienne
| X1 — X2 | oraz min{ X7, X5} posiadaja jednakowe rozklady.

Z kwadratu [0, 1] x [0, 1] losowany jest punkt (z,y). Okreslamy zmienne losowe

X1((x,y)) = min{z,y}, Xa((2,y)) = max{z,y}.
Wyznaczy¢ rozklad uktadu (X7, X3), rozklad zmiennej Xo — X1, E(X; - X3), E(X2 — X7).

Spoéréd N ponumerowanych elementéw losowanych jest n elementéw (schemat losowania ze zwra-
caniem). Zmienne losowe X7, X3 sa okreSlone nastepujaco:

e X - warto$¢ najmniejszego wylosowanego numeru,

e X, - warto$¢ najwiekszego wylosowanego numeru.
Wyznaczyé rozklad uktadu (X, Xs) oraz E(X;X3).

Czas bezawaryjnej pracy jednego urzadzenia jest zmienna losowa o wartosciach z odcinka [0, T, a jej
rozktad jest ciagly. Kontrolujemy prace n takich urzadzen. Zaktadamy, ze pracuja one niezaleznie
od siebie i charakteryzuja sie jednakowymi rozkladami czasu bezawaryjnej pracy. Oznaczymy przez
X1 liczbe tych urzadzen, dla ktérych czas bezawaryjnej pracy okaze sie krétszy niz k-T', a przez Xo
liczbe tych urzadzen, dla ktérych ten czas bedzie dtuzszy niz k- T,0 < k < 1. Wyznaczy¢ rozktad
uktadu (Xl, Xg)

B > 0, X ma rozklad jednostajny na [0,1]. Znalezé gestogé Y = In(X —9).
Niech

(1+y?)texp(—mz) dlaz>0
g(z,y) =
0 dlaz <0

bedzie gestoscig dwuwymiarowego rozktadu. Znalezé dystrybuante tego rozktadu.

Niech
0 dlaz<0Vy<0
F(z,y)=qy—yexp(—3z) dlaz>0,0<y<1
1 —exp (—3x) dlaz >0,y >1
bedzie dystrybuanta dwuwymiarowego rozktadu. Wyznaczyé gestosé tego rozktadu.
X,Y niezalezne zmienne losowe o rozkladach jednostajnych na odcinkach (-1,1) i (1,3) odpowiednio,
¥ = (X,Y). Znalez¢é dystrybuante rozkladu zmiennej losowej U.
Niech
exp(—mz) dlaz >0,y €|0,n]
g(z,y) =
0 dla pozostalych z,y

bedzie gestodcia dwuwymiarowego rozkladu. Znalezé dystrybuante tego rozkladu.
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Zmnalez¢ takie a > 0, zeby funkcja okreslona wzorem

@ +2*)"t dlaye|0,d
f@y) = {o dla y ¢ [0, ]

byla gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa na R2.

Niech f(z,y) = W bedzie gestoscia prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej
losowej (X,Y). Wyznaczy¢ dystrybuante (X,Y).

Na R? okre§lamy rozktad: P(—1,0) = 0,1, P(-1,1) = 0,2, P(0,0) = 0,2, P(0,1) = 0,3, P(1,1) =
0,2. Czy P jest iloczynem swoich rozktadéw brzegowych?

Wyznaczy¢ gesto$é prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) majac jej dys-

trybuante F(z,y) =1 — e 3% —e ™ + 7324 dla 2,y > 0.

Zmnalez¢ rozklady brzegowe zmiennych losowych X,Y znajac gestosé prawdopodobienstwa dwuwy-
miarowej zmiennej losowej (X,Y):

1/16  dla |z| < 2,|y| < 2
fla,y) = :
0 dla pozostaltych z,y

Zmnalez¢ gestosci prawdopodobienstwa rozkladéw brzegowych zmiennych losowych X i Y, majac
gestosé prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y)

2exp(—x—2y) dlaz,y>0
fla,y) = :
0 dla pozostatych z,y

Zmnalez¢ rozktady brzegowe zmiennych losowych X, Y majac rozkltad zmiennej losowej dwuwymia-
rowej (X,Y’) opisany tabelka

I T2 I3 Ty
v1 | 0,05 | 0,23 0,20 | 0,12
Y2 | 0,20 | 0,08 [ 0,10 | 0,02

m, n ustalone liczby naturalne; dla i, > 1 zachodzi P(X = 2w ,Y = 2%) = 2-(4J) Zbadaé, ktére
momenty zwykle istnieja.

Niech K bedzie kwadratem o boku dtugosci 1 polozonym na ptaszczyznie. Jakie warunki musi spet-
niaé¢ K aby rozkltad prawdopodobienstwa o gestosci danej wzorem g(x,y) = Ik (z,y) byl produktem
swoich rozktadoéw brzegowych?

Niech f(z,y,2) = g(z,y, 2) + h(z,y, 2), gdzie

2 2
exp(—ZFY _ oxz dla z >0
g(z,y,2) = P(- ) :
0 dla z <0

zy(z—1)
h(ﬂﬂ,y,z){ Tooo dla—1<x,y<1,0<z<27.

0 dla pozostalych z,y, z

Sprawdzié, ze f jest gestoscia rozkladu pewnej tréjwymiarowej zmiennej losowej (X,Y, Z). Zna-
lez¢ wszystkie mozliwe gestosci brzegowe. Zbadaé, czy zmienne losowe X,Y; X, Z; Y, Z; X,Y, Z sa
niezalezne?

Sprawdzié¢ ze nastepujaca funkcja okreslona na plaszczyznie jest gestoscia rozkladu prawdopodo-
biefistwa g(z,y) = 127% gdy (z,y) € (n,n+1] x (m,m + 1n,m € Z i k = max{|n| + |m|, |n + 1|
+ml, In| + [m + 1, [n + 1| + [m + 1|}
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Zmnalez¢ dystrybuante rozktadu prawdopodobienstwa z zadania 40. Sprawdzi¢ czy jest on produktem
swoich rozktadéw brzegowych.

Znalez¢ prawdopodobienstwo przy rozkladzie z zadania 40 nastepujacych podzbioréw plaszczyzny

o {(z,y): 22 +1y2 <1}
o {(z,y) :z<0AyYy >0}
o {(z,y) : 2y >0}

o {(z,y) x>y}

Sprawdzié¢ czy nastepujace funkcje sa dystrybuantami rozktadu prawdopodobienstwa na plaszczyz-
nie

F(xy):{o dlaz <0Vy<0
' l—e®—In"Yet+y) +e®n"tet+y) dazy>0 ’
0 dla z,y <0
Gla.y) = exp(z+y) dlaz<-yAy>0 .
_Ly dlaz<—-yAy<0Az>0
1 dla x > —y

Znalez¢ prawdopodobienistwo przy rozkladzie o dystrybuancie danej wzorem b) z zadania 43 na-
stepujacych podzbioréow plaszczyzny:

o {(z,y): 22 +9y2 <1}

o {(z,y):x<0AYy>0}

o {(z,y):xy >0}

o {(z,y): x>y}
Rzucamy dwukrotnie kostka. Warto$¢ pierwszej wspoélrzednej jest rowna warto$ci bezwzglednej

roznicy oczek w obu rzutach, a wartos¢ drugiej wspolrzednej jest réwna iloczynowi oczek, ktore
wypadly w obu rzutach. Znalezé rozktad tak okreslonej dwuwymiarowej zmiennej losowe;.
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