Zagadnienia na egzamin z wykladu Analiza matematyczna II1

1. Przestrzen euklidesowa.

(a) Iloczyn skalarny, norma i metryka euklidesowa (wlasnosci, nieréwno$é Schwarza, tréjkata).

(b) Ciagi w przestrzeni euklidesowej (definicja granicy, ciagi wspélrzednych ciagu i ich zwiazek z granica, dzialania

na granicach, twierdzenie Bolzano-Weierstrassa).

(c) Elementy topologi przestrzeni euklidesowej - zwartos$é (odcinek i jego zwartos$é, zwartosé podzbioréw,

twierdzenie Bolzano-Weierstrassa, lokalna zwartosé).

(d) Elementy topologi przestrzeni euklidesowej - sp6jno$é (odcinek i jego spéjnosé, tamana i jej sp6jnosé,
sp6jnosé zbioréw otwartych, spéjnosé sumy zbioréw spdjnych, spdéjnosé, a tamana, obszar, spdjnosé przestrzeni

euklidesowej).
2. Granice i ciaglosé funkcji i odwzorowan wielu zmiennych.
(a) Granica (definicja, kryterium Bolzano-Cauchy’ego, granice wspétrzednych funkeji i ich zwiazek z granica, dzia-
tania na granicach funkcji tacznie z granica iloczynu skalarnego).
(b) Granice iterowane (definicja, ich zwiazek z granica + kryterium Bolzano-Cauchy’ego).

(c) Ciaglo$é funkcji i odwzorowan (definicje ciagloéci w punkcie, na zbiorze, jednostajnej ciaglosci, spelniajacych
warunek Lipschitza, rzut i jego ciaglto$é i ”lipschitzowato$é”, ciagltosé wspédlrzednych i cigglosé granicy, dziatania

na funkcjach ciaglych).
(d) Ciaglo$é i zwarto$é oraz spdjnosé (twierdzenie o ciaglym obrazie zbioru zwartego, twierdzenia Weierstrassa,
Cantora, Darboux, o zachowywaniu znaku).
3. Roézniczkowalnosé funkeji i odwzorowan wielu zmiennych.
(a) Rézniczkowalno$é, rézniczka, pochodna — 01 (definicje, warunki réwnowazne rézniczkowalnosci, jednoznacz-
nosé rézniczki — pochodnej, dziatania algebraiczne na pochodnych).

(b) Rézniczkowalnos$é, rézniczka, pochodna — 02 (definicje, rézniczka zlozenia, rézniczka odwzorowania odwrot-
nego, twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej dla funkcji i odwzorowania, pochodne skladowych i zwiazek z

pochodna, pochodna odwzorowania statego i liniowego).

(¢c) Pochodne czastkowe (definicja, macierz Jacobiego, jakobian, warunki konieczny oraz dostateczny rézniczkowal-

nosci (zwiazany z pochodnymi czaskowymi), regula taficucha).

(d) Pochodne kierunkowe (definicja, zwiazek z pochodna czastkowa, pojecie gradientu, twierdzenie o najszybszym

kierunku wzrostu funkcji).

(e) Pochodne czastkowe wyzszych rzedéw (definicja, twierdzenie Schwarza o pochodnych mieszanych oraz o
symetrii drugiej pochodnej, klasy C'®) i C™).

(f) Réwnowazna charakteryzacja klasy C'*) (norma odwzorowania liniowego oraz warunek réwnowazny jej de-

finicji, réwnowazna charakteryzacja klasy C'(!) i ogélnie klasy C'*), macierz Hessego).

(¢g) Twierdzenie Taylora (rézne sformulowania twierdzenia).

(h) Odwzorowanie odwrotne i uwiklane (twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i wnioski z niego, twierdzenie
o odwzorowaniu uwiklanym).

4. Analiza ekstreméw.

(a) Ekstrema funkcji (definicje, punkt stacjonarny, warunek konieczny, warunek dostateczny).

(b) Ekstrema warunkowe (twierdzenie Lagrange’a, funkcja Lagrange’a, punkt i warto$¢ regularna oraz krytyczna,

warunek dostateczny).

5. Zastosowania oraz miscellanea



Odwzorowania liniowe przestrzeni euklidesowych (definicja, norma, ciaglo$é, rézniczkowalnosé, twierdzenie

o0 oszacowanie minimalnego stopnia rozciagania liniowego izomorfizmu).

Funkcje jednorodne (definicja, twierdzenie Eulera).

Odwzorowania zwezajace (definicja, twierdzenia Banacha, twierdzenie o ciaglej zaleznosdci punktu stalego).
Niezalezno$¢ funkcyjna (definicja, twierdzenie o niezaleznosci funkcyjnej).

Forma kwadratowa (macierz symetryczna, forma kwadratowa, formy kwadratowe dodatnio i ujemnie okreslone

oraz nieokreslone, twierdzenie Sylwestra).

Wektor styczny do zbioru (definicja, wlasnosci, poziomica, warunek konieczny i dostateczny do poziomicy,

hiperplaszczyzna styczna).

Rozmaito$¢ zanurzona w przestrzeni euklidesowej (definicja, twierdzenie o wektorach stycznych do pod-

rozmaitosci).

Przeksztalcenia wieloliniowe (definicja, ciaglo$é, norma, rézniczka).

6. Calka wzgledem miary nieujemnej.

Podstawowe pojecia (definicja, zwiazek po calki po zbiorze z calka po calej przestrzeni, réwnowaznosé podej$é

dwdch pierwszych czesci definicji, monotoniczno$é wzgledem funkeji, catka z funkeji statej).

Podstawowe wlasnos$ci — 01 (jednorodno$é, monotonicznosé ze wzgledu na zbiory wzgledem ktérych sie catkuje,

funkcje zbioréw py i ich wlasnosci).

Podstawowe wlasnosci — 02 (warunek réwnowazny catkowalnosci, catka, a zbiory miary zero, modul i jego

zwiazek z calkowaniem, od wlasnosci catki do wlasnosci funkeji).
Przejscie z granica pod znak calki — 01 (twierdzenie Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej, lemat Fatou).

Przejicie z granica pod znak calki — 02 (addytywnosé calki wzgledem funkcji catkowalnych, twierdzenie

Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej).

7. Miara Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowe;j.



