Algebra liniowa z geometrig analityczng

ListA 1

Zadanie 1. Okresdl wykonalno$¢ zwyklego dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia
w zbiorach liczbowych: N, Z, Q, Q*, R, R* R, 1Q.

Zadanie 2. Zbadaj wtasnosci, tzn. przemienno$é¢, tacznosé, istnienie elementu neutralnego,
istnienie elementéw przeciwnych (odwrotnych), nastepujacych dziatan:
(i) o: R x R — R okreslone wzorem aob=a+b+1,
(i) o: R? x R? — R? okreslone wzorem (a,b) ¢ (c,d) = (a + ¢,b — d),
0, dla a+ b parzystych,

(iii) *: A x A — A okre§lone wzorem a * b = . gdzie A =
1, dla a + b nieparzystych,

{0,1,2,...,10}.

. . . ’ . _ a+b
(iv) dziatanie # okreslone na zbiorze Q wzorem a#b = %3=.

Zadanie 3. W zbiorze A = {a,b,c,d,e} okres§lamy dzialanie dwuargumentowe. Zbuduj
tabelke tego dziatania tak, aby:

(i) dziatanie to bylo przemienne,
(ii) element a byl elementem neutralnym tego dzialania,
(iii) ab=ba = cd = dc =0.

Zadanie 4. Dla danego n € {2,3,4,6} zbuduj tabelki dziatah +,, oraz -,. Okredl ich wta-
snosci. Ktory ze zbioréw Z,, z tymi dziataniami jest cialem?

Zadanie 5. Oblicz

(i) 3+4,3-4,3—4,3-272 w ciele Zo,
(ii) 37! w ciatach Zs, Z7, Z11, Z13,
(iii) 4'2(52 —6)(2- (—3))~! w ciele Z;.

Zadanie 6. Zbadaj wlasnosci sktadania przeksztalcen w zbiorze izometrii wlasnych

(i) tréjkata réwnobocznego,
(ii) prostokata,

(iii) kwadratu.



Algebra liniowa z geometrig analityczng

LisTA 2

Zadanie 1. Sprawdz, czy

(i) zbiér R wraz z dzialaniem a xb =a + b+ 5,
(ii) zbiér Z z dziataniem a#b = (—1)% + (—1)%a,
(iii) zbior R z dzialaniem a -b = ab+ a + b.

tworzy grupe.

Zadanie 2. Znajdz takie liczby rzeczywiste a i b, aby
(i) a(24 3i) +b(4 — 5i) =6 — 21,

(ii) a(—v/2414) + b(3v/2 + 5i) = 8i,
(iii) a(4 —34)% + b(1 +4)? =7 — 12i.

Zadanie 3. Przedstaw w postaci algebraicznej nastepujace liczby zespolone:
(i) (2+12)(4—19)+ (1 + 20)(3 + 44),
341)(7— 61
3—1

2+ 3
5 (14 90 ‘
(iii) (1+2i)i+ T4

Zadanie 4. Rozwigz podane réwnania w liczbach zespolonych:

(i) |z| +2z = 11 + &,
(i) 22+ (2—4i)z +1—4i =0,
(iii) |2| — 2z = —1 — 8i.

Zadanie 5. Oblicz:

) (1—1—i)17
(i) 223
iy L=
(2 + 24/3i)3
(iil) 4+ 44,
(iv) +/—64i.
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ListA 3

Zadanie 1. Ktére z podanych zbioréw sa cialami wzgledem zwyklych dziatlan dodawania
i mnozenia liczb:

(i) Z,
(i) {0,1},
(iii) K = {a +bv2: a,b € Q}.
Zadanie 2. Czy zbiér liczb rzeczywistych z dzialaniami & i ® zdefiniowanymi nastepujaco

a®b=a+b+1, a®b=a+b+ab

jest cialem?

Zadanie 3. Czy zbiér par liczb wymiernych z dziataniami ® i ® zdefiniowanymi nastepu-
jaco
(a,0) ® (c,d) = (a+c,b+d),  (a,b)® (c,d) = (ac,bd)

jest cialem?

Zadanie 4. Czy zbior par liczb rzeczywistych z dzialaniami @ i ® zdefiniowanymi naste-

pujaco
(a,b) & (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

jest cialem?
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LisTA 4

Zadanie 1. Na plaszczyZnie zespolonej zaznacz zbiory:

o A={z€C: 3 < Arg[(i + 1)z}, o D={z€C: Re 5 =15},
e B={2€C:|&%| <1} e E={zeC: Im(|z]? + 2%) =4},
e C={zeC: |z]*>=4Rez} o F={2€C: ;ZQ_TH:G}-

Zadanie 2. Przedstaw w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

(i) 144, (i) —1+4V3, (i) —v3—i, (iv) 1+i?, (V) sina — icosa.

Zadanie 3. W zbiorze liczb zespolonych rozwiaz nastepujace rownania:

23 o 202
= |z iii
El i) L

23 (iv) z =25

= 22(1 + 1),

Zadanie 4. Na ptlaszczyznie zespolonej zaznacz nastepujace liczby zespolone oraz liczby z
nimi sprzezone: 2 + i, 2 — 4, —3 4+ 44, 2, 3i, 5i — 4. Oblicz modutly tych liczb.

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z spelniajace rownania:

L 1—dV3 8(cos%—|—isin%’r)lo
(1) 2 = 51 i, OTC )
COS I +1sIn
10
1—ivV3
3(=2)

9
ii cos3—7r+z'si113—7T 2=
8 (

8 5T s Bm\d T
cos 2 +isin 2f)

Zadanie 6. Wiedzac, ze w = @ + %z oblicz warto$¢ wyrazenia:
w100 4,200 4 300 4 3000

Zadanie 7. W liczbach zespolonych rozwiaz uklad réwnan
(I4+i)z+(1—i)zn=1+1
(1—i)z1 +(1+i)zeg =1+ 30

Zadanie 8. Wyznacz i zaznacz na plaszczyznie zbiér liczb zespolonych spetniajacych:

() z—1=1, (i)|z+2—i=3  (i)]e—1=]z+1, (iv)]|z—7=2
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ListA 5

Zadanie 1. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f przez g dla:
() f=b63+222 -7, g=2+3r—-1 wZa],

(i) f=323—2r+4, g=21+1 wQlx],

(iii) f=22* 522 +2z, g=22—-1 wR[z],

(iv) f=22+322+72i—1, g=2—i wCl].

Zadanie 2. Znajac niektére pierwiastki podanych wielomianéw rzeczywistych, znajdz ich
pozostalte pierwiastki

(i) f=a*—223+ 722 + 62— 30, x1=1-3i,
(i) f=a% —22° + 52 — 623 + 822 — 4o +4, 21 =1, x9 = —/2i,
(iil) f =2 —3v222 4+ 72 —3v2, z1=+2+i.

Zadanie 3. Podaj przyktad wielomianu zespolonego najnizszego stopnia, dla ktérego licz-
by 0, 1—5i sa pierwiastkami pojedynczymi, a liczby —1, —3+4 sg pierwiastkami podwéjnymi.

Zadanie 4. Podaj przykiad wielomianu rzeczywistego najnizszego stopnia, dla ktérego
liczby 1,—5, —v/2,1 — 3i sa pierwiastkami pojedynczymi.

4

Zadanie 5. Zbadaj rozktadalnoéé¢ wielomianu z* — 22 4 1 nad cialem R oraz C.

Zadanie 6. Wielomiany zespolone
f=22-22i—-10, g=2'+5224+6, h=2"-62-9
przedstaw w postaci iloczynu dwumiandw.
Zadanie 7. Podane wielomiany rzeczywiste przedstaw w postaci iloczynu nierozkladalnych
czynnikéw rzeczywistych:
f=a5+8, g=a2"+4, h=42® — 4z* — 1323 + 1322 + 92 — 9,
r=at+ 423 + 42% + 1, s=z 4+ 28+ 2% + 1.

Zadanie 8. Wyraz funkcje wymierng w postaci sumy utamkéw prostych nad ciatem liczb
zespolonych:

22 1 €T
= P =
P e De+@+3 1Tt a @2 1)
522 4+ 6z — 23 ; 2+ 2z
S = e

(z— 13+ 1)2%(z —2)’ @2+ 2z + 22



Zadanie 9. Wyraz funkcje wymierna w postaci sumy utamkéw prostych nad cialem liczb
rzeczywistych:
z? 1 x 1
—_ b= _ c = , d= —_—
xt — 16 zt+4 (x4 1)(22 + 1)2 (x4 —1)2
12 1 22 +1

S PR Y s Y e pegy) LR e SR e peru s L
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LisTA 6

Zadanie 1. Rozwiaz metoda eliminacji Gaussa. Jezeli to mozliwe wskaz rozwiazania szcze-
gélne.

r1+x2+223+3x4, = 1
33)1—1’2 = 5
. . 3r1 — X0 —x3 —2x4 = —4
(i) § -2z +z2+23 = 0 (vii)
201 +3x9 —x3— 24 = —6
201 + a0 +4x3 = 15
T+ 229 +3x3 —x4 = —4
1 +2x0—x3 = 1
. Ty —x2+a5 = 0
(ii) 1+ 220 —x3 = —1
To—x4+x6 = 0
r1+2r3 —x3 = 5
(viii) § z1 —a2+ a5 —25 = 0
201 —x9—x3 = 4 To—x3+T5—x¢ = 0
(ili) § 3z; +4a9 — 223 = 11 r1—z4t+x5 = 0
3rx1 — 220+ 43 = 11
. 3r—2y+4z = 0
(ix)
3r1+2x04+2x3 = 5 2c -3y +5z = 0
(iV) 201+ 30+ 23 = 1
201+ Txo+3x3+24 = 6
201 +x0+ 33 = 11
(x) 3x1 + 5204+ 223 +22x4 = 4
201 + a0 —4x3 = 0 9x1 +4ao + 23+ Ty = 2
(V) 3r1+ 50— T3 = 0
r1+x2 = 0
4351—5352—6363 =0
r1+xo+ax3 = 0
201+ 20— 53+ 14 = 8 To+x3+x4 = 0
(xi)
. Ty —3x0—6x4 = 9
(vi)
2[172—1133‘1‘21'4 = -5 Tn—o+Tp_1+x, = 0
r1 +4x90 —Txg+6x4 = 0 Tp-1+xn, = 0
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Lista 7

Zadanie 1. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy:

0 B 3]
2 1

—logb a
1

(i)

_0 a
b
_0 e

(iii)

C

I

0
af,
0

(iv)

sinz

COS T

—a—i-bz'
_—c+dz’

1 92 3
5 1 4
3 2 5

— COS T

sin x

c+di

a—bi

)

] , (vii)

)

1+ -1

2i

1+

cosx + isinx

1

(viii)

sinx cosx

(ix) |siny cosy

sint cost

Zadanie 2. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy:

1 z =z
(i) 2 1 =
z 22 1

1
dla z = —=+i—
az 2+z ,

V3
2

(i)

2

22| dla z = cos

z

9

1

cosx —isinx

47 . Arw
? + 7281 —.

3

|

Zadanie 3. Wykorzystujac rozwiniecie Laplace’a oraz wlasnosci wyznacznikéw oblicz wy-
znaczniki macierzy:

= O s~ O

[1001
1002
1001

1001

431

NN = O
w w o

1002
1003
1001
1000

430]7 "

)

ot =
[V S~ N e I \V]

(vi)

N N N

1003 1004
1001 1002
1001 1001
999 998

3 4
7 8
L (i)
c d
4 3
2 2 2
4 2 2
;- (vii)
2 4 2
2 2 4
1 1
2 2
(x)
31
4 2

11
10

3 x 1 x z
4 yl, @) (1 z2+2 2z |,
5 z 1 x z4+u
1 1 sin?z cos?z 1
2 3|, (vili) |sin?y cos?y 1
6 8 sin?t  cos?t 1
1 1 1 1 1
8
T 2 2 2 2
0 )
A (xi) |8 9 3 3 3.
5 10 11 12 4 4
13 14 15 16 5




Zadanie 4. Dla macierzy

wykonaj dzialania AB + 24, BAT, B>+ B, AB — 3B.

Zadanie 5. Oblicz:
1 2 0 1 1

1 -1
i -1 -1 3|-|2 3], (ii)[1 0 2]~2
0 4 1] |-1 0 -
Zadanie 6. Oblicz:
2+i 1 -1 2—i 1 -1
(i) det | 0 3 i, (ii) det | 3 —i 2
2 i1 10
Zadanie 7. Oblicz:
_1 2 3 4 5_ _1 0 00 5_
01 2 3 4 21 0 00
(i) det|0 0 1 2 3, (ii) det [3 2 1 0 0
0 00 1 2 4 3 2 10
4 0 0 0 1 5 4 3 2 1

Zadanie 8. Wykorzystujac odpowiednio macierz odwrotng wyznacz X:

210 - -

, 2 1 3
i X-lo 0o 1| =

6 —1 4

3 2 3 B -

1 00 - 1

B 41 3
i) X-lo 2 1| =

2 0 -1

3 3 2 - -
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LisTtA 8

Zadanie 1. W ciele liczb zespolonych, stosujac wzory Cramera, rozwiaz uktad:

20 +2y+2 = 441 20 4+2y+2z = 2414
(i) r+zi = —1 (ii) r+zi = 0
r—2y+z = 1—4 r—2y+z = 141

Zadanie 2. Dla jakich wartosci parametru k podany uktad réwnan jest uktadem Cramera?

20+ 2y +kz+4t = 0
r+2y+8 = 3
r+ky+ kit = -8
r+3y+9t = 0

Zadanie 3. Za pomoca operacji na kolumnach (wierszach) ustal rzad macierzy:

5 1 3 01 11 24 19 36 72 —38
1 01 1 49 40 73 147 —8&0
(i) |1 2 -1 (ii) (iii)
1 1 0 1 73 59 98 219 —118
3 3 2
1 01 1 47 36 71 141 =72

Zadanie 4. Ustal rzad macierzy obliczajac wyznaczniki jej minoréow:

111 22 3 21 3 4 5
2713 2 9292 33 4 31 2 5 4
()[4 -2 5 1 7 (i) (iii)
333 44 5 52 5 9 10
2 -1 1 8 2
444 55 6 10 -1 2 —1

Zadanie 5. W zaleznoéci od parametru A wyznacz rzad macierzy:

1 1 4
A 4 10 1 LA -1z
() | G) |2 -1 A 2
1 4 17 3
1 10 -6 1

\)
[\)

4 3
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ListAa 9

Zadanie 1. Dla jakich wartosci parametréw p, k podany uklad posiada rozwigzania nieze-

rowe:

dpr1 + 20 +23+24 = 0 pr1 + T2 + T3 + T4 0
0 201+ 2+ p)rs +a3+224 = 0 (i) 1+ (14 p)re + 23+ 24 0
1 z1+x2+B+prs+a4 = 0 ! 1+ 22 + (2 +p)rs + 4 0
21 + 212+ (3+p)rg+224 = 0 221 4 2x2 + (3 + p)zs + 224 0
r—ky—3z = 0
(i) pr+y+5 = 0
2e+ky+z = 0
r+y—z2 = 0

Zadanie 2. Dla jakich wartosci parametru a rozwiazanie ponizszego uktadu jest zbiorem

jednoelementowym?
ax+y+z = 1
r+ay+z = a
rT+y+az = a2

Zadanie 3. Zbadaj warunki istnienia rozwiazania uktadu:

axr +by =
br +ay =

2ab

a2+ b2

Zadanie 4. Rozwiaz uktady korzystajac z twierdzenia Kroneckera-Capelle’go:

2¢+3y—t = 1 r+y+z =1
(i) r—y+t = 1 (iv) § 204+2y+22 = 3
3r+2y = 2 x+3y+32z = 5
r—y+3z = 4 2c —3y+5z = 4
(i) § 20 —y+2 = 3 (v) r+dy—z = 3
r—2z =T 3r —10y+ 11z = 5
r+y+z = 2
(ili) § 2z +2y+22z = 4
3z+3y+3z = 6




