Matematyka dyskretna

LisTA 1

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie pary w relacji p C X x Y, gdzie

(a‘) X:{1,2,3},Y:{6,7,8}ip:{(x,y): x\y},
b) X =Y =Nip={(z,y): 22 +y*> < 10}.

Zadanie 2. Ktoére z wlasnosci, tzn. zwrotnosé, symetrie, antysymetrie, przechodniosé, po-
siada relacja p C X x X7

(a) X = zbidr prostych na plaszczyznie, p = {(x,y): = || y},
(b) X = zbiér prostych na plaszczyznie, p = {(z,y): = L y},
¢) X = zbidr prostych na plaszczyznie, p = {(z,y): z Ny # 0},

Zadanie 3. Ktoére z podstawowych wlasnosci spetniajg nastepujace relacje?

(a) zpy <= =y, dlaz,ye Ny, (d) zpy < |z[ <[yl dlaz,y€R,
(b) zpy <= 2| (x+vy)dlazyeN, (e) zpy <= z+y=1dlaz,yeR,
(c)zpy < 3|(r—y)dlaz,yeN, (f) zpy <= 1<z+ydazyeck

Zadanie 4. Ograniczajac relacje (a), (b), (¢) z zadania 2 do zbioru {1,2,...,8} sporzadzi¢
tabelki tych relacji.

Zadanie 5. Ktére z podstawowych wlasnosci ma relacja okreslona na zbiorze X formutag
apb < NWD(a,b) =1.
Jak zmieni sie ta relacja (i jej wlasnosci), gdy przyjmiemy:

(a) X ={2,3,4,...},
(b) X = zbidr liczb parzystych,
(¢) X = zbidr liczb pierwszych.

Zadanie 6. Ktore z relacji opisanych w zadaniach 2, 3 sa relacjami réwnowaznosci? Dla
takich relacji wyznaczy¢ klasy abstrakcji.



Zadanie 7. Na zbiorze liczb calkowitych Z okreslamy nastepujaca relacje:

Tpy = 2°=1y%

Uzasadnij, ze to relacja rownowaznosci i wyznacz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 8. Niech X = {1,2,3,4,5} i niech p bedzie relacja w rodzinie 2% wszystkich
podzbioréw zbioru X okreslona w nastepujacy sposéb:

ApB < |A|=|B|

gdzie |C| oznacza ilo$é elementéw zbioru C'. Sprawdzié, ze relacja p jest relacja réwnowaz-
nosci. Podaé klase réwnowaznosci tej relacji o reprezentancie {1,2}.

Zadanie 9. Czy na zbiorze {x € R: 0 < z < 2} istnieje relacja réwnowaznosci, ktorej kla-
sami abstrakcji sa zbiory: {z € R: 0 <z < 2} oraz {z € R: 1 <z < 2}.

Zadanie 10. Wykazaé, ze kazda z ponizszych relacji jest relacja rownowaznosci i wyzna-
czy¢ jej klasy abstrakcji:

(@) zpy < |z|=ly| dlaz,yeR,

(b) k pn <= k ma tyle samo cyfr co n, dla k,n € N,

(c) (m1,n1) p (m2,n2) <= my +ng = ms +ny dla (my,n1), (Mg, ng) € N2,
(d) (z1,91) p (v2,42) <= @1 —3y1 = x2 — 3y dla (z1,41), (x2,92) € R%

Zadanie 11. Okresli¢ relacje rownowaznoéci na plaszczyznie R?, tak aby klasami abstrak-
cji tej relacji byty:

(a) proste postaci y =3z +b, b € R,

(b) okregi o srodku w punkcie (0,0) i promieniach r > 0.

Zadanie 12. Niech [ bedzie ustalong prosta na ptaszczyznie II. Okreslamy relacje p na
zbiorze wszystkich prostych na plaszczyznie II w nastepujacy sposob

kpm < kNl#() oraz mnl#(.

Czy relacja p jest relacja rownowaznosci?



Matematyka dyskretna

LisTA 2

Zadanie 1. Ktoére z relacji okre$lonych na poprzedniej liscie sa funkcjami?

Zadanie 2. Ktora z ponizszych relacji p C {1,2,3,4,5} x {a,b,c,d,e} jest funkcja? Dla
kazdej z takich relacji wyznaczy¢ relacje odwrotna. Ktéra z nich jest funkcja?

(a) p={(1,0),(1,¢),(3,d), (2,a)},

(b) p=A{(1,¢),(2,d),(4,¢),(3,a),(5,b)},
(©) p=1{(2,0),(4,¢),(2,0)},

(d) p={(1,d),(2,d),(5,€),(3,a), (4,€)}

Zadanie 3. Ktoéra z nastepujacych funkcji jest surjekcja, ktora iniekcja, a ktora bijekcja?
Dla bijekcji wyznaczy¢ funkcje odwrotne.

t[L,00) = [L,00), f(z) = |z + [z —1],
) =R, f(z)=logyu,
) =R, f(z)=a*-2z,
) = [-1,00), f(z) =22z

Zadanie 4. Wykazaé, ze zlozenie surjekcji (iniekeji) jest surjekcja (iniekcja).

Zadanie 5. Dana jest funkcja f: R — R oraz zbiory A i B. Znalezé zbiory f(A)i f~1(B),
gdy

(a ($):|$2_4|7A:[071]7B [274]7

) f
(b) f(z)=|a® =2z, A= (=1,1),B = (0,3),
(¢) f(x)=2%A=11,3),B =[3,5).



Matematyka dyskretna

ListA 3

Zadanie 1. Wykazaé, ze relacja ~ réwnoliczosci zbiorow jest réwnowaznoscia.

Zadanie 2. Czy nastepujace zbiory sa réwnoliczne?

f) A=(0,1), B=(1,00),
(g A= (_0070]7 B = [0’00)7
(h) A= (0,00), B = (a,00),
(i) A=(0,1), B=R,

Zadanie 3. Wykazaé¢ réwnoliczno$¢ zbioru punktéw we wnetrzu i brzegu kwadratu ze zbio-
rem punktow na jednym z jego bokéw.

Zadanie 4. Wykazaé¢ réwnoliczno$é zbioréw punktéw dwoch okregdw.
Zadanie 5. Czego jest wiecej, punktéw na okregu, czy punktéw na prostej?

Zadanie 6. Zbadaé¢ moc zbioru wszystkich okregdéw na plaszczyznie o Srodku w punkcie
(0,0) i promieniu bedacym catkowita wielokrotnogcia v/2.



Matematyka dyskretna

LisTA 4

Zadanie 1. Sprawdzi¢ dla jakich n € N zachodzi:

1
(a) 1+2+3+--.+n:%7
1)(2 1
() P42 4 = R DEED),
2_n2(n+1)2

(d) 1+2+34+---+n) ==

() 1+3+5+ -+ (2n—1) =n?
(f) 14549+ -+ (4n—3) =n(2n—1).

3n® +
() 24548+ +(Bn—1)= "2 n
s n(2n—1)(2n+1)

(h) 12432 +5% 4+ +(2n — 1) 3 :
(1) 13433453+ +(2n—1)2 =n?(2n? - 1),

Zadanie 2. Dla jakich n € N zachodzi n? < 2"?

Zadanie 3. Dla jakich n € N zachodzi 6n + 6 < 27

Zadanie 4. Dla jakich n € N zachodzi n < 2"7

Zadanie 5. Znajdz zbiér liczb naturalnych, dla ktérych zachodzi nieréwnosé 5n < n? — 3.



Matematyka dyskretna

LisTA 5

Zadanie 1. Sprawdzi¢ dla jakich n € N zachodzi:

(a) 811" — 3™,

(b) 3|10™ +4" —2,

(c) 2| n®+mn,

(d) 5[n°—n,

(e) 6| n3—n,

(f) 6| n3+ 5n,

() 19| (5-2%2 4 31,

(h) 133 | 117+ 4 1221,

Zadanie 2. Wykaz, ze dla dowolnej liczby n € N zachodzi:

LN S SR 1 _n
1.7 7-13  13-19 (6n—5)-(6n+1) 6n+1’

ISR SN S 1 o
2.5 5.8 8-11 Bn-1)(Bn+2) 2@3n+2)

YL S B SR
1-2 2.3 3-4 nn+1) n+1

@ Lot 1 __n
1-3 35 5.7 2n—-1)2n+1) 2n+1

O L ! =
1.4 477710 (Bn-2)3n+1) 3n+1

Zadanie 3. Wykaz, ze dla n > 2 ostatnia cyfra w zapisie dziesietnym liczby 22" to 6.



Matematyka dyskretna

LisTA 6

Zadanie 1. Oblicz a4, gdy wiadomo, ze

(a) ap=1,a1=—1,a,=0a%_ | +a, o dlan>2
(b) ap =1, ap =2%-1dlan > 1,

(¢) ap=—1, ap, =2%1dlan > 1,

3an_1, gdy 2tn,
@ aozl,an:{“ L gdy2n

dlan>1.
—3an—1, gdy 2|n,

Zadanie 2. Dany jest ciag: 2,5,8,11,.... Jaki to ciag? Podaj wzér jawny i rekurencyjny
tego ciagu.

Zadanie 3. Dany jest ciag: 8,4,2,1,.... Jaki to ciag? Podaj wzér jawny i rekurencyjny
tego ciagu.

Zadanie 4. Podaj rekurencyjng definicje ciagu a,, w ktorej a,, jest wyrazone przy pomocy
an—1. Pamietaj o warunkach poczatkowych.

(a) ap, =10"dlan >0

(b) ap,=5dlan>1,

(¢) ap, =—-3ndlan>0.
Zadanie 5. Znajdz wzér jawny ciagu. Poprawno$é¢ wzoru uzasadnij indukcyjnie.
) ap=3, a1 =-1, ap=2ap-1—ap—odlan>2,

dlan>1

(b) ap = -2, an=

Gp—1

c) agp=1, ap=2an_1dlan>1,

(oW

)

()

( ) (10:2, (11:57 an:5an_1—6an_2 dlan>2,

2

e) ap=1, a3 =2, an:an_l dlan > 2,

(f)
)
)

(

(a
Ap—2

f) ap =2, a1 =5, a,=10a,_1 — 25a,_9 dla n > 2,

(g

(h

ap=1, a1 =1, a,=—-14a,_1 —49,_o dlan > 2,
ap=1, ap=2a,_1+1dlan>1

Zadanie 6. Niech a,, oznacza (a) sume, (b) sume kwadratéw, (c) sume szescianéw, pierw-
szych n liczb naturalnych. Podaj rekurencyjna definicje ciagu a,.

Zadanie 7. W pewnym miescie jeden czlowiek zachorowal na grype. Zalézmy, ze kazda
chora osoba zaraza codziennie 3 zdrowe osoby. Ilu bedzie chorych po uptywie n dni? Podaj
rozwigzanie w postaci jawnej i rekurencyjnej.



Matematyka dyskretna

LisTA 7

Zadanie 1. Ile jest liczb naturalnych od 1 do 100 niepodzielnych ani przez 2, ani przez 37

Zadanie 2. Ile jest liczb naturalnych od 1 do 100 niepodzielnych ani przez 2, ani przez 3,
ani przez 5?7

Zadanie 3. Zbadano 50 samochodéw wykonujac testy na poziom zawartosci trzech grup
zanieczyszczen: NO, HC i CO. 1 samochdd nie spelnia zadnej z trzech norm, 3 samochody
przekroczyly poziom NO i HC, 2 samochody przekroczyty poziom NO i CO, 1 samochéd
przekroczyl poziom HC i CO, 6 samochodéw ma zbyt wysoki poziom NO, 4 samochody
maja zbyt wysoki poziom HC, a 3 samochody maja zbyt wysoki poziom CO. Ile ssamochodéw
spelnia wszystkie testowane normy?

Zadanie 4. Piotrek ma w szufladzie 200 bialych skarpetek i 300 czarnych. Lewe skarpet-
ki sa zupelnie nieodréznialne od prawych. Niestety Piotr jest daltonistg i nie potrafi tez
odrézniaé¢ nawet biatego i czarnego koloru.

Ile skarpetek musi on zabraé¢, aby mie¢ pewnosé, ze cho¢ dwie bedg tego samego koloru?

Ile skarpetek musi on zabraé, aby mie¢ pewnoéé, ze choé¢ 10 bedzie tego samego koloru?

Zadanie 5. Uzasadnij, ze wsréd wszystkich mieszkancéw Wilna sa co najmniej dwie osoby;,
ktore maja tyle samo wtosow na glowie.

Zadanie 6. W szufladzie jest 20 sztuécdw, to znaczy tyzek, nozy i widelcéw. Udowodnij,
ze znajdziemy tam 7 tyzek, lub 10 nozy, lub 5 widelcow.

Zadanie 7. W browarze stoi 30 beczek piwa, to znaczy pilsa, przenicznego, stouta i IPA.
Dlaczego musi tam by¢ co najmniej 10 beczek pilsa, 8 beczek przenicznego, 6 beczek stouta
lub 9 beczek IPA.

Zadanie 8. Kabel dtugoséci 100cm tniemy dowolnie na 6 czedci tak, ze dlugos$¢ kazdej z
tych czesci wyraza sie catkowity liczba centymetréw. Uzasadnié, ze zawsze ktoras z czesci
bedzie miata przynajmniej 17cm. Czy zawsze musi powstaé czesé dluzsza niz 17cm?

Zadanie 9. Pokazaé, ze wsrdd 25 studentéw zdajacych egzamin zawsze znajdziemy pieciu,
ktorzy otrzymali te sama ocene przy skali ocen: 2, 3, 3+, 4, 4+, 5.

Zadanie 10. Uzasadnij, ze wsréd pieciu punktéw wybranych wewnatrz kwadratu wielkosci
2 x 2 zawsze sa dwa punkty odlegle o nie wiecej niz /2.

Zadanie 11. Uzasadnij, ze wsréd dowolnych 14 liczb naturalnych znajdziemy dwie, ktore
przy dzieleniu przez 13 daja te samg reszte.



Matematyka dyskretna

LisTA 8

Zadanie 1. lle jest ciagéw dlugosci n, gdzie n > 3, zltozonych z cyfr 0,1,...,9 takich, w
ktérych nie wystepuja cyfry 1, 2, 3.

Zadanie 2. Na ile sposob6w z talii 52 kart mozna wybraé¢ 1 asa? Na ile sposobow mozna
wybraé¢ 1 asa i 1 kréla? Na ile sposobéw mozna wybraé 1 asa, 1 kréla i 1 dame? A na ile
sposobow mozna wybrac¢ 4 karty tak aby byl dokladnie 1 as, 1 kréli 1 dama?

Zadanie 3. Ile jest PIN-6w, czyli cztero-elementowych stéw ztozonych z takich cyfr dzie-
sietnych, ze zadna cyfra sie nie powtarza?

Zadanie 4. Na kurs tanca uczeszcza pieciu chlopakéw i pie¢ dziewczat. Kroki taneczne
¢wiczy sie parami. Na ile sposobéw moze byé wykonany jeden taniec?

Zadanie 5. 128-miu uczestnikom pewnej konferencji informatycznej przygotowano konta
komputerowe, gdzie ID sa 8-znakowe i utworzone wytacznie z liter a,b. Przydzielono je
pézniej losowo. Na ile sposobdéw bylo to mozliwe?

Zadanie 6. Na ile sposobow mozna rozstawié¢ 8 rozréznialnych wiez na ponumerowanych
polach szachownicy 8 x 8 w taki sposob, by zadne dwie nie znajdowaly sie w polu wzajem-
nego razenia?

Zadanie 7. Mamy 9 biatych i 9 czarnych klockéw o nieodréznialnych ksztaltach. Na ile
sposobéw mozemy zbudowaé wieze o wysokosci 10 klockow?

Zadanie 8. Na przyjeciu spotkato sie n znajomych. Wszyscy przywitali sie podaniem reki.
Byto 10 powitan. Ile wynosi n?
Zadanie 9. Z liczb 1,2,..., 1000 losujemy dwie liczby x i y. Ile jest par (z,y), aby

(a) 23|z oraz 231y,

(b) 23 | zy?

Zadanie 10. Ile jest 4-cyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie wystepuje jedna
cyfra nieparzysta i trzy parzyste?

Zadanie 11. Ile jest liczb 5-cyfrowych, w zapisie ktérych nie ma 0, jest jedna cyfra 7 i
jedna cyfra parzysta?

Zadanie 12. Z cyfr 2,4,6,8 uktadamy liczbe 4-cyfrowa. Ile jest takich liczb? Ile jest takich
liczb parzystych, a ile nieparzystych?



Zadanie 13. Z cyfr 1,2,3,4,5,6,7,8 uktadamy liczbe 5-cyfrowa. Ile jest takich liczb? Ile jest
takich liczb parzystych, a ile nieparzystych?

Zadanie 14. Cyfry 0,1,2,3,4,5,6 ustawiamy losowo w liczbe 7-cyfrowa bez 0 na poczatku.
Ile jest mozliwych ustawien, aby uzyskac liczbe:

(a) podzielng przez 4,
(b) parzysta?

Zadanie 15. Ile jest réznych relacji dwuargumentowych na zbiorze n elementowym? Ile
spoérdd nich jest zwrotnych, a ile symetrycznych?

Zadanie 16. Ile jest par postaci (A, B), gdzie A C B C X, gdy |X| =n?
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LisTA 9

Zadanie 1. Na ile sposob6w mozna ustawié¢ 7 ksigzek na pdtce?

Zadanie 2. Na ile sposobéw mozna posadzi¢ 7 os6b na siedmiu ponumerowanych miej-
scach?

Zadanie 3. Na ile sposobow mozna ustawi¢ 5 osob w kolejce?

Zadanie 4. Ile liczb mozna utworzy¢ z cyfr: 1,2,3,4,57 Ile jest takich liczb, gdy kazda cyfra
wystepuje doktadnie raz, a ile, gdy kazda cyfra wystepuje najwyzej raz.

Zadanie 5. Ile liczb mozna utworzy¢ z cyfr: 0,1,2,3,47 Ile jest takich liczb, gdy kazda cyfra
wystepuje doktadnie raz, a ile, gdy kazda cyfra wystepuje najwyzej raz.

Zadanie 6. Na ile sposobéw moze ustawié¢ sie w szeregu grupa 5 chtopcow i 5 dziewczat,
tak aby dwie osoby tej samej plci nie staly obok siebie?

Zadanie 7. Na ile sposobéw moze ustawié¢ sie w szeregu grupa 6 chtopcow i 5 dziewczat,
tak aby dwie osoby tej samej plci nie staly obok siebie?

Zadanie 8. Do autobusu wsiada grupa pasazeréw sktadajaca sie z 6 kobiet i 5 mezczyzn.
Ile istnieje wszystkich mozliwych sposobéw wejécia pasazeréw do autobusu, jezeli pierwsze
wsiadaja kobiety 1 wsiadanie odbywa sie pojedynczo?

Zadanie 9. W kolejce do kasy biletowej ustawily sie 4 dziewczynki i 5 chtopcéw. Ile wynosi
liczba wszystkich mozliwych ustawien oséb w tej kolejce?

Zadanie 10. Grupie n dziewczynek i n chtopcéw przydzielono miejsca w jednym rzedzie.
Na ile réznych sposobéw mozna ich posadzié, tak aby dziewczynki siedzialy obok siebie?

Zadanie 11. Podczas zawodow lekkoatletycznych w biegu startowalo siedmiu zawodnikow.
Ile byto mozliwych wynikow ukonczenia biegu, jesli:

(a) wszyscy zawodnicy ukonezyli bieg,
(b) jeden z zawodnikéw nie ukonczyl biegu i jego nazwisko jest znane,
(¢) jeden z zawodnikéw nie ukonczyl biegu i jego nazwisko nie jest znane?

Zadanie 12. Na ile sposobéw mozna rozstawi¢ 8 nierozréznialnych wiez na ponumerowa-
nych polach szachownicy 8 x 8 w taki sposob, by Zzadne dwie nie znajdowaly sie w polu
wzajemnego razenia?

Zadanie 13. Ile réznych stéw, majacych sens lub nie, mozna utozyé, przestawiajac litery
wyrazu matematyka?
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Zadanie 1. lle jest ciagéw dtugosci n, n > 3, ztozonych z cyfr 0,1, ..., 9 takich, w ktérych
nie wystepuja cyfry 1, 2, 3. Ile jest takich ciagéw, ze kazda z cyfr 1, 2, 3 wystepuje w
kazdym z ciggdw co najmniej raz?

Zadanie 2. Na ile sposobow z talii 52 kart mozna wybraé 5 kart tak, aby otrzymadé co
najmniej jednego asa, co najmniej jednego krola i co najmniej jedng dame?

Zadanie 3. Z urny, gdzie jest 15 loséw, w tym 5 wygrywajacych, wyciagamy 3 losy bez
zwracania. Na ile sposobéw mozna wylosowac:

(a) same losy wygrywajace,
(b) dokladnie jeden los wygrywajacy,

(¢) co najmniej 2 losy wygrywajace?

Zadanie 4. Dla n > 4 ile jest rozwiazan nieréwnosci

l<z<y<n?

Zadanie 5. Na ile sposobéw mozna rozmieséci¢ b czerwonych kulek w 4 ponumerowanych
pudetkach?

Zadanie 6. Ile jest sposobdéw rozmieszczenia n identycznych przedmiotéw w k& ponumero-
wanych pudetkach?

Zadanie 7. Na ile sposobéw mozna wybra¢ 10 monet majac nieograniczony zapas po 1,
5, 10 1 20 groszy?

Zadanie 8. 12 identycznych listéw ma by¢ wrzuconych do 4 réznych skrzynek pocztowych.
Na ile sposob6w mozna to zrobié¢? Ile jest mozliwych sposobéw, gdy do kazdej ze skrzynek

muszg byé wrzucone co najmniej 2 listy?

Zadanie 9. Ile mozna otrzymac réznych mieszanek po 10 cukierkéw jesli mamy do dyspo-
zycji 4 rodzaje cukierkéw w nieograniczonej ilosci?

(") e (7)) =2
0 1 n) 7
Zadanie 11. Wykaz, ze

)6 () e+ ()G =)

Zadanie 10. Wykaz, ze



Zadanie 12. Wykaz, ze

=) () = ()

Rozwaz liczbe wyboréw n oséb z 2n-osobowej grupy ztozonej z n mezczyzn i n kobiet.

sl e

Rozwaz liczbe wyboréw z grupy n oséb podzbioru z wyznaczonym w nim przywddca.

Zadanie 13. Wykaz, ze

Zadanie 14. Wykaz, ze

() O =0 ) =)

Rozwaz liczbe kolorowan dwoma kolorami k rozréznialnych obiektéw wybranych sposréd n
obiektow.
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Lista 11

Zadanie 1. Rzucamy n monetami. Ile istnieje wszystkich mozliwych wynikéw rzutu?

Zadanie 2. W pojemniku znajduje sie 6 kul biatych i 6 kul czarnych. Kule biate i czarne
sa ponumerowane od 1 do 6. Na ile réznych sposobéw mozna wyjaé¢ z pojemnika dwie kule
tak, aby kazda miala inny numer?

Zadanie 3. Winda, ktéra zatrzymuje sie na 10-ciu pietrach jedzie 8 oséb. Na ile sposobow
mogg one wyj$¢ z windy, jesli kazda osoba wysiada na innym pietrze?

Zadanie 4. Przebudowano centrale telefoniczna 7-cyfrowa, wprowadzajac numery 8-cyfrowe.
Ile w ten sposéb przybedzie numeréw jesli zero nie moze by¢ na poczatku?

Zadanie 5. lle jest liczb 6-cyfrowych bez zera na poczatku z jedng cyfra 1 i z co najmniej
dwiema cyframi 27

Zadanie 6. W urnie znajduje sie¢ 12 kul ponumerowanych od 1 do 12. Losujemy kolejno
4 kule bez zwracania i zapisujemy ich numery w kolejnosci losowania. Ile mozemy w ten
sposob utworzy¢ liczb 4-ro cyfrowych wigkszych od 5007

Zadanie 7. Swicty Mikolaj ma 5 réznych prezentéw. Na ile sposobéw moze obdarowaé
troje dzieci wszystkimi prezentami pod warunkiem, ze kazde dziecko otrzyma co najmniej
jeden prezent?

Zadanie 8. Przy okraglym stole przydzielono miejsca w sposéb losowy 10-ciu osobom.
Wirédd tych oséb sa rodzice i ich trojka dzieci. Ile jest sposobéw przydziatu miejsc przy tym
stole w taki sposéb, aby dzieci siedzialy bezposrednio miedzy rodzicami?

Zadanie 9. Ile jest réznych mozliwosci wrzucenia trzech listow do dziesieciu skrzynek,
jezeli do jednej skrzynki mozna wrzuci¢ tylko jeden list?

Zadanie 10. W klasie jest 13 dziewczynek i 15 chlopcéw. Na ile sposobéw mozna wybraé
2-osobowg, delegacje, w ktorej bedzie tylko jedna dziewczynka.

Zadanie 11. W Kklasie jest 13 dziewczynek i 15 chlopcéw. Na ile sposobéw mozna wybraé
5-osobowa, delegacje, w ktorej beda dokladnie dwie dziewczynki.

Zadanie 12. W Kklasie jest 13 dziewczynek i 15 chlopcéw. Na ile sposobéw mozna wybraé
5-osobowa, delegacje, w ktorej beda co najmniej dwie dziewczynki.

Zadanie 13. W biegu na 100 metréw startuje 8-miu zawodnikéw. Ile istnieje mozliwosci
ukonczenia biegu, jesli punktowane sa tylko 3 pierwsze miejsca?



Zadanie 14. W urnie jest 5 kul ponumerowanych od 1 do 5. Losujemy kolejno 5 kul bez
zwracania. Ile jest mozliwych wynikow tego losowania?

Zadanie 15. Dziesieciu przyjaciél na nadchodzace swieta wystalo sobie wzajemnie zycze-
nia na kartkach pocztowych. Ile kartek pocztowych wystali wszyscy razem?

Zadanie 16. Oblicz liczbe przekatnych n-kata wypuktego.

Zadanie 17. Ile prostych jest wyznaczonych przez 10 punktéw, z ktérych zadne 3 nie sa
wspdiliniowe?

Zadanie 18. Na ile sposobéw mozna umieéci¢ w 7-miu szufladach 6 koszul i 5 krawatéw?

Zadanie 19. W Kklasie liczacej 40 uczniéw rozlosowano 4 bilety do kina na 4 rézne filmy.
Ile jest mozliwosci wynikéw losowania?

Zadanie 20. Spotyka sie 9 oséb. Ile nastapi powitan?

Zadanie 21. Krzysiek urodzit sie w 1995 roku. Ile réznych czterocyfrowych kodéw mozna
utworzy¢, przestawiajac dowolnie cyfry w jego roku urodzenia?

Zadanie 22. Ile jest liczb 5-cyfrowych bez zera na poczatku zawierajacych doktadnie 2
cyfry nieparzyste podzielnych przez 27

Zadanie 23. W turnieju szachowym wystartowato 10 zawodnikéw. Kazdy z kazdym roz-
grywa mecz i rewanz. Ile partii zostanie rozegranych w calym turnieju?

Zadanie 24. W pudetku jest 200 cukierkéw czekoladowych i 100 cukierkéw orzechowych.
Na ile sposobéw mozemy zje$é¢ 5 losowo wybranych cukierkéw?

Zadanie 25. 7 talii 52 kart losujemy jedna, zwracamy ja, karty tasujemy i losujemy druga.
Ile jest mozliwych wynikéw losowania?

Zadanie 26. Czterech studentéw zdaje egzamin. Na ile sposobéw moga byé wystawione
oceny 2, 3, 3+, 4, 4+, 5 jesli wiadomo, ze student nie dostanie oceny 27

Zadanie 27. Na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ 4 jednoosobowe zaproszenia miedzy 10
0séb?



Matematyka dyskretna

Lista 12

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla a,b,n € N, jesli a | n, b | n i NWD(a,b) =1, to ab | n.

Zadanie 2. Udowodnij, ze:

30 | n® —n,

Zadanie 3. Stosujac algorytm Euklidesa oblicz NWD(101,1001) oraz NWD(55, 89).
Zadanie 4. Ktéra liczba jest wieksza 28 - 1810 czy 697

Zadanie 5. Niech a =2%-37.5% b =26.311.55 ¢ =210.33.72 Oblicz NWD i NWW dla
wszystkich mozliwych par liczb oraz NWD(a, b, ¢) i NWW (a, b, c)?

Zadanie 6. Niech a =2*-37.6% b=26.311.45 ¢ =210.3%.102. Oblicz NWD i NWW
dla wszystkich mozliwych par liczb oraz NWD(a,b,¢) i NWW (a, b, c)?

Zadanie 7. Oblicz NWD(27729,1050).

Zadanie 8. Oblicz NWD(24!,24%) oraz NWW (1212, 181%).
Zadanie 9. Oblicz NWD(25467891437,10%3).

Zadanie 10. Oblicz NWD(472851364%3,2%).

Zadanie 11. Oblicz NWD(277215%18%).

Zadanie 12. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba n? — 1 jest
pierwsza.

Zadanie 13. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 3p + 1 jest pierw-
sza.

Zadanie 14. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba p?+2 jest pierwsza.



Matematyka dyskretna

LisTA 13
Zadanie 1. Oblicz:
(a) 33t —10% mod 8, (d) 18! mod 11,
(b) 10%%° mod 9, (e) 19% + 98944 mod 12,
(c) 1+ 10?2 + 1033 + 104 + 10°5 mod 9, (f) 9992 + 99924 + 99936 mod 14.

Zadanie 2. Podaj zbiér rozwiazan nastepujacych rownan:

(a) 21z =36 5, (d) 3z =100 59, (g) 11z =99 33,
(b) 4z =7 6, (e) 2x =43, (h) 42z =15 78,
(C) 3x =33 27, (f) 16z =24 8. (1) 8x =6 50.

Zadanie 3. Niech n bedzie liczba catkowita rézna od 1. Pokaz, ze n nie dzieli 2" — 1.
Zadanie 4. Znajdz ostatnia cyfre liczby 53%3 — 3333,
Zadanie 5. Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 9999 — 51°1,

Zadanie 6. Udowodnij, ze liczba naturalna n jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma jej cyfr tez jest podzielna przez 9. Jak jest dla liczby 37

Zadanie 7. ZnajdZ najmniejsza, nieujemng liczbe x, ktéra przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 2, przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, przy dzieleniu przez 11 daje reszte 4, a przy
dzieleniu przez 16 daje reszte b.

Zadanie 8. ZnajdZ najmniejsza, nieujemng liczbe x, ktéra przy dzieleniu przez 31 daje
reszte 23, przy dzieleniu przez 12 daje reszte 7, a przy dzieleniu przez 35 daje reszte 12.

Zadanie 9. ZnajdZ najmniejsza, nieujemng liczbe x, ktéra przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 2, przy dzieleniu przez 13 daje reszte 12, przy dzieleniu przez 11 daje reszte 10, a
przy dzieleniu przez 7 daje reszte 1.

Zadanie 10. Znajdz najmniejsza, nieujemng liczbe x, ktéra jest podzielna przez 2, przy
dzieleniu przez 12 daje reszte 7, a przy dzieleniu przez 15 daje reszte 2.



Matematyka dyskretna

ListA 14

Zadanie 1. Podaj zbiér wierzchotkow oraz krawedzi graféw z rysunku 1.

j"‘"’ J.."F .‘\'-.\\ ’_‘.8 i,
|'III ,."r/ “‘. ‘:-_-.“
&——o B
7 6

Rysunek 1

Zadanie 2. Maciek lubi Marie, Marte i Magde. Marek lubi Marie i Magde. Maria i Marta
lubig sie nawzajem. Narysuj graf ukazujacy te relacje.

Zadanie 3. Narysuj graf o 5 wierzchotkach i 8 krawedziach, ktéry:

(i) jest prosty,
(ii) nie jest prosty, ale nie ma petli,

(iii) nie jest prosty, ale nie ma krawedzi wielokrotnych.

Zadanie 4. Narysuj graf o ponizszej macierzy sasiedztwa.

01 1 20
1 0 0 01
10 0 11
2 0100
01 100

Zadanie 5. Narysuj graf o ponizszej macierzy incydencji.

_ = O O O

011 111
101 0 0O
00 00 O0O0
01 0101
100 0 10

O O = = O

Zadanie 6. Przedstaw za pomoca macierzy incydencji graf G = (V, E) w ktérym

V =1{1,2,3,4} i E = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,3},{2,4}}.

Narysuj ten graf.



Zadanie 7. Czy graf (nieskierowany) o 7 wierzchotkach, w ktérym suma stopni wierzchol-
kéw wynosi 30 moze by¢ niespojny?

Zadanie 8. Wykaz, ze istnieje doktadnie 27 2 poetykietowanych graféw prostych o n
wierzchotkach.

Zadanie 9. Narysuj nastepujace grafy:

(i) graf pusty N, (iv) sume graféw K 3 i Wy,
(ii) graf pelny K, (v) dopelnienie cyklu Cy.
(iii) graf pelny dwudzielny K> 4,

Zadanie 10. Czy graf G = (V, E) w ktérym

V={1,2,3,4,56} i E={{1,4},{1,5},{1,6},{2,4},{2,5},{2,6},{3,5},{3,6}}

jest planarny?

Zadanie 11. Umieé¢ litery A, B, C, D, E, F, G, H w oémiuk 6tkach na rysunku 2 w
taki sposob, by zadna litera nie sgsiadowala z litera wystepujaca bezposrednio po niej w

<

Rysunek 2

Zadanie 12. Udowodnij, ze w dowolnej grupie 6 oséb zawsze istnieja albo trzy osoby
znajace sie nawzajem, albo trzy, z ktorych zadna nie zna pozostalych dwoch.

Zadanie 13. Dane sa 4 kostki, ktérch $cianki sa pomalowane na czerwono, niebiesko, zie-
lono i z6tto, tak jak na rysunku 3. Czy mozna ustawic je jedna na drugiej w taki sposéb, by
na kazdej Scianie bocznej otrzymanego prostopadto$cianu o wymiarach 4 x 1 x 1 wystapilty
wszystkie 4 kolory?

R R g B
r|v|als]|[r]Y]B]c][s]B]R]Y]|[c]Y]|Rr]G]
!
[R] Y] LG LY |
cube 1 cube 2 cube 3 cube 4

Rysunek 3



Matematyka dyskretna

Lista 15

Zadanie 1. W grafie Petersena znalez¢

(i) Sciezke diugosci 5,
(ii) droge dlugosci 9,
(iii) cykle dtugosci 5, 6, 81 9.

Zadanie 2. Ktore z graféw sa eulerowskie lub poteulerowskie?

(i) Ks, (iv) graf oSmioScianu,
(i) Kz, (v) graf Petersena.
(iii) graf szescianu,
Zadanie 3.

(i) Dla jakich wartosci n graf K, jest eulerowski?

(ii) Dla jakich wartosci r, s graf K,  jest eulerowski?

Zadanie 4. Sprawdz bez rysowania grafu, czy w grafie o macierzy sasiedztwa

01 1101
1 01 110
1101 11
111011
011101
1 01 110

istnieje droga lub cykl Eulera?
Zadanie 5. Ktore z graféw sa hamiltonowskie lub pothamiltonowskie?

(i) Ks, (ii) K3, (iii) o$mioscian, (iv) Wi, (V) Qq.

Zadanie 6. Czy w grafie K717 istnieje cykl Hamiltona? Jedli tak to ile wynosi dltugoséé
tego cyklu?



Matematyka dyskretna

ListA 16

Zadanie 1. W grafie na rysunku 4 znajdz najkrétsza droge z wierzchotka A do G.

B i E
30 8
D
A G
50 12 23 20
c 10 F
Rysunek 4

Zadanie 2. W grafie na rysunku 5 znajdz droge krytyczna z wierzchotka A do G.

Rysunek 5

Zadanie 3. Znajdz rozwiazanie problemu chinskiego listonosza w grafie na rysunku 6.

Zadanie 4. Znajdz rozwigzanie problemu komiwojazera w grafie na rysunku 7.

Rysunek 7

Zadanie 5. Narysuj wszystkie drzewa o sze$ciu wierzchotkach.



Zadanie 6. Narysuj wszystkie drzewa o siedmiu wierzchotkach.
Zadanie 7. Udowodnij, ze drzewo jest grafem dwudzielnym.
Zadanie 8. Jakie drzewa sa pelnymi garfami dwudzielnymi?

Zadanie 9. Znajdz wszystkie drzewa rozpinajace w grafach na rysunkach 8 i 9.

Rysunek 8 Rysunek 9

Zadanie 10. Znajdz drzewo rozpinajace o minimalnej wadze w grafie na rysunku 10 oraz
11.

Rysunek 10
Rysunek 11

Zadanie 11. Wykonaj przeszukiwanie wszerz i wgltab w drzewach 12 oraz 13.

a becd e f

Rysunek 12 Rysunek 13



