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1 Relacje

1.1 Wlasnosci

Niech A bedzie niepustym zbiorem. Przez W oznaczmy wlasnoéé¢, ktéra moga mieé
elementy ze zbioru A, natomiast

Wa ={a € A: a ma wlasno$¢ W}

bedzie podzbiorem A elementéw o wlasnosci W. Wlasnoéci W jednoznacznie od-
powiada zbiér W4 i na odwrét, wybierajac dowolny podzbiér elementéw ze zbioru
A mozemy powiedzieé, ze to wlasnie one maja pewng wlasnoéé — nalezg do tego
podzbioru. Widzimy wzjemnie jednoznaczna zalezno$¢ pomiedzy wtasnoscia W a
zbiorem W 4.

PRZYKEAD 1.1. Niech A = N, a W niech oznacza podzielno$é¢ przez 3. Wowczas

W4 = {0,3,6,9,...}.

1.2 TIloczyn kartezjanski

Niech X,Y beda dowolnymi zbiorami. Iloczyn kartezjanski zbioréw X 1Y to zbidr
par uporzadkowanych

XxY={(z,y):zeX,yeY}.
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PRzZYKEAD 1.2. Niech X ={1,2,3}, Y = {a, 5}. Wowczas
X xY ={(1,0),(2,0),3,0),1,8),(2,8),3,8)}

1.3 Relacje

Relacja binarna (dwuargumentowa) to podzbiér iloczynu kartezjanskiego dwdch
zbioréw.

Jedli wezmiemy A = X XY, to Wy, podobnie jak wyzej, oznacza pewna wlasnosé,
a zarazem podzbior, iloczynu kartezjanskiego X x Y. Ten podzbior, czyli zbioér par o
pewnej wlasnodci, to wlasnie relacja — relacja pomiedzy pierwsza a druga zmienna
w iloczynie kartezjanskim.

Poza relacjami standardowymi, ktore maja swoje wlasne oznaczenia, relacje zwy-
kle bedziemy oznaczaé grecka litera p. Takze jesli rozpatrujemy relacje p pomiedzy
elementami zbioru X a elementami zbioru Y, czyli relacje w iloczynie kartezjanskim
X x Y, to formalnie

pCX xY.

Piszemy
o (z,y) € p i méwimy, ze para (z,y) nalezy do relacji p, albo piszemy
o z pyiwtedy mowimy, ze element z jest w relacji p z elementem v,
dlaz € X oraz y € Y.

PRZYKEAD 1.3. Niech X = {1,4,5}, Y = {2,3} oraz

p={(x,y): =+ y jest liczba parzysta}.

Wéwecezas

Méwimy, ze relacja p € X X Y jest okredlona na zbiorze X x Y. Jesli Y = X,
to wowczas p C X2 i méwimy krétko, ze relacja p jest okreélona na zbiorze X.

1.4 Wtlasnosci relacji

Rozwazamy relacje p C X x X dla dowolnego zbioru X.

zwrotno$é Relacja p jest zwrotna, wtw., gdy dla kazdego x € X zachodzi x p .
Innymi stowy, zwrotno$é relacji oznacza, ze kazdy element jest w relacji ze
soba.

symetria Relacja p jest symetryczna, wtw., gdy dla dowolnych =,y € X jedli x p vy,
to y p x. Intuicyjnie, symetria relacji oznacza, ze mozemy zamieni¢ = z y
w parze (z,y) o ile w ogdle (z,y) € p. Tak wiec kolejnos¢ wystepowania
elementéw w relacji nie ma tutaj znaczenia.
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antysymetria Relacja p jest antysymetryczna, wtw., gdy dla dowolnych z,y € X
jesli x p y oraz y p x, to x = y. Tak wiec antysymetria relacji oznacza, ze
kolejnosé wystepowania réznych elementéw w relacji jest istotna. To znaczy,
ze dla x # y albo x p y, albo y p x, albo nie zachodzi ani jedno, ani drugie.

przechodnio$é Relacja p jest przechodnia, wtw., gdy dla dowolnych z,y,z € X
jesli x p y oraz y p z, to réwniez x p z.

1.5 Relacje ro6wnowaznosci i klasy abstrakcji

Relacja binarna jest relacjg rownowaznosci, gdy jest zwrotna, symetryczna i prze-
chodnia.

PRZYKEAD 1.4. Niech X = zbiér wszystkich ludzi (o jasno okreslonej plci). Dla
x,y € X okre$lamy relacje p w nastepujacy sposéb

T py <= x jest tej samej plci co y.

o zwrotno$é
Zawsze czltowiek x jest tej samej plci co x, tzn. x p x, wiec relacja jest zwrotna.

e symetria
Jesli cztowiek x jest tej samej pici co czlowiek y, to réwniez na odwrét, y jest
tej samej plci co x. Zatem relacja p jest symetryczna.

e przechodnio$é
Zalézmy, ze czltowiek x jest tej samej plci co y oraz, ze y jest tej samej plci co
z. Wowczas wszyscy x,y 1 z sa tej samej plci, w szczegdlnodci z jest tej samej
plci co z. Zatem relacja p jest przechodnia.

Pokazalidmy, ze relacja p jest relacja rownowaznosci.

PRZYKEAD 1.5. Niech X = zbior wszystkich ludzi. Dla x,y € X okreslamy relacje
p W nastepujacy sposéb

T py < =z jest tego samego wzrostu co y.

e 2wrotnosc
Czlowiek z jest tego samego wzrostu co x, tzn. x p x.

e symetria
Jedli czlowiek x jest tego samego wzrostu co y, to réwniez na odwrét, y jest
tego samego wzrostu co x.

e przechodniosé
Zalézmy, ze czlowiek x jest tego samego wzrostu co y oraz, ze y jest tego
samego wzrostu co z. Wowczas wszyscy x,y i 2z sa tego samego wzrostu, w
szczegblnosci x jest tego samego wzrostu co z.

Tutaj réwniez pokazaliSmy, ze relacja p jest relacja réownowaznosci.
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PRZYKEAD 1.6. Niech X = zbior wszystkich ludzi. Dla x,y € X okreslamy relacje
p W nastepujacy sposéb

T py <= x jest nizszy od y.

o zwrotno$é
Zaden cztowiek nie jest nizszy od samego siebie, wiec ta relacja nie jest zwrot-
na.

e symetria
Jedli czlowiek x jest nizszy od y, to nie na odwrdt, y nie jest nizszy od =x.
Zatem relacja p nie jest symetryczna.

e przechodnio$é
Zalézmy, ze czlowiek x jest nizszy od y oraz, ze y jest nizszy od z. Wéwczas
x jest nizszy od z i widaé, ze relacja jest przechodnia.

Ta relacja p nie jest relacja rownowaznoscia.

Zauwazmy, ze w przykladzie [L4] relacja p dzieli wszystkich ludzi na kobiety i
mezczyzn. Formalnie zbiér X zostal podzielony na dwa podzbiory: podzbior X;
kobiet oraz podzbiér Xo mezczyzn. Podzbiory te maja dwie istotne wlasnosci. Po
pierwsze X1 N Xy = (0, czyli sa one rozlgezne. Po drugie X1 U Xy = X, czyli w sumie
daja caly zbior X.

Moéwimy, ze rodzina X7, Xo, ... (niekoniecznie skoniczona) podzbioréw zbioru X
jest podzialem, gdy X = X; UXo U ... oraz X; N X; = 0 dla i # j, czyli gdy w
sumie daje calty zbiér X oraz elementy rodziny sa parami roztaczne.

Mozna powiedzieé, ze w zbiorze X wszystkich, réznych od siebie ludzi wyab-
strachowalismy dwie cechy, ktére powoduja, ze caly zbior X rozpada si¢ na dwa
podzbiory kobiet i mezczyzn. Z punktu widzenia relacji p wszystkie kobiety sa nie-
rozréznialne i wszyscy mezezyzni sg nierozroznialni.

W przypadku relacji rownowaznosci méwimy czasem, ze x przystaje do y, za-
miast mowié, ze x jest w relcji z y. Podkreslamy w ten sposob, ze z i y sa dla tej
relacji nierozréznialne.

Kazda relacja réwnowaznosci p na zbiorze X wyznacza jednoznacznie podzial
zbioru X na parami rozlaczne podzbiory, ktére w sumie daja X. Podzbiory te
nazywamy klasami abstrakcji. Elementy w jednej klasie abstrakcji przystaja do siebie
— s3 ze soba w relacji p. Elementy z réznych klas abstrakcji nie s w relacji p.

Zauwazmy, ze klasa abstrakcji jest jednoznacznie wyznaczona przez dowolny
element z tej klasy. Taki element nazywamy reprezentantem klasy. Dla elementu
x € X klasa abstrakcji wyznaczona przez x to zbiér

[z, ={ye X:zpy}.

PrRzZYKEAD 1.7. Niech X = NxN. Dla z = (my,n1),y = (ma,na) € X okreslamy
relacje p w nastepujacy sposéb

xpy < (mi,n1) p (me,n2) < my+ ns =nq + ma,

czyli, gdy suma skrajnych zmiennych jest taka sama jak suma zmiennych w srodku.



1 RELACJE 6

o zwrotno$c
Niech x = (m,n) € X. Oczywiscie m +n = n + m bo dodawanie dla liczb
naturalnych jest przemienne. To oznacza, ze (m,n) p (m,n), czyli x p x.

e symetria
Niech x = (m1,n1),y = (ma,ne) € X. Zalézmy, ze x p y, to znaczy, ze
m1 + ny = n1 + meo. Przestawmy skladniki w pierwszej sumie i zamienmy
strony réwnoéci, dostaniemy meo + n1 = ng + my. Z okreélenia p mamy

(ma,n2) p (m1,n1),
CO OZnaCZa, Ze y p X.

e przechodnio$é
Niech teraz x = (mq1,n1),y = (ma,n2), 2 = (m3,ng) € X. Zakladamy, ze x p y
oraz y p z. Z definicji p to daje

mi 4+ no =nyp + me oraz mo + N3 = N + Mms3.

Przenie$my wyrazy o tych samych indeksach na jedna strone w kazdej z obu
réwnosci. Dostajemy

mi1 —mnp =mM9 — Ny oraz mo —No = 13 — N3.
Zauwazmy, ze zamiast stowa ,,oraz” mozemy wstawi¢ znak ,=", czyli
mp —nip = m3—ns,
co po przestawieniu wyrazow daje
m1 + ng = Ny + ms.
Ta réwnos¢ z okreslenia p oznacza, ze (my,n1) p (ms,n3), czyli x p z.

Relacja p jest relacja rownowaznoéci. Wyznaczmy teraz kilka klas abstrakcji naszej
relacji p:

[(1,3)], = £(0,2), (1,3),(2,4),. ..}
[(1,2)], = {(0,1),(1,2),(2,3),.. .}
(2, D], = {(1,0),(2,1),(3,2),. .}

Klasie [(1,3)], mozemy przyporzadkowaé liczbe 2, klasie [(1,2)], liczbe 1, a klasie
[(2,1)], liczbe —1. Ogdlnie klasie [(m,n)], odpowiada wzajemnie jednoznacznie licz-
ba n — m, ktora jest liczba catkowita, niekoniecznie naturalng. Inaczej méwiac, w
zbiorze par liczb naturalnych (m,n) wyabstrachowaliémy ceche przystawania tych
par, a mianowicie stalg réznice zmiennych n — m bedaca liczba catkowita.

Powyzszy przykltad to konstrukcja liczb catkowitych na zbiorze liczb natural-
nych.

TWIERDZENIE 1.8. Relacja binarna na zbiorze wyznacza jego podzial, wtw., gdy
jest ona relacjg réwnowaznosci.
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ZADANIE 1.9. Niech p bedzie relacja okreslong dla liczb naturalnych w nastepujacy
sposéb:
xpy < x 1y daja taka sama reszte z dzielenia przez 5.

Sprawdzi¢, ze relacja p jest relacja réwnowaznosci. Podaé klasy abstrakcji tej relacji
o reprezentantach 0, 11 4.

ROZWIAZANIE. W tym zadaniu zbiorem X, na ktorym okreslona jest relacja p, to
znaczy p € X x X, jest zbiér liczb naturalnych, czyli X = N.

Na przyklad liczba 7 daje reszty 2 przy dzieleniu przez 5. Matematycy zapisuja
to 7 mod 5 = 2. Natomiast informatycy zwykle do wyliczenia reszty z dzielenia, czyli
zargonowo tak zwanego modulo, uzywaja operatora %, typowego np. w jezyku C.
Mozemy zatem troche skrocié¢ zapis definicji naszej relacji p w nastepujacy sposéb:

zpy <= z%5=y%>5.

Aby ta relacja byla relacja réwnowaznosci musi byé zwrotna, symetryczna i prze-
chodnia.

Czy relacja p jest zwrotna? Aby na to pytanie odpowiedzie¢ musimy sprawdzié,
czy dla dowolnego z € X zachodzi zawsze x p x. W naszym konkretnym zadaniu,
czy %5 = x %57 Oczywiscie tak, wiec relacja p jest zwrotna.

Czy relacja p jest symetryczna? Aby na to pytanie odpowiedzie¢ musimy spraw-
dzié, czy dla dowolnych x,y € X, jesli x p y, to réwniez y p x. Dla naszego konkret-
nego p pytamy: czy jesli x %5 = y %5, to stad wynika, ze y %5 = x % 57 Wynik
obliczania reszty modulo nie zalezy od tego, z ktérej z liczby x czy y najpierw ja
policzymy, zatem relacja p jest symetryczna.

Czy relacja p jest przechodznia? Aby na to pytanie odpowiedzie¢ musimy spraw-
dzié¢, czy dla dowolnych z,y,z € X, jeSli x p y oraz y p z, to roéwniez = p z. Dla
naszej relacji pytamy: czy jesli x %5 = y %5 oraz y %5 = 2 %5, to stad wynika,
ze %5 = 2%57 Nasze zalozenia mozna zapisa¢ tak: %5 = y%5 = 2%5, co
oznacza, ze r 1 z maje te sama reszte przy dzieleniu przez 5, wiec relacja p jest
przechodnia.

Podsumowujac: relacja p jest relacja réwnowaznosci. Ma zatem sens wyznaczanie
jej klas abstrakcji (klas réwnowaznosci). W jednej klasie réwnowaznosci o reprezen-
tancie x znajduja sie wszystki elementy y ze bioru X, dla ktérych x p y. Dlatego
tez:

0], = {0,5,10,15,20,...},
1], ={1,6,11,16,21,...},
[4], = {4,9,14,19,24, .. .}.

2 Funkcje

Niech X,Y beda dowolnymi, niepustymi zbiorami. Méwi sie, ze relacja binarna
fC X XY jest funkcjg, gdy

(1) dla kazdego = € X istnieje taki y € Y, ze (z,y) € f,
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(2) dla dowolnych = € X, y1,y2 € Y jedli (z,y1) € f oraz (z,y2) € f, to musi by¢
Y1 = Y2.

Druga wlasno$é funkcji oznacza, ze element x € X jednoznacznie wyznacza element

y €Y, ktory jest z nim w relacji f. Pozwala to dla funkcji f pisaé¢ f(z) zamiast y,

czyli f(x) =y, zamiast (z,y) € f.

PrzYKEAD 2.1. Niech X ={1,2,3}, Y ={a,b,c,d}, p1,p2 € X XY oraz

m=1{1,a),(2,b),(1,d)}, p2={(1,a),(2,0),(3,d)}.

Relacja p; nie jest funkcja, bo dla 3 € X nie ma y € Y takiego, aby (3,y) € p1.
Poza tym, 1 jest w relacji z a oraz z d. Relacja po jest funkcja.

Zamiast pisaé, ze f C X x Y dla funkcji piszemy f: X — Y i méwimy, ze f
odwzorowuje zbiér X w zbiér Y.

Funkcja f jest iniekcjg (jest réznowartosciowa), gdy dla dowolnych zq,x9 € X
jesli f(x1) = f(z2), to musi byé¢ z1 = xs.

PRZYKEAD 2.2. Rozwazmy funkcje f: R — R, dang wzorem f(z) = x+2. Spraw-
dzimy, czy jest ona réznowartosciowa. Niech x1,z9 € R. Zalézmy, ze f(z1) = f(x2).
Po podstawieniu do wzoru mamy x1 +2 = x5+ 2, co jest prawda tylko gdy x1 = xs.
To oznacza, ze funkcja f jest réznowarto$ciowa.

PRzZYKEAD 2.3. Funkcja f: R — R, dana wzorem f(z) = 22

sciowa bo dla 1 = —1 1z = 1 mamy f(z1) =1 = f(x2).

nie jest réznowarto-

Funkcja f jest surjekcjg (jest na), gdy dla dowolnego y € Y istnieje taki z € X,
ze f(z) =y.
PRZYKEAD 2.4. Funkcja f: R — R, dana wzorem f(x) = z* nie jest na (nie jest
surjekcja) bo dla y = —1 nie ma takiego x € R aby f(x) = 22 = —1. Funkcja g dana
tym samym wzorem g(x) = 22, ale okreélona na innym zbiorze g: R — (0,00) jest
surjekcja bo dla kazdej nieujemnej liczby rzeczywistej y mozemy wziaé pierwiastek
i rtéwnanie y = 22 ma zawsze przynajmniej jedno rozwiazanie: x = VY-

2

W powyzszym przykltadzie mimo, ze obie funkcje maja ten sam wzér i te sama
dziedzine, to nie sa one rowne, bo maja rézne przeciwdziedziny. Formalnie to sa
dwie rézne funkcje, f nie jest surjekcja, a g jet surjekcja.

Funkcja, ktora jest jednoczesnie iniekcja i surjekcja to bijekcja. Przyktadem bi-
jekcji jest funkcja z przyktadu 22 Wystarczy bowiem zauwazy¢, ze jest ona surjek-
cja, gdyz dla dowolnego y € R bierzemy x = y — 2 i sprawdzamy, ze

flx)=zx+2=y—2+2=y.

3 Roéwnolicznosé zbiorow

Niech X i Y beda dowolnymi zbiorami. Gdy mozemy policzy¢ ile jest elementéw w
obu zbiorach to tym samym jesteSmy w stanie stwierdzié, czy sa one réwnoliczne.
Ilos¢ elementéw w zbiorze X oznaczamy przez |X|. Zatem X i Y sa réwnoliczne,
gdy | X| = |Y'|. Problem pojawia si¢, gdy w obu zbiorach znajduje si¢ nieskonczenie
wiele elementéow. Wéowcezas twierdzimy, ze zbiory X i Y sa réwnoliczne, gdy istnieje
bijekcja f: X — Y.
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PRZYKEAD 3.1. Zbior X = N wszystkich liczb naturalnych oraz zbior ¥ =
{n € N: n = 2k dla pewnego k € N} parzystych liczb naturalnych sa réwnoliczne
bo odwzorowanie dane wzorem f(x) = 2z jest bijekcja z X na Y.

PrRzYKEAD 3.2. Zbiér X = N wszystkich liczb naturalnych oraz zbiér ¥ = Z
wszystkich liczb catkowitych sa rownoliczne bo odwzorowanie dane wzorem

41

fz) = oL gdy x jest parzysta,
—+%5=, gdy x jest nieparzysta.

jest bijekcja z X na Y.

Zbidr skoniczony lub réownoliczny ze zbiorem N nazywamy przeliczalnym. Przy-
ktadem zbioru przeliczalnego jest zbiér wszystkich liczb catkowitych jak to zostato
pokazane w Bl zbiér wszystkich liczb parzystych {2k: k € N} lub zbiér dzielnikéw
liczby 24 czyli {1,2,3,4,6,8,12}.

ZADANIE 3.3. Czy podzbiory A = (1,00), B = (0,1) zbioru liczb rzeczywistych
sg réwnoliczne?

ROzZWIAZANIE. Aby wykazaé, ze w zbiorach A i B jest tyle samo elementéw mu-
simy znalezé bijekcje f: A — B. Zauwazmy, ze jak wezmiemy liczbe ze zbioru A i
podzielimy 1 przez te liczbe, to dostaniemy utamek ze zbiotu B. Im mniejsza liczba
x € A, to % jest blizej 1 w B, im wigksza liczba x € A, to % laduje blizej 0 w B.

Wykresem funkcji % jest hiberbola z rysunkull Funkcja % elementom ze zbiorze
A przyporzadkowuje elementy ze zbiou B. Kazda pozioma linia dla y € B przecina
wykres funkcji najwyzej raz, wiec f jest iniekcja i przecina wykres przynajmniej
raz, zatem f jest surjekcja. Stad f jest bijekcja.

Skoro mamy bijekcje f ze zbioru A na zbiér B, to te zbiory sa réwnoliczne. [

4 Indukcja matematyczna

Indukcja polega na wycigganiu ogdlnych wnioskow na podstawie skonczenie wielu
przypadkéw. Wielekro¢ obserwowaliSmy, ze jabtko puszczone z pewnej wysokosci
spada. Newton wywnioskowal stad ogdlne prawo ciazenia. Podobnie obserwujac
codzienne wschody stonica mozna po pewnym czasie dojé¢ do przekonania, ze stonce
zawsze wschodzi o $wicie. Jak wiemy, w dlugim okresie czasu nie bedzie to jednak
prawda. Zatem metoda indukcji jest zawodna metoda wnioskowania.

W matematyce mozna obserwowaé, ze pewne wtasnosci przystuguja kolejnyn
liczbom naturalnym 0,1, 2,3, .... Po sprawdzeniu wielu takich liczb pojawia sie po-
kusa, by metoda indukcji przyjaé, ze dana wtasnosé przystuguje wszystkim liczbom
naturalnym. Droga ta prowadzi¢ moze jednak na manowce.

PRZYKEAD 4.1. Niech ag = 0,a17 = 14,a0 = 128,a3 = 1170,a4 = 10695,a5 =
97763, zas dla n > 1 mamy

an45 = 10an+4 - 8an+3 + Gnt2 + 3an+1 + 2ay.
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Rysunek 1: Hiperbola, wykres funkcji f(z) = <.

Ponadto niech by = 0,b; = 14, b, = 128, zas dla n > 1 niech

b2 1
bn+2 - [ ntl + _] 3

by, 2
gdzie nawias kwadratowy oznacza cze$é¢ calkowita liczby rzeczywistej. Wéwczas

otrzymujemy a, = b, dla n < 5015, ale asp16 7 b5016-

4.1 Zasada minimum

TWIERDZENIE 4.2. W kazdym niepustym podzbiorze zbioru liczb naturalnych jest
element najmniejszy.

PRZYKEAD 4.3. Sprawdzimy, ze dla n # 0, suma poczatkowych n liczb natural-
nych nieparzystych wynosi

14345+ +(2n—1)=n% (1)

Dla n = 0 ten wzér nie ma sensu bo mozliwa najmniejsza suma liczb naturalnych
nieparzystych, wystepujaca z lewej strony w ([l), wynosi 1. Dla kilku poczatkowych
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wartosci n tatwo ten wzér sprawdzié:

n=1 1=1%
n=2 1+3=4=2%
n=3 1+3+5=9=3%
n=4 1+3+5+7=16=4%

Nie jest to jednak dowdd. Przypusémy, ze podany wzér nie jest prawdziwy. Roz-
wazmy zbior
S={neN:14+3+5+---+(2n—1) #n?}

wszystkich liczb dla, ktérych wzér (@) nie zachodzi. Jest to podzbiér N, a wiec
korzystajac z zasady minimum musi w nim by¢ element najmniejszy, nazwijmy go
k. Nie moze on by¢ réwny 1, 2, 3, 4, bo dla tych wartosci sprawdziliémy, ze wzér
(@) jest prawdziwy. Tak, czy inaczej dla k — 1 wzér ([l jest prawdziwy, bo k—1 ¢ S
jako, ze k jest w S elementem najmniejszym. Zatem

14345+ +2FKk—-1)—1)=1+3+5+---+(2k—3) = (k- 1)%
Dodajmy do obu stron kolejng liczbe nieparzysta, czyli 2k — 1. Dostaniemy
143454 +(2k—3)+ 2k —1) = (k—1)2+ (2k—1) = k2 =2k + 1+ 2k —1 = k2,
ale to oznacza, ze dla k nasz wzér ([l) jest prawdziwy. Nasze przypuszczenie bylo
wiec falszywe i wzor ([Il) jest prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych réznych
od 0.

4.2 Zasada indukcji

TWIERDZENIE 4.4. Niech S C N, n € N spelniajq dwa warunki:
(i) ne S oraz

(ii) jesli k € S, to réwniez k+ 1€ S.
Wowszas {n,n+1,n+2,...} CS.
PRZYKEAD 4.5. Wykazemy, ze wzor
M +1 < 2", (2)
jest prawdziwy dla n > 3. Niech
S={keN:2k+1<2}

bedzie zbiorem wszystkich takich liczb naturalnych, dla ktérych zachodzi wzér ().
Zauwazmy, ze n = 3 € S bo

2:3+1=7<8=2%
Zaltézmy teraz, ze k € S. Sprawdzimy, czy k + 1 € S. Mamy
2k + 1)+ 1 = 2k +1+2 < 28 42 < 28 428 = 2. 98 = o+l
Zatem k + 1 € S. Na mocy zasady indukeji S = {3,4,5,...}, co konczy dowdd.
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PRZYKEAD 4.6. Zbadamy dla jakich n € N zachodzi wzér

n? < 2" (3)
Dla malych n mamy

n n2 2m

0 0 =02 < 20 =1

1 1 =12 < 2l =2

2 4 =22 & 22 =4

3 9 =32 & 23 =8

4 16 = 42 & 24 =16

5 25 = 52 < 25 =32

6 36 = 62 < 20 = 64

Tabela 1: Sprawdzenie nieréwnoéci ([Bl) dla poczatkowych liczb naturalnych.

Udowodnimy, ze wzor ([Bl) jest prawdziwy dla wszystkich n > 5. Zakladamy, ze
dla k wzér ten zachodzi. Sprawdzimy, czy zachodzi réwniez dla k + 1. Korzystajac
z naszego zalozenia i z przykladu mamy

(k+1)? =k*+ 2k +1 < 2F 4 2F = 2. 9% = oFF1

co oznacza, ze wzér (Bl) jest prawdziwy dla k + 1.

4.3 Zasada indukcji zupelnej

TWIERDZENIE 4.7. Niech S C N, n € N spetniajq warunek:
(i) jeslin,n+1,n+2,.... k€S, tok+1€S.
Wowszas {n,n+1,n+2,...} C S.

PRZYKEAD 4.8. Mamy prostokatna czekolade ztozong z n = ab, gdzie 0 < a,b,
kwadratowych kawatkéw. Przez utamanie rozumiemy rozciecie wzdléz linii pomie-
dzy kawatkami, tak aby dosta¢ dwa prostokatne kawatki. Ile razy trzeba utamac
czekolade, aby rozdzieli¢ jej wszystkie kawalki?

Stosujac zasade indukcji zupelnej pokazemy, ze trzeba wykonaé n — 1 utaman.

Najmniejsze mozliwe a i b to a = b = 1. Zatem najmniejsza czekolada sktada sie
z n = ab = 1 kawatkéw i do jej podzielenia wystarczy n — 1 = 0 utaman.

Zgodnie z zasada indukcji zupelnej rozwazmy zbioér

S :={n € N: dla prostokatnej czekolady o n kawalkach potrzeba n — 1 utaman}

i zalézmy, ze {0,1,2,...,k} C S. Pokazemy, ze k + 1 € S. Gdy czekolada ma
k + 1 kawalkéw, to pierwsze utamanie podzieli ja na dwa prostokaty ztozone z
odpowiednio k; i ko kawaltkéw, przy czym k1 +ko = k+1 oraz 1 < ki, ko. Zauwazmy,
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ze k1,ko € S, to znaczy, ze aby polamaé te mniejsze kawalki potrzeba odpowiednio
k1 — 1 oraz ko — 1 utaman. W sumie, od poczatku, wykonaliSmy wiec

L+k —1+k—1=(k+1)-1

utaman, co konczy dowdd.

4.4 Zasada maksimum

TWIERDZENIE 4.9. W kazdym niepustym i ograniczonym z gory podzbiorze zbioru
liczb naturalnych jest element najwiekszy.

ZADANIE 4.10. Sprawdz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 0 zachodzi:
B4+3 453+ +@2n-1)7>=n*2n*-1). (4)

ROZWIAZANIE. Sprawdzimy wartosci lewej strony L oraz prawej strony P nasze-
go réwnania (@) dla poczatkowych liczb naturalnych > 0. Wyniki znajduja sie w
tabeli B

n L P

1 13 122-12-1)=1
2 13+ 3% =28 22(2-22 —1) =28
3 13+ 3%+ 5% =153 32(2-32—-1) =153

Tabela 2: Lewa i prawa strona réwnania () dla poczatkowych liczb naturalnych.

Zalézmy teraz, ze nasze réwnanie (H) jest prawdziwe dla jakiej$ liczby k, to
ZNaczy:
P43 453+ 4 (2k—1)3 = K2(28% - 1). (5)

Pokazemy, ze to réwnanie zachodzi takze dla k + 1 czyli, ze:
B35+ 2k+1)—1)° S (k+1)2Q2(k+1)%—1). (6)
W tym celu w (@) ujawnijmy z lewej strony wyraz przedostatni, czyli k-ty:

L=+ +5 4+ 4+ (22— 1P +2k+1) —1)°. (7)

Pierwszych k sktadnikéw sumy w () to lewa strona réwnania (B). Wykorzystajmy
zalozenie indukcyjne wstawiajac zamiast tych k sktadnikow prawa strone réwnania
). W ten sposéb dostajemy:

L=k 1)+ 2k+1)-1)". (8)
Po przeliczeniu:

L=k 2k —1)+ (2(k+1) — 1)° = 2&* + 8> + 11k% + 6k + 1. (9)
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Przeliczmy teraz prawa strone w ({):
P=(k+1)2%2(k+1)%—1) = 2k* + 8> + 11k + 6k + 1. (10)
Lewa i prawa strona w () sa sobie réwne, wiec (fl) jest prawdziwe. ZastosowaliSmy
krok indukeyjny i wykazaliémy, ze nasze réwnanie (H) jesli jest prawdziwe dla k to
réwniez i dla k + 1. Tak wiec, skoro () jest prawdziwe dla n = 1, to jest prawdziwe
dla wszystkich liczb naturalnych n > 0. O
ZADANIE 4.11. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
5| n° —n. (11)
RozwiAZANIE. Musimy znalezé taka liczbe catkowita x, ze
n® —n =5z (12)

dla dowolnej liczby n € N. Sprawdzimy, czy taka liczba x istnieje dla poczatkowych,
matlych n. Rozwiazania sa w tabeli Bl

n n5—n T
0 0
30
240 48

Tabela 3: Rozwiazania réwnania ([2) dla poczatkowych liczb naturalnych.

Zalézmy, ze réwnanie () ma rozwiazanie dla pewnej liczby k. Istnieje wtedy
pewna liczba calkowita y taka, ze

kS —k = by. (13)
To jest nasze zalozenie indukcyjne. Pokazemy, ze nasze réwnanie ([[2) ma réwniez
rozwigzanie dla k + 1. To znaczy, musimy znalez¢ taka liczbe catkowita z, aby
(k+1)% — (k+1) = 5z (14)
Przeliczmy lewa strone tego réwnania:
(k+1)° —(k+1) =k + 5k + 10k + 10k* + 5k +1 -k — 1
= k° + 5k* + 10K + 10k? + 5k—k
= 5y + 5k* + 10k + 10k® + 5k
=5(y + k* 4+ 28> + 2k? + k) = 5z.
Wyrazy podkreslone to lewa strona réwnania ([[3]) i zamiast nich wstawiamy 5y.
Korzystamy w tym miejscu z zalozenia indukcyjnego. Natomiast dalej, wyrazenie
w nawiasie to w koncu jaka$ liczba catkowita zalezna od y i k, ale jednak. To jest
wladnie nasze szukane z.
Pokazalismy, ze dla n = 1 réwnanie ([[2) ma rozwiazanie oraz, ze jesli dla n = k

rownanie to ma rozwiazanie, to réwniez dla n = k + 1. Na mocy indukcji réwnanie
([2) ma rozwiazania dla wszystkich liczb naturalnych n > 0. O
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ZADANIE 4.12. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
30 | n® —n. (15)
ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze

n® —n=n(n*—

Y(n? +1)

=(n—-1)n )(n? +1).

Jakie n € N by nie bylo to zawsze (n — 1), n, (n + 1) sa trzema kolejnymi liczbami
naturalnymi. Jedna z nich musi by¢ zatem podzielna przez 2, a inna, albo ta sama,
przez 3. Stad liczba n® — n jest podzielna i przez 2 i przez 3. Z zadania ELIT wiemy,
ze liczba n® —n jest ponadto podzielna przez 5. Liczby 2, 3, 5 sa wzglednie pierwsze
(sa pierwsze!) wiec n® — n musi byé podzielna przez ich iloczyn, czyli 30. U

ZADANIE 4.13. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

811" — 3" (16)
RozwiAzZANIE. Musimy znalezé taka liczba catkowita x, ze

11" — 3" =8« (17)

dla dowolnej liczby n € N. Sprawdzimy, czy taka liczba x istnieje dla poczatkowych,
malych n. Rozwiazania sa w tabeli @l

n 1" —-3" z
0 0 0
1 8 1
2 112 14

Tabela 4: Rozwiazania réwnania () dla poczatkowych liczb naturalnych.

Zal6zmy, ze réwnanie () ma rozwiaznie dla pewnej liczby k. Istnieje wtedy
pewna liczba catkowita y taka, ze

11% — 3% = gy. (18)

To jest nasze zalozenie indukcyjne. Pokazemy, ze nasze réwnanie ([[7]) ma réwniez
rozwiazanie dla k + 1. To znaczy, musimy znalezé taka liczbe calkowita z, aby

11F+1 gkt L, (19)
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Przeliczmy lewa strong tego réwnania:

I e § L DI U

= 11%(8 + 3) — 3"3

= 11¥8 + 11%3 — 3*3

=8-11F + 3(11% — 3%)

=8-11" + 3.8y = 8(11% + 3y) = 82.
Wyrazenie podkreslone to lewa strona réwnania (I) i zamiast niego wstawiamy 8y.
Korzystamy w tym miejscu z zalozenia indukcyjnego. Natomiast dalej, wyrazenie
w nawiasie to jaka$ liczba catkowita zalezna od y i k. To jest wlasnie szukane z.

Pokazalismy, ze dla n = 0 réwnanie (7)) ma rozwiazanie oraz, ze jesli dla n = k

rownanie to ma rozwiazanie, to réwniez dla n = k + 1. Na mocy indukcji réwnanie
(@) ma rozwiazania dla wszystkich liczb naturalnych n. O

5 Rekurencja

Cigg liczbowy o warto$ciach rzeczywistych to funkcja a : N — R. Ciag liczbowy
mozemy okresli¢ na kilka sposobow:

e poprzez podanie wszystkich jego wyrazéw, np. 1,0,1,0,1,...,
2

e poprzez podanie jawnego wzoru w postaci jawnej, np. a,, = n-,

e poprzez podanie przepisu jak tworzy¢ kolejne wyrazy wykorzystujac wyrazy
juz znane, czyli rekurencyjnie.

Moéwimy, ze ciag liczbowy a,, n € N jest zadany rekurencyjnie, gdy
e dane sa jego poczatkowe wyrazy ag,ai,...,ax, gdzie k > 0, oraz

e dana jest reguta pozwalajaca wyznaczy¢ wyraz a, w zaleznosci od wyrazéw
ag,a1,...,0n_1, dla n > k.

Typowymi przykladami ciagéw rekurencyjnych sa ciagi arytemtyczne i geometrycz-
ne.

5.1 Ciag arytmetyczny

Niech ag i 7 beda dowolnymi, ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Reguta rekuren-
cyjna
ap =ap_1+7r, dlan>1

definiuje cigg arytmetyczny o poczatkowym wyrazie ag i rézZnicy r. Wzor w postaci
jawnej tego ciagu wyglada nastepujaco:

ap = ag + Nr

dla dowolnego n € N.
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5.2 Ciag geometryczny

Niech ag i ¢ beda dowolnymi, ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Reguta rekuren-
cyjna
ap =ap_1-q, dlan>1

definiuje cigg geometryczny o poczatkowym wyrazie ag i ilorazie q. Wzor w postaci
jawnej tego ciagu wyglada nastepujaco:
ap = ag - qn

dla dowolnego n € N.

5.3 Silnia
Rozwazmy nastepujacy ciag rekurencyjny:
apg — 1,
ap =n-ap_1, dlan>1.

Wartosé n-tego wyrazu tego ciggu nazywa sie silnig liczby n i oznaczana jest przez
nl. Zatem postaé jawna tego ciagu wyglada nastepujaco:

an = nl.

5.4 Ciag Fibonacciego

Sposrdd ciagdéw rekurencyjnych najstynniejszym jest chyba cigg Fibonacciego:
apg =0,
a; =1,
Ap = Qp_1+ ap_o, dlan > 2.

Kazdy wyraz tego ciagu, poza dwoma pierwszymi, jest sumg poprzednich dwoch
wyrazow. Postaé¢ jawna nie jest trywialna, a mianowicie:
1 1 5\" 1—+5\"

A7) - (5] )
V5

Ciag Fibonacciego jest $ciSle zwiazany ze zlotym podziatem, czyli podzialem
odcinka na dwie czedci tak, by stosunek dtugosci dtuzszej z nich do krétszej byt taki
sam, jak calego odcinka do czesci dtuzszej (rys. B).

ap =

2 2

a b

a

a+b

Rysunek 2: Prostokat o bokach zachowujacych ztote proporcje.
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Stosunek ten, zwany zfotg liczbg, oznaczmy przez ¢ i policzmy z uktadu réwnan:

_a+b a
a b
. .1 _ b . , .. . .. . oo
Po wyliczeniu o= a” drugiego rownania i podstawieniu do pierwszego uzyskujemy
rownanie kwadratowe:
P —p—-1=0,

ktorego pierwiastki to:

1-+56 1+

2 2T

IS

$1 =

Przyjmuje sig, ze ¢ = p9 = 1,6180339887. ... Rownosé¢ ([20) mozna woéwczas zapisaé
w nastepujacy sposob:
" — (1= )"

N .
7 drugiej strony, ztoty podzial jest granicg stosunkéw kolejnych wyrazéw ciagu
Fibonacciego:

Ay —

. An+1
lim -+

n—oo  q,

5.5 Wieze Hanoi

Na jednej z trzech wiez znajduja sie 64 krazki takie, ze krazki umieszczone wy-
zej maja mniejsze promienie. Zadanie polega na przelozeniu wszystkich kazkéw z
pierwszej na trzecia wieze, przy zachowaniu nastepujacych warunkow:

e w jednym ruchu mozna przeniesé¢ tylko jeden krazek,
o wickszy krazek nigdy nie moze leze¢ na mniejszym,
e mozna postugiwac sie trzema wiezami.

Ile czasu zajmie przetozenie tych krazkéw jesli przyjmiemy, ze przetozenie jednego
zajmuje sekunde?

Przez a, oznaczmy liczbe ruchéw potrzebnych do przeniesienia n krazkoéow z
jednej wiezy na druga. Latwo sprawdzié, ze

ag = 0,
ap =1,
as = 3,
ag ="T7.

Juz przy n = 3 widaé regute rekurencyjng. Oznaczmy kolejne wieze przez A, B, C.
Aby przenie$é n krazkéw z A na C:

1. przenosimy n — 1 gérnych krazkéw z A na B postugujac sie wieza C, wymaga
to a,_1 ruchéw,

2. przenosimy dolny, najwiekszy krazek z A na C, to jest jeden ruch,
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3. przenosimy n — 1 krazkéw z B na C poshigujac sie wiezg A, wymaga to a,_1
ruchow.

Ostatecznie mamy
ap = ap-1+1+ap1=2a,1+1,

i w postaci jawnej
a, = 2" — 1.

Mozemy teraz odpowiedzie¢ na zadane na poczatku pytanie. Przeniesienie 64 kraz-
kéw zajmie ponad 3000000000000 lat. Komputer z procesorem 3GHz wykonywat
by to zadanie ponad 1000 lat.

ZADANIE 5.1. Oblicz as, gdy wiadomo, ze
ap=1, a1 =2, ap=2an_1—an_odlan>2.
ROZWIAZANIE. Aby obliczyé as musimy obliczyé wyrazy wcezedniejsze:

ag =2a3_1 —as—o=2a; —ag=2-2—1=3,
a3 =2a3_1—az_o=2a3 —a; =2-3—2=4,
ay =204 1—0a4_0=2a3—a3=2-4—3 =25,
as =2a5-1—a5_2 =2a4 —az3 =2-5—4=06.

O

ZADANIE 5.2. Dany jest ciag: 4,7,10,13,.... Jaki to ciag? Podaj wzér jawny i
rekurencyjny tego ciagu.

ROzZWIAZANIE. Wyraz poczatkowy to ag = 4. Roznica miedzy sasiednimi wyrazami
w tym ciaggu jest stala i wynosi 7—4 = 3 . Jest to wiec ciag arytmetyczny. Zgodnie
z podsekcja Bl mamy wzor jawny tego ciggu:

an=44+3n, dlaneN.

Kolejny wyraz tego ciagu uzyskujemy dodajac 3 do poprzedniego. To sugeruje na-
stepujacy wzor rekurenycyjny:

apg=4, ap=ap_1+3dlan>1.
O

ZADANIE 5.3. Dany jest ciag: 16,4,1, % Jaki to ciag? Podaj wzér jawny i
rekurencyjny tego ciagu.

RozwiAZANIE. Wyraz poczatkowy to ag = 16. Iloraz sasiednich wyrazéw w tym
ciagu jest staly i wynosi % = %. Jest to wiec cigg geometryczny. Zgodnie z podsekcja
mamy wzor jawny tego ciggu:

1\"* 16
an:16-(1) = dla n € N.
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Kolejny wyraz tego ciagu uzyskujemy dzielac poprzedni przez 4. To sugeruje naste-
pujacy wzér rekurenycyjny:

ap =16, a, = Il gla n > 1.
O
ZADANIE 5.4. Znajdz wzor jawny ciagu:
ap=2, a1 =>5, ay=>5a,_1—06a,_odlan>2. (21)

Poprawno$¢ wzoru uzasadnij indukcyjnie.

RoOzwIAZANIE. Obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu a,, aby znalezé jego
regularno$é. Wyniki przedstawiono w tabeli Bl Zauwazmy, ze poczatkowe wyra-

n ap = Day_1 — 6ay,_9 b, = 2" + 3"

0 2 14+1=20430
1 5 2+3=243!
2 25 -12=13 44+9=2%432
3 65 —30 =35 8 +27=234233

Tabela 5: Poczatkowe wartosci ciagu ().

zy ciagu a, pokrywaja sie z wyrazami zaproponowanego ciggu b, danego wzorem
jawnym, czyli takim w ktory kolejne wyrazy nie zaleza od wartosci wyrazéw wcze-
$niejszych. Wystarczy udowodnié, ze

ap, =b, dla neN. (22)
Zastosujemy dowdd poprzez indukcje zupetna. Z tabeli Bl mamy réwnoséé dla poczat-
kowych wyrazéw.
Zalézmy, ze réwnosé (22)) jest spelniona dla wszystkich n < k, czyli
aozbo, aq :bl,... ak:bk. (23)

To jest nasze zatozenie indukcyjne.
Pokazemy, ze réwnosé¢ ([Z2) jest réwniez spelniona dla n =k + 1, tzn.

?
k41 = bp41. (24)
Zacznijmy od lewej strony:
a1 = dap41-1 — 6agy1-2
= bay — 6ag_1 stosujemy zalozenie indukcyjne (23))
= bby, — 6b_1 podstawiamy ze wzoru na b,

_ 5(2k + 3k) _ 6(2k—1 + 3k—1)

1 1
:5(2’“4—3’“)—6(2’“54—3’“3)
=5.2845.3" —3.2k _9.3F
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Pokazalismy, ze dla n = 0 réwnoéé¢ ([22) jest prawdziwa oraz, ze jedli dla n = k
réwnoéé ta zachodzi, to réwniez zachodzi dla n = k + 1. Na mocy indukcji zupelnej
réwnosé (22)) jest zawsze spelniona. O

6 Metody zliczania zbioréw i funkcji

Liczac samochody na parkingu, komputery w pracowni, albo studentéw na wykta-
dzie, zliczanym elementom ,,przyczepiamy” etykietki z kolejnymi liczbami natural-
nymi zaczynajac od 1. Gdy wyczerpiemy liczone elementy to ostatnia z przycze-
pionych etykiet méwi ile w zbiorze jest elementéw. Ta procedura to nic innego jak
konstrukcja bijekcji f z zadanego zbioru X na podzbiér {1,2,...,n} zbioru N.

Tak wiec podstawy formalne do zagadnienia zliczania zbioréw i funkcji juz ma-
my. Zostaly one wprowadzone w podrozdziale B jako réwnolicznosé zbioréw. Aby
policzy¢ ile dany zbiér X zawiera elementéw nalezy wskazaé bijekcje f z X na zbiér,
ktorego iloé¢ elementéw znamy.

6.1 Zasada mnozenia

TWIERDZENIE 6.1 (Zasada mnozenia). Dla dowolnych zbioréw skoriczonych Aj,
Ao, ..., Ay mamy

’A1XA2XXAn‘:‘A1"A2"An‘

PRZYKELAD 6.2. W turnieju szachowym biora udzial dwie druzyny: czerwonych i
niebieskich. Druzyna czerwonych liczy 5 zawodnikéw, natomiast druzyna niebieskich
7 zawodnikéw. Ile réznych indywidualnych pojedynkéw moze by¢ stoczonych, jesli
zawodnicy jednej druzyny nigdy ze sobg nie walcza?

Niech C'i N bedg zbiorami odpowiednio czerwonych i niebieskich. Kazdy po-
jedynek moze by¢ interpretowany jako uporzadkowana para (c,n), gdzie ¢ € C,
n € N. Zatem liczba pojedynkéw to licznos$é zbioru C' x N. Z zasady mnozenia [G1]
mamy

|IC'x N|=|C|-|N|=5-7=35.

6.2 Zasada dodawania

A1 A2 An

Rysunek 3: Rodzina parami roztacznych zbiorow Aq, As, ..., A,.

TWIERDZENIE 6.3 (Zasada dodawania). Dla dowolnych parami rozltgcznych zbio-
réow skonczonych A1, As, ..., A, mamy

[At U A2 U---UA,| = AL+ |A2| + - + |Asl
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Dowo6Dp. Dlan =1 dowdd jest trywialny. Dla n = 2 zalézmy, ze |A1| = pi |As| = q.
Elementy A; mozemy ponumerowadé 1,2,...,p, natomiast elementy As ponumeru-
jemy p+1,p+2,...,p+ q. Poniewaz A1 N As = (), wiec w A; nie ma elementéw z
As i zaden element nie byl numerowany dwukrotnie. Tak wiec

|A1 U Aa| = p+q=|A1] +|A2].
Zaldézmy teraz indukcyjnie dla n = k, ze
‘A1UA2U---UA]€’ = ’Aﬂ—l—‘Az’—i——i—’Ak’
Dla n =k 4+ 1 mamy
|A1UA2U---UAkUAk+1| = |(A1UA2U"'UAk)UAk+1| =

A1 U A2 U+ U Ag| + [Ap | = [Ar] + [A2| + - + | Ag| + [Ag 1]

poniewaz w Aj,1 nie ma zadnego elementu ze zbioréw Aq, As, ..., Ak, to znaczy
(AyUAU---UAg) N Ag1 = 0 i postepujemy jak dla dwoch zbiordw. O

PRZYKEAD 6.4. Powiedzmy, ze mamy 5 czerwonych guzikéw i 7 niebieskich. Zbiér
A czerwonych guzikéw jest roztaczny ze zbiorem B niebieskich guzikéw. Zatem z
zasady dodawania B3] aby policzy¢ ile jest w sumie guzikéw, czyli w zbiorze AU B,
dodajemy |A| + |B| =5+7=12.

6.3 Metoda wlaczania-wylaczania

A AnB B

Rysunek 4: Suma i przekrdj dwoch zbioréw.

TWIERDZENIE 6.5 (Metoda wlaczania-wylaczania dla dwoch zbioréw). Dla do-
wolnych zbioréw skonczonych A, B mamy

|JAUB| =|A| + |B| - |ANn B|.

DowoOD. Zliczajac elemety zbioru A U B dwukrotnie liczymy te elementy, ktére
wystepuja jednoczesnie w A i w B, czyli w AN B (rys. H). Tak wiec od sumy
|A| + | B| musimy odjaé ilo$¢ elementéw w przekroju A N B. O

Dowd6d mozna przeprowadzi¢ w oparciu o zasade dodawania i3], gdy zauwazymy,
ze zbiory A\ B, AN B oraz B\ A sa parami rozlaczne, w sumie daja AU B, oraz

((A\B)U(ANB)|=[A] 1 [(B\A)U(ANB)|=|B|.
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Wowezas otrzymujemy

|[AUB|=|(A\B)U(ANB)U(B\A)|=|A\B|+|ANB|+|B\ Al =
(|JA\ B|+|AnB|)+ (|IB\ A+ |AnB|) —|An B| = |A| + |B| — |AN BJ.

PrzZYKEAD 6.6. U weterynarza spotkata sie grupa wtascicieli pséw i kotéw. W
tej grupie 10 oséb posiada psa, 8 0séb posiada kota oraz 3 osoby posiadaja i psa i
kota. Ile jest oséb w tej grupie?

Zadanie wydaje sie banalnie tatwe, ale trzeba uwazaé. Jesli do wtascicieli psow
doliczymy wlascicieli kotéw, to osoby ktére maja psa i kota zostang policzone dwu-
krotnie.

Niech A oznacza zbiér wlascicieli pséw i niech B oznacza zbior wlascicieli kotéw.
Wiemy, ze |A| = 10, |B| = 81|A N B| = 3 (poréwnaj rys. Hl). Powinnismy zastosowaé
wzor z twierdzenia [G0] czyli

|AUB| =10+8 — 3 = 15.

Osoby, ktore maja psa i kota sa wiaczane do sumy 1048 dwa razy — raz jako
wladciciele psa, drugi raz jako wtadciciele kota — nastepnie sa one wytaczane poprzez
odjecie 3. W ten sposdb te 3 osoby liczone sa tylko raz. Stad wynik 15, nie 18.

Mozna tutaj rozumowaé takze troche inaczej. Mamy 10-3=7 os6b, ktére maja
tylko psa, 8-3=5 oséb, ktore maja tylko kota, no i 3 osoby, ktére maja psa i kota.
Zatem cala grupa liczy 74+5+3=15 oséb. ZastosowaliSmy tutaj zasade dodawania
z twierdzenia B3] bo teraz takie trzy zbiory sa parami roztaczne.

ZADANIE 6.7. Ile jest liczb podzielnych przez 2 lub 3 w zbiorze X = {1,2,...,20}?

ROzZWIAZANIE. Niech A = {x € X: 2| 2} to zbiér liczb w X podzielnych przez 2
iniech B = {x € X: 3|z} to zbiér liczb w X podzielnych przez 3. Wiadomo, ze
A = {2,4,6,8,10,12,14, 16, 18,20}, zatem |A| = 10, oraz B = {3,6,9,12, 15,18},
wiec |B| = 6. W X sa liczby podzielne jednoczesnie przez 2 i 3. Ich zbiér to ANB =
{6,12, 18}, czyli zbidr liczby w X podzielnych przez 6. Stosujemy wzér z twierdzenia
B3 czyli

|JAUB|=10+6 —3 = 13.

A
AnB
f B
ANBNC/
ANC
BNC
C

Rysunek 5: Suma i przekroje trzech zbioréw.
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TWIERDZENIE 6.8 (Metoda wlaczania-wylaczania dla trzech zbioréw). Dla do-
wolnych zbioréw skonczonych A, B,C mamy

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|BNC|—|CNAl+|AnBnNC|.

DowoOD. Zliczajac elementy zbioru AU B U C' dwukrotnie liczymy elementy, ktére
sg doktadnie w dwu z trzech zbioréw, czyli w AN B, w BNC lub w CN A. Elementy
z przekroju AN BN C najpierw liczymy trzykrotnie, potem trzy razy je usuwamy z
ANB,zBNCizCnNA, tak wiec musimy je z powrotem uzupelni¢ dodajac iloéé
elementéw w AN BN C (rys. H). O

ZADANIE 6.9. W pewnym klubie trenuje 13 oséb grajacych w tenisa, 16 o0s6b
grajacych w siatkéwke i 14 oséb grajacych w koszykéwke. Sposrdd z nich 4 graja
w tenisa i siatkéwke, 6 osdb gra w tenisa i koszykowke, 3 graja w siatkéwke i
koszykowke, a tylko dwie osoby graja we wszystkie trzy gry. Ile oséb jest w tym
klubie?

RozwiAZANIE. Niech

T — zbidér 0s6b grajacych w tenisa,
S — zbidér oséb grajacych w siatkowke,
K — zbidér oséb grajacych w koszykéwke.

Zatem |T| = 13, |S| = 16, |[K| = 14, [T N S| = 4, [TNK| = 6, |SNK| = 3,
|T'N SN K| =21na mocy twierdzenia [E8 mamy

TUSUK|=13+16+14—4—6—3+2=32.

6.4 Zasada szufladkowa Dirichleta

TWIERDZENIE 6.10 (Zasada szufladkowa Dirichleta). Jesli n obiektow jest roz-
mieszczonych w m szufladach i n > m, to istnieje szuflada z przynajmniej dwoma
obiektama.

Bardziej formalnie mozna powiedzie¢, ze nie istnieje bijekcja ze zbioru o n ele-
mentach na zbiér m-elementowy, gdy n > m.

PrRZYKEAD 6.11. W grupie 13 oséb musza by¢ co najmniej dwie osoby, ktére
urodzily sie¢ w tym samym miesigcu.

WezZmy bowiem 12 szufladek z nazwami miesiecy i ,wktadajmy” do nich osoby,
ktére urodzity sie w danym miesiacu. Poniewaz oséb jest 13, a szufladek 12, to w
jednej z nich musza by¢ co najmniej dwie osoby.

PRZYKELAD 6.12. Pewna grupa osoéb wita sie podajac sobie rece. Nikt nie wita sie
z samym soba i zadna para oséb nie wita sie podwdéjnie. Czy musza by¢ dwie osoby,
ktére witalty taka sama liczbe 0s6b?

Gdy jest n 0s6b, to kazda z nich przywita 0 lub 1 lub 2 lub ... n — 1 oséb.
Utwérzmy wiec n szuflad z etykietami 0,1,2,...,n — 1. W szufladzie z etykieta k
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umieszczamy osobe, ktora witala sie z dokladnie £ innymi osobami. Skoro jest n
0sob i n szuflad, to z zasadzy szufladkowej niewiele wynika. Przyjrzyjmy si¢ jednak,
czy mozliwe jest, aby we wszystkich szufladach bylo po dokladnie jednej osobie.
Wowcezas zajete byltyby szuflady pierwsza z etykieta 0 i ostatnia z etykieta n — 1.
Nie jest to mozliwe, bo nie moze by¢ osoby, ktoéra przywitata wszystkie pozostalte i
rownoczesnie takiej, ktora nie przywitata nikogo. Zatem pierwsza lub ostatnia musi
by¢ pusta. W takim razie n oséb zajeto co najwyzej n — 1 szuflad, wiec w jednej z
nich sa co najmniej dwie osoby — takie, ktore przywitaly te sama liczbe osob.

Powyzszy przyktad mozna sformutowaé bardziej formalnie w jezyku teorii gra-
fow. Ot6z w grafie skonczonym o n wierzchotkach bez petli istnieja co najmniej dwa
wierzcholki tego samego stopnia.

PrRZYKEAD 6.13. Wybierzmy 10 réznych liczb naturalnych ai,ao,...,a19 spo-
sréd 0,1,2,...,100. Pokazemy, ze w zbiorze {aj,as,...,a19} mozna wybraé¢ dwa
roztaczne podzbiory, dajace te sama sume.

Szuflady poetykietujmy liczbami reprezentujacymi mozliwe sumy liczb w co naj-
wyzej 10-cio elementowych podzbiorach zbioru {0,1,2,...,100}. Poniewaz najwiek-
sza mozliwa taka suma to 91+92+93+- - - +994+100 = 955, wiec mamy 955 szuflad z
etykietami: 0,1,2,...,955. Zrugiej strony 10-cio elementowy zbiér {ay,as,...,a10}
ma 210 = 1024 podzbiory, wiec musza byé dwa podzbiory zbioru {ay,as,...,aip} o
tej samej sumie.

Te dwa podzbiory nie musza by¢ roztaczne. Jesli jednak z obu z nich usuniemy
wspoélne liczby, to pozostate dalej beda dawaé takie same sumy, a powstate zbiory
beda juz rozlaczne.

ZADANIE 6.14. W szufladzie jest 20 sztuécéw, to znaczy tyzek, nozy i widelcow.
Udowodnij, ze znajdziemy tam co najmniej 7 tyzek, lub 10 nozy, lub 5 widelcdw.

ROZWIAZANIE. Zastosujmy tutaj metode szufladkowa. Tworzymy 3 szufladki: jedna
na tyzki, druga na noze i trzecia na widelce. Zal6zmy, ze mamy totalnego pecha i
nie sa spelnione oczekiwania z zadania. To znaczy, ze mamy najwyzej 6 lyzek w
pierwszej szufladce, najwyzej 9 nozy w drugiej i najwyzej 4 widelce w trzeciej. W
ten sposéb razem mamy najwyzej 6+9+4=19 sztuécéow. Ale miato ich byé 20, wiec
ten jeden ostatni musi wpas¢ do ktérejé z 3 szyfladek. To znaczy, ze mamy albo 7
tyzek, albo 10 nozy albo 5 widelcow. U

ZADANIE 6.15. W loterii mamy 49 kul ponumerowanych kolejno: 01, 02, 03,...,
49. Losowanie polega na wybraniu 6 kul. Dlaczego w jednym losowaniu musza by¢
co najmniej 2 kule z taka samg, pierwsza cyfra?

ROZWIAZANIE. Stosujemy metode szufladkowa. Tworzymy 5 szufladek: do pierw-
szej trafiaja kule z 0 na poczatku, do drugiej z 1 na poczatku, do trzeciej z 2 na
poczatku, do czwartej z 3 na poczatku i w koncu do piatej z 4 na poczatku. Kul w
jednym losowaniu jest 6 a szufladek tylko 5 wiec, zatem w ktérejs szufladzie musza
wyladowaé¢ przynajmniej 2 kule. Te dwie kule, lub wiecej, beda mialy te sama cyfre
na poczatku. O

ZADANIE 6.16. Piotrek ma w szafie 20 koszul: 4 niebieskie, 7 zielonych i 9 czer-
wonych. Ile musi wyjaé¢ koszul, aby 4 byly tego samego koloru?
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RozwiAZANIE. Tutaj tez stosujemy metode szufladkows. Tworzymy 3 szufladki: do
pierwszej trafiaja koszule niebieskie, do drugiej koszule zielone i do trzeciej koszule
czerwone. Piotrek moze mieé szczedcie i wyciagnaé od razu 4 koszule w tym samym
kolorze. A jesli Piotrek ma pecha i za kazdym razem wycigga inny kolor? Wtedy
napelni kazdg z 3 szufladek trzema koszulami. To daje razem 9 koszul. Kolejna
wyciagnieta koszula, czyli dziesiata, nie wiemy jakiego jest koloru, ale musi trafi¢
do ktérejs z szufladek. To bedzie czwarta koszula w tej szufladce, czyli czwarta
tego samego koloru. W takim razie Piotrek musi wyciagnaé¢ przynajmniej 10 koszul,
wtedy 4 z nich beda w jednym kolorze. O

6.5 Zliczanie funkcji

Niech X i Y beda dowolnymi zbiorami takimi, ze | X| =n > 0 oraz |Y| = m > 0.
Rozwazmy dowolng funkcje f: X — Y. Ile jest takich funkcji? Aby odpowiedzieé
na to pytanie musimy przypomnieé, ze funkcja kazdemu x € X przyporzadkowuje
doktadnie jeden y € Y. Dla ustalonego x mozliwych przyporzadkowan elementu
y jest tyle, na ile sposobéw mozemy wybraé¢ y z Y, czyli dokladnie m. 7 zasady
mnozenia Bl wynika, ze wszystkich funkcji jest

L0 1 R m = mn. (25)
—_——
n razy

PRZYKEAD 6.17. Kod PIN zlozony jest z 4 cyfr dziesietnych. Ile jest réznych
takich PIN-kodow?

Na kazdej z 4 pozycji PIN-kodu umieszczamy jedna z 10 cyfr od 0 do 9. Na
pierwszej pozycji mamy 10 mozliwosci. Na drugiej mamy takze 10 mozliwoséci bo
wybrana wczesniej cyfra moze si¢ powtdrzyé. Na trzeciej pozycji jest rowniez 10
mozliwoéci i tak samo na czwartej, ostatniej pozycji. Stad 10* wszystkich mozliwych
PIN-kodow.

Inaczej méwiac wybor kazdego PIN-kodu to funkcja f ze zbioru X = {1,2,3,4}
pozycji PIN-kodu w zbiér cyfr Y = {0,1,...,9}. Ze wzoru (Z5) mamy 10* takich
funkcji f, co oznacza, ze jest 10* réznych czterocyfrowych PIN-kodéw.

Zalézmy teraz dodatkowo, ze n < m. Pytamy ile jest funkcji réznowartoscio-
wych f: X — Y7 Zliczajac takie funkcje musimy przypomnieé, ze iniekcja réznym
argumentom, czyli elementom z X, przyporzadkowuje rézne wartosci, czyli elemen-
ty z Y. To znaczy, ze jesli jakiemu$ x1 € X przyporzadkowaliémy pewien y; € Y, to
kolejnemu x5 # x1 nie mozemy juz przyporzadkowaé y;. Tak wiec ilo$¢ mozliwosci
wyboru y € Y dla x € X zmniejsza sie o 1 z kazdym przyporzadkowaniem y do x.
Zgodnie 7z zasadg mnozenia Bl funkcji réznowartosciowych jest

m)!

m(m—1)(m—-2)...(m—n+1)= (26)

(m—n)!’
PRZYKEAD 6.18. Ile jest czterocyfrowych PIN-kodéw, w ktérych cyfry nie powta-
rzaja sie?

Zbiory X i Y sg jak w przykladzie BT Tym razem funkcja f: X — Y musi
by¢ réznowarto$ciowa bo cyfry nie moga powtarzaé sie. Zatem z uwagi na wzor (20)
mamy 16_0!! = 5040 takich PIN-kodéw.
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Mozna tez na to patrze¢ tak. Na pierwsej pozycji PIN-kodu mozemy wybraé
dowolng z 10 cyfr. Na drugiej pozycji mamy juz tylko 9 mozliwoéci bo jedna cyfra
zostala wybrana i nie mozemy jej powtérzy¢. Na trzeciej pozycji mamy juz tylko 8
mozliwych do wyboru cyfr. Na czwratej pozycji zostaje nam 7 mozliwych cyfr do
wyboru. Ostatecznie mamy 10 -9 -8 - 7 = 5040 takich PIN-kodéw, gdzie cyfry nie
powtarzaja sie.

ZADANIE 6.19. Na kurs tanca uczeszcza pieciu chtopakow i osiem dziewczat. Kroki
taneczne ¢wiczy sie parami. Na ile sposobéw moze byé¢ wykonany jeden taniec?

R0OZWIAZANIE. Aby wykonaé taniec nalezy potaczyé chlopakéw z dziewczynami
w pary. Poniewaz chlopakéw jest mniej, wiec kazdy z nich dobiera sobie dziewczyne
do pary (inny sposéb zobaczymy w zadaniu B). Pierszy z chlopakéw moze wybraé
kazda z oSmiu dziewczat. Kolejny, drugi ma juz do wyboru o jedna mniej, czyli
7. Nastepnemu, trzeciemu, do wyboru jest jedna z 6 dziewczat itd.. Ostatniemu,
piatemu zostaje wybor jednej z 4 dziewczat jakie zostaly. Podsumowujac, mamy
razem 8 - 7-6 -5 -4 = 6720 mozliwosci potaczenia w pary, czyli wykonania tanca.
Zauwazmy, ze zliczamy tutaj funkcje réznowartosciowe f: X — Y, gdzie X to
zbior chlopakéw, a Y to zbidr dziewczat. Interesuja nas tylko iniekcje bo zadna
z dziewczat nie moze zosta¢ wybrana przez dwbdch réznych chtopcow. O

6.6 Zliczanie podzbioréw

Niech X bedzie dowolnym zbiorem o n elementach. Policzmy ile jest wszystkich
podzbioréw w X. W tym celu przez A oznaczmy dowolny podzbiér X. Rozwazmy
funkcje f: X — {0,1} dana nastepujacym wzorem

0, gdy x ¢ A,
flw) = i
1, gdy x € A.

Taka funkcje f nazywamy funkcjq charakterystyczng zbioru A.

Zauwazmy, ze ustalony podzbiér A wyznacza jednoznacznie funkcje f i na od-
wréot. Gdy mamy funkcje f, ktora elementom X przyporzadkowuje liczby 0 lub 1
to zbiér A ={z € X: f(x) = 1} jest pewnym podzbiorem zbioru X, ktérego funk-
cja charakterystyczna jest wiasnie f. Zatem podzbiory zbioru X wzajemnie jedno-
znacznie odpowiadajg funkcjom charakterystycznym. Aby wiec policzyé podzbiory
wystarczy policzy¢ mozliwe funkcje charakterystyczne dla zbioru X, a to juz umie-
my — patrz podpunkt Jesli przyjmiemy, ze | X| = n to dostajemy nastepujace
stwierdzenie.

STWIERDZENIE 6.20. Wiszystkich podzbioréw w zbiorze n elementowym jest 2™.

Funkcje charakterystyczne i ciggi binarne maja wiele wspdlnego. Ciag binarny
to ciag dowolnej dtugosci ztozony tylko z cyfr 0,1.

Kazdy podzbiér A zbioru X = {z1,z2...,2,} mozemy utozsami¢ z n-elemen-
towym ciggiem binarnym, w ktérym na i-tym miejscu stoi 1, gdy z; € A, w prze-
ciwnym razie na i-tym miejscu stoi 0. Na przyklad dla X = {1,2,3,4,5} ciag
01101 oznacza podzbiér A = {2,3,5}. Z tego wynika, ze podzbioréw zbioru n-
elementowego jest tyle, co ciagéw binarnych dtugosci n, czyli 2", bo na kazdej z n
pozycji takiego ciagu mamy 2 mozliwosci 0 albo 1.
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Ponadto ciagéw binarnych dtugoéci n, zawierajacych doktadnie k jedynek jest
tyle, co k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego. Wyznaczeniem ilosci
k-elementowych podzbioréw w zbiorze n-elementowym zajmiemy sie¢ poznie;j.

7 Permutacje

Permutacja zbioru skoniczonego X to bijekcja f: X — X.
Niech Z,, oznacza zbidr reszt przy dzieleniu przez liczbe n, to znaczy

Zn=1{0,1,2,...,n—1}.

Zbiér permutacji zbioru Z,, oznaczamy przez S,,. Zbiér n-elementowy ma doktadnie
n! permutacji, to znaczy
|Sp| = nl.

PRZYKEAD 7.1. Rozwazmy funkcje 7: Z7y — Zy zadang ponizsza tabela:

n (0112345
m(n) || 2|3

Funkcja 7 jest bijekcja z Z7 w Zr, zatem jest permutacja i m € Sy.
ZADANIE 7.2. Na ile sposob6w mozna ustawi¢ na polce 7 ksigzek?

RozwiAZANIE. Jesli ponumerujemy miejsca na pétce od 0 do 6 i ksiazki od 0 do 6,
to w tabelce w przyktadzie [Tl mamy jedno z mozliwych ustawien. Na miejsu 0 stoi
ksigzka 2 itd.. Na pierszym miejscu na pélce mozemy ustawié¢ jedna z 7 ksiazek, na
drugim jedna z 6, na trzecim jedna z 5 itd. Tak wiegc mamy 7-6-5-4-3-2-1 =
7! mozliwoéci. Liczymy tutaj iniekcje jak w zadaniu BETY ale to sg jednoczesnie
surjekcje bo ilos¢ miejsc ma potce i ksigzek jest taka sama. Tak wiec liczymy bijekcje.

Gdy patrzymy na liczby ze zbioru X = {0,1,2,3,4,5,6} jak na numery miejsc
na pélce, czy numery ksiagzek, to w tym zadaniu liczymy bijekcje f: X — X, gdzie
| X| = 7. Takich bijekcji jest 7!. O

7.1 Cykle

Cykl zbioru n-elementowego X to taka permutacja o zbioru X, dla ktérej
{z,a(z),a?(z),...,a" (z)} = X,

dla dowolnego = € X. Latwo zauwazy¢, ze jesli dla pewnego zg € X mamy
{20, a(x0), a%(20), ..., Hzo)} = X, to jest tak dla wszystkich 2 € X, czyli
« jest cyklem na X. Cykl a zbioru X zapisujemy jako

(z,a(x),... ,oz"_l(:v))

dla dowolnie wybranego x € X.
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PRZYKEAD 7.3. Rozwazmy permutacje o € Sg dang przez tabele:

n ||0|1(2]3]|4]|5
a(n) || 315

Zauwazmy, ze dla zg = 0 mamy
{0,(0) = 3,0%(0) = 1,0%(0) = 5,a(0) = 4,0°(0) = 2} = Zg
zatem o = (0,3,1,5,4,2) jest cyklem.

Dowolng permutacje 7 zbioru X mozna roztozyé¢ na roztaczne cykle w sposéb
nastepujacy:

1. wybieramy dowolny element x € X, ktéry nie jest jeszcze w zadnym cyklu,

2. iterujemy permutacje 7 otrzymujac kolejno: z,7(x), 72 (x),73(z),... az do
uzyskania 7/ (x) = x,

3. dodajemy do rozktadu cykl (z,7(z),..., ™ (z)),

4. jesli w zbiorze X pozostaly jeszcze elementy niepokryte przez zaden cykl, to
wracamy do pierwszego punktu naszej procedury.

Jedli permutacja 7 zlozona jest z k roztacznych cykli, to zapisujemy ja = =
(xo,... )(x1,...) ... (Xf_1,...), gdzie w kolejnych nawiasach sa elementy kolejnych
cykli zaczynajacych sie od odpowiednio: g, 21, ...,Tk_1.

PRZYKLAD 7.4. Rozwazmy jeszcze permutacje m € Sy:

mn)||2|3]6]0]4][1|5]8

Rozklad 7 na cykle:
e pierwszy cykl: 0,7(0) = 2,7(2) =6,7(6) =5,7(5) = 1,7(1) =3,7(3) =0,
o drugi cykl: 4,7(4) = 4,
o trzeci cykl: 7,7w(7) =8,7(8) =7,

Ostatecznie m = (0,2,6,5,1,3)(4)(7,8).

TWIERDZENIE 7.5. Rozklad permutacji na cykle jest jednoznaczny z dokladnoscig
do kolejnosci.

Typ permutacji © € Sy, to wektor (ci,ca,...,¢p), gdzie ¢; jest liczba cykli diu-
gosci ¢ w rozktadzie 7. Zazwycza] typ permutacji zapisujemy jako

[1912¢2 .. pen],

przy czym czesto pomijamy te wartodci, dla ktérych ¢; = 0.
Permutacja z przykladu [L4 ma jeden cykl dlugoéci 1, jeden cykl dtugosdci 2 oraz
jeden cykl dtugosci 6, a wiec jej typ to [11,2!,61].
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7.2 Transpozycje

Transpozycja to permutacja zbioru n-elementowego X (dla n < 2) typu [17221].
Innymi stowy, transpozycja dokonuje tylko jednego przestawienia dwoch elementow
ze zbioru X.

PRZYKLAD 7.6. Dla permutacji w € S7 takiej, ze:

n (|01
mn) [|0|1]5]3|4

mamy 7 = (0)(1)(2,5)(3)(4)(6) = (2,5), a wiec 7 ma typ [1°2!], co oznacza, ze 7
jest transpozycja.

TWIERDZENIE 7.7. Dowolny cykl z S, jest zlozeniem n — 1 transpozycji.

Poniewaz, na mocy dowolna permutacja jest rozktadalna na cykle, zatem z
powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda permutacja jest ztozeniem transpozycji.
W szczegblnosei kazda permutacja typu [1¢02°2 ... n], ma rozklad na co najwyzej
¢y +2c3+ -+ + (n — 1)¢, transpozycji.

Permutacja jest parzysta, gdy jest zlozeniem parzystej liczby transpozycji, na-
tomiast permutacja jest nieparzysta, gdy jest zlozeniem nieparzystej liczby trans-
pozycji. Znak permutacji 7 to

sign(r) = (—1)",

gdzie r jest liczba transpozycji, na ktére mozna rozltozyé m.

8 Wspdlczynniki dwumianowe

Wiemy juz, ze zbiér n-elementowy X ma dokladnie 2" podzbioréw, tyle ile jest funk-
cji charakterystycznych podzbioréw. Teraz zajmiemy sie pytaniem ile taki zbiér ma
podzbioréw o dokladnie k£ elementach. Rodzine wszystkich k-elementowych pod-
zbioréw zbioru X bedziemy oznaczaé przez Pp(X).

Wspolczynnik dwumianowy (Z) to iloéé¢ k-elementowych podzbioréw zbioru n-

elementowego, czyli
n
= L)l

TWIERDZENIE 8.1. Dla dowolnych 0 < k <n

n n!
(k:) G

DowoOD. Ustalmy pewien n-elementowy zbiér X, i wybierajmy po kolei k réznych
jego elementéw, tzn. utworzmy iniekcje Zjp — X. Wiemy, ze takich iniekcji jest
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W wyniku takiego wyboru, dostajemy wszakze pewien uporzadkowany ciag k ele-
mentéw zbioru X. Wiele takich ciagdw wyznacza ten sam k-elementowy podzbiér
zbioru X. Ciagi takie réznia si¢ jedynie kolejnoscia elementow, a zatem jest ich tyle
ile permutacji zbioru k-elemetowego, czyli k!. Zatem jest dokladnie

nn—1)-...-(n—k+1) n!

k! = (n— kK

podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego. U
To samo twierdzenie mozna dowie$¢ indukcyjnie.

TWIERDZENIE 8.2. Dla n,k € N zachodzi:

NG
(ii) @)z&dhk>m

(iii) <:L> =n, dlan >0,

n n
1 = > > .
(iv) <l<:> (n B k) ,dlan>k>0

Dowop. (i) Natychmiastowa konsekwencja faktu, ze dowolny zbiér n-elementowy
X ma tylko jeden 0O-elementowy podzbidr, a mianowicie podzbiér pusty @ i tylko
jeden podzbiér n-elementowy, to znaczy caty zbiér X.

(ii) Zbidr n-elementowy nie moze mie¢ podzbioréw o k > n elementach.

(iii) Podzbioréw jednoelementowych jest dokladnie tyle ile elementéw w zbiorze.

(iv) Zalézmy, ze n > k > 0. Wowczas k-elementowych podzbioréw A w n-
elementowym zbiorze X jest tyle samo co ich (n— k)-elementowych dopelnien X'\ A.
Innymi stowy funkcja

Pr(X)2A— X\AeP,k(X)
jest bijekcja, a wiec |Py(X)| = |Pri(X)]. O

TWIERDZENIE 8.3. Dla 0 < k <n mamy:

ny (n-—1 + n—1

k] \k-1 k)
DowODp. Zalézmy, ze | X | = n. Po usunieciu ze zbioru X elementu a € X dostajemy
(n — 1)-elementowy zbiér X’. Niech A € Pr(X). Mamy dwie mozliwo$ci

1. a € A,

2. a ¢ A.
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W drugim przypadku zbiér A to k-elementowy podzbiér (n—1)-elementowego zbioru
X', czyli A € Pr(X').

W pierwszym przypadku podzbior A jest jednoznacznie wyznaczony przez swo-
je pozostale k — 1 elementéw. To znaczy A = A’ U {a}, gdzie A’ € Pr_1(X') i
podzbioréw A jest tyle samo co podzbioréw A’. A zatem

(Z) = [Pe(X0)] = [Pe(X)] + [Pror(X)] = (n . 1) " (Z - 1)

8.1 Trdjkat Pascala
Tréjkgt Pascala bazuje na wlasnosci B3 i ustawia liczby w nastepujacy sposéb:
e wiersze numerowane sa kolejnymi liczbami naturalnymi, n =0,1,2,...,

o w kazdym wierszu wystepuje doktadnie n + 1 liczb, kolejno:

(o) G160 ()

Przesuniecie w wierszach, pozwala wyliczy¢ (7)) jako sume (Zj) + (";1) (por.
. . ’ . n
B3) dwu liczb stojacych bezposrednio nad (7).
8.2 Dwumiany
Ponizsze twierdzenie wyjaénia pochodzenie nazwy wspdétczynnika dwumianowego.
TWIERDZENIE 8.4. Diaz,ye RineN
" (n
(T+y" =) <k> akyn k.
k=0
Rozwinmy klika poczatkowych dwumianéw zgodnie z tym twierdzeniem:
(a+b)? = a® + 2ab + b?,
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b?,
(a+b)* = a* + 4a3b + 6a2b* + 4ab® + b2,
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8.3 Przyklady zastosowan

PRzYKEAD 8.5. Znajdujemy si¢ w mieScie zbudowanym na planie prostopadle
przecinajacych si¢ ulic. Ile jest najkrétszych drég z A do B, gdy B znajduje si¢ na
szostej przecznicy na wschéd i na trzeciej przecznicy na péinoc od A?

Zauwazmy, ze kazda najkrotsza droga biegnie przez dokladnie 9 skrzyzowan
(liczac skrzyzowanie w punkcie A i nie liczac skrzyzowania w punkcie B). Na kazdym
takim skrzyzowaniu musimy podjaé¢ decyzje, czy pdjs¢ na wschdd czy na podinoc,
przy czym musimy i§¢ doktadnie 3 razy na péinoc i dokladnie 6 razy na wschod.
Zatem liczba najkrétszych drég z A do B to liczba wyboréw sposrod 9 skrzyzowan,
trzech, na ktérych péjdziemy na poéinoc, badz 6 na ktérych péjdziemy na wschod.
A zatem liczba ta wynosi (g) = (2) = 84.

W ogoélnosci zalézmy, ze mamy kratke m x n i chcemy narysowaé¢ najkrétsza
tamang po krawedziach kratki taczaca lewy dolny wierzchotek z prawym gérnym.
Na ile sposobéw mozemy narysowaé taka tamana?

Widzimy, ze musimy narysowa¢ m + n odcinkéw jednostkowych, z ktérych do-
ktadnie m jest pionowych i doktadnie n jest poziomych. Zatem jest

m+n) (m+n\ (m+n)
m N n - mln!
sposobow potaczenia dwoch przeciwlegtych wierzchotkow.

PRzYKEAD 8.6. lle rozwigzan ma réwnanie
o+ T+t T3 +24 =17,

gdzie x; sa liczbami naturalnymi?

Uzyjmy kratki rozwazanej w poprzednim przyktadzie do polaczenia przeciwle-
glych jej rogéw. W kratce rozmiaru 4 x 7 suma poziomych odcinkéw daje 7 i jest
doktadnie 5 takich odcinkéw, po jednym na kazdym poziomie. Jesli dtugosci tych
odcinkéw oznaczymy odpowiednio przez xg,x1, T2, T3, x4, to kazda taka droga (la-
mana) na kratce ustala pewne rozwiazanie naszego réwnania, i kazde rozwiazanie
réwnania wyznacza dokladnie jedna droge (lamana).

Inaczej zadanie to mozemy rozwiaza¢ korzystajac z ciagdéw binarnych. Zauwaz-
my, ze kazde rozwigzanie naszego rownania mozemy utozsamic z ciagiem binarnym:

00...0100...0100...0100...0100...0,
—_— Y Y Y Y~

) T T2 T3 T4

w ktorym jest razem 7 zer i 4 jedynki, czyli z ciagiem binarnym dlugosci 11, w
ktoérym sa 4 jedynki.

Zatem istnieje (71

1) = 330 rozwigzan naszego réwnania.

PRZYKELAD 8.7. Rozwazmy pokratkowana kartke wielkosci n x n i policzmy na ile
sposob6w mozna w jej wnetrzu narysowaé prostokat tak, aby wszystkie jego boki
byly réwnolegle do krawedzi kartki?

Zauwazmy, ze kazdy taki prostokat jest jednoznacznie wyznaczony przez dwie
spos$réd n+ 1 poziomych linii oraz przez dwie sposréd n+ 1 pionowych linii. Rzeczy-
wiscie, dowolny prostokat wyznacza dwie linie poziome i dwie pionowe. I na odwrot
dowolny wybér linii pozwoli nam nakresli¢ jednoznacznie prostokat na kartce.
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Poziome linie mozemy wybraé na (";‘1) sposobéw i pionowe linie takze na (

sposobdéw. Zatem taki prostokat mozemy narysowa¢ na doktadnie

")

2 2
n+1\" [nn+1)
2 2 ’
Iloé¢ Losujemy Powtérzenia Kolejnosé Nazwa Wzér
. permutacje bez
n n nie tak L, P, =n!
powtorzen
n n tak tak permutacje z prine _ 717'
powtérzeniami " ni!...ng!
n & nie tak wariacje bez vE — n!
powtérzen " (n—k)!
n k tak tak warlaqe z - Wk =nk
powtorzeniami
inacj n n!
n k nie nie kombma/uqe })ez CZ _ _
powtérzen k (n—k)k!
. 1 tak nie kombinacje z 5 (ntk-1)!
powtérzeniami " (n— 1)

Tabela 6: Wzory na permutacje, wariacje i kombinacje.

Ponizsze zadanie zostalo juz wczeéniej rozwigzane w Teraz rozwiazemy je
stosujac wsétczynniki dwumianowe.

ZADANIE 8.8. Na kurs tanca uczeszcza pieciu chtopakéw i osiem dziewczat. Kroki
taneczne ¢wiczy sie parami. Na ile sposobéw moze byé¢ wykonany jeden taniec?

ROZWIAZANIE. W rozwigzaniu ustawialiSmy chlopakéw i dziewczyny w pary
w ten sposob, ze chtopak wybieral dziewczyne. Teraz zatézmy, ze to dziewczyny
wybieraja chtopakow. Dziewczat jest 8, a tylko 5 z nich moze zatanczy¢ w jednym
tancu. Wybierzmy zatem najpierw tych 5 szczesciar. Wybieramy 5 z 8 dziewczat.
Mozemy to zrobi¢ na (?) sposobow bo tyle jest piecioelementowych podzbioréw
w zbiorze o$mioelementowym. Teraz mamy 5 dziewczat i 5 chlopakéw. Pierwsza
ma do wyboru 5 chlopakéw, druga 4, trzecia 3, czwarta 2 i ostatniej zostaje jeden
ostatni chlopak. To daje 5-4-3-2-1 = 120 wybordéw. Zauwazmy, ze to sa permutacje
zbioru piecioelementowego (tak jak by$my ustawiali 5 ksiazek na pdlce, poréwnaj
zadanie [[2). Daje to razem (§)5! =56 - 120 = 6720 sposobodw. O

ZADANIE 8.9. Ile jest 4-cyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie wystepuje
jedna cyfra nieparzysta i trzy parzyste?

RozwiAZANIE. Mamy tutaj dwa przypadki. Pierwsza cyfra moze byé¢ parzysta lub
nieparzysta. Jesli jest parzysta to musi by¢ jedna z 2,4,6,8 bo 0 nie moze byé na
poczatku (wtedy bylaby to liczba 3-cyfrowa). Zatem na pierwszym miejscu mamy



9 TEORIA LICZB 35

(411) mozliwoéci. Na jednym z trzech pozostalych miejsc mamy liczbe nieparzysta.
Miejsce to mozemy wybra¢ na (‘;’) sposobdw, natomiast sama cyfra jest jedna z
1,3,5,7,9, wiec mamy (‘;’) mozliwosci. Pozostate dwie cyfry sa parzyste i mozemy je
wybraé sposréd 0,2,4,6,8. Tak wiec na tych dwoch pozostatych miejscach mamy po
(‘;’) mozliwo$ci. To daje nam razem (411) (i’) (?) (‘;’)2 mozliwo$ci w pierwszym przypadku.

W drugim przypadku na pierwszym miejscu stoi liczba nieparzysta, ktéras spo-
sréd 1,3,5,7,9. Mamy tutaj (?) mozliwoéci wyboru. Pozostalte trzy cyfry maja by¢
parzyste. Wybieramy je sposréd cyfr 0,2,4,6,8. Zatem na kazdym z pozostatych 3

miejsc mamy po (i’) mozliwo$ci. Razem (?) .
Ostatecznie mamy 4 - 3 - 53 4+ 5% szukanych liczb. O

9 Teoria liczb

9.1 Podzielnosé, NWD, NWW

Niech a,b € Z i b > 0, wtedy istnieja dwie jednoznacznie wyznaczone liczby: iloraz
q € Z ireszta r € N, spelniajace nastepujace warunki:

a=bg+r i 0<r<hb.
Reszte z dzielenia a przez b zapisujemy jako
r = a mod b.

W wielu jezykach programowania, na przyktad w C, C++, PHP, operacja obliczania
reszty z dzielenia to %. Tak wiec r = a % b.
Moéwimy, ze b dzieli a i piszemy

b|a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie ¢ €Z, ze a = bg.

W takim wypadku méwimy tez, ze a jest podzielne przez b lub b jest dzielnikiem a
albo, ze a jest catkowita wielokrotnoscig b. Innymi stowy, jesli b dzieli a to reszta z
dzielenia a przez b réwna jest 0, innymi stowy a mod b = 0.

STWIERDZENIE 9.1. Dla dowolnych a,b,c € Z zachodzi:
(i) jeslia|b to a | be,

(ii) jeslia|bib|c toa]ec,
(iii) jeslia|bia|ctoal (b+c).

DowOD. (i) Z zalozenia wiemy, ze istnieje ¢ € Z takie, ze ag = b. Mnozac obie
strony réwnosci przez ¢ dostajemy aqc = be. A wiec dla ¢’ = qc € Z mamy aq’ = be,
co z kolei oznacza, ze a | be.

(ii) Z zalozenia istnieja p,q € Z takie, ze ag = b i bp = ¢. Latwo zauwazamy, ze
dla ¢ = pg mamy aq’ = apq =bp = ¢, czyli a | c.

(iii) Z zalozenia istnieja p, ¢ takie, ze ag = b1 ap = ¢. Dodajac stronami ostatnie
réwnosci otrzymujemy a(p +q) = b+ ¢, czylia | b+ c. O



9 TEORIA LICZB 36

Nagwiekszy wspolny dzielnik liczb catkowitych a i b, zapisywany jako NWD(a, b),
gdzie chociaz jedna z liczb a, b jest r6zna od 0, to taka najwicksza liczba naturalna
d, ze d|aid|b. Oczywiscie,

1 < NWD(a,b) < min(a,b).

Nagmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb a,b > 0, oznaczana przez NWW (a, b),
to taka najmniejsza liczba dodatnia w, ze a | w i b | w. Zauwazmy, ze

max(a,b) < NWW(a,b) < ab.
Najmniejsza wspodlna wielokrotnos¢ uzywamy na przykitad podczas skracania
utamkéw. Wezmy nastepujacy utamek:

45 3-15 3

60 4-15 4
Tutaj NWD(45,60) = 15.

9.2 Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa to algorytm wyznaczania najwickszego wspolnego dzielnika
dwu dodatnich liczb catkowitych.

—_

. Wezytaj liczby a,b > 0.

2. Oblicz r jako reszte z dzielenia a przez b.

3. Zastap a przez b, za$ b przez r.

4. Jezeli b =0, to zwrdéé a w przeciwnym wypadku przejdz do punktu 2.
PRZYKEAD 9.2. Przebieg obliczenia NWD(1029, 1071).
a=1029 b=1071 1029 =0-1071+ 1029 r = 1029
a=1071 b=1029 1071 =1-1029 + 42 r =42
a=1029 b=42 1029 =24 - 42 + 21 r=21

a =42 b=21 42=2-2140 r=20
a=21 b=0

Algorytm zwraca a = 21.

9.3 Liczby pierwsze i rozklad na czynniki pierwsze

Kazda liczba naturalna ¢ > 1 ma przynajmniej dwa dodatnie dzielniki: 1 oraz
a. Liczba pierwsza to taka liczba naturalna p, ktora posiada doktadnie dwa rézne
dzielniki: 1 oraz p. Oto lista wszystkich liczb pierwszych mniejszych od 100:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31,37, 41, 43,47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Liczba zloZona to liczba naturalna a, ktéra nie jest pierwsza, a wiec ma jakis dodatni
dzielnik rézny od 1 i a. Liczby wzglednie pierwsze to takie liczby a i b, dla ktérych
NWD(a,b) = 1.
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TWIERDZENIE 9.3. Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

DowOD. Zalézmy niewprost za Euklidesem, ze liczb pierwszych jest skonczenie
wiele i sg to: pi,...,pr. Rozwazmy liczbe

n=pp2...pp+ 1.

Jest ona oczywiscie wigksza od kazdej liczby p;. Ponadto zadna z liczb pierwszych
p; nie dzieli n, bo przy dzieleniu przez p; daje reszte 1. A zatem n, albo jest nowa
liczba pierwsza, albo w rozkladzie n sa nowe liczby pierwsze. Sprzecznosé. U

TWIERDZENIE 9.4. Dla dowolnych 0 # a,b € Z istniejg takie n,m € Z, Ze:
an + bm = NWD(a, b).
LEMAT 9.5 (Lemat Euklidesa). Jesli n | ab i NWD(n,a) =1, ton | b.

DowoObp. Skoro NWD(a,n) = 1, to z uwagi nalldl istnieja x, y takie, ze ax+ny = 1.
Mnozac obie strony réwnosci przez b otrzymujemy:

xab + ynb = b.

7, zalozenia wiemy, ze n dzieli lewa strone powyzszej rownosci. Musi zatem dzieli¢
tez prawa. ]

TWIERDZENIE 9.6 (Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki). Kazda liczba na-
turalna n > 1 ma jednoznaczny (z dokladnoscig do kolejnosci) rozklad na iloczyn
liczb pierwszych.

STWIERDZENIE 9.7. Jesli 0 < a,b € N, a = p"ps?...p* i b= pf1p§2 .. .pfk,
gdzie p; sq liczbami pierwszymi oraz 0 < oy, B; € N, to

NWD(a, b) = pflnin(ahﬁl) L .pznin(akyﬁk)

NWW (a,b) = prlnax(al’ﬁl) ..... pzlax(ak,ﬁk)
NWD(a,b) - NWW(a,b) = ab.

ZADANIE 9.8. Niech a = 2°-37.6!9 b = 2%.32.513.45 Oblicz NWD(a,b) i
NWW (a, b)?

RozwiazANIE. NWD i NWW wyznacza sie bardzo latwo, gdy mamy rozktad liczb
na czynniki pierwsze. Tutaj prawie mamy ten rozklad. Prawie dlatego, ze dla a
liczby 2, 3 sa pierwsze, ale 6 juz nie. Wiemy, ze 6 = 2-3. Dla b z kolei 2, 31 5 sa
pierwsze, ale 4 nie. Wiemy, ze 4 = 22. Stad mamy nastepujace rozktady na czynniki
pierwsze:

(Z:25‘37‘610:25‘37‘(2‘3)10:25‘37‘210‘310:215‘317

Zgodnie ze stwierdzeniem @7 aby policzy¢é NWD(a,b) bierzemy minimum przy
kazdym z czynnikéw z rozkladu. W a liczba 2 jest w potedze 15, natomiast w b
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liczba 2 jest w 16 potedze. W NWD liczba 2 bedzie zatem w 15 potedze i tak dalej.
Ostatecznie mamy:

NWD(a,b) = 2" - 32.

Nie pojawita si¢ tutaj liczba 5 bo w a jest ona w potedze 0, a 0 jest mniejsze od 13,
no i 5% = 1, a mnozenie przez 1 nic nie zmienia. Aby policzyé NWW (a, b) zgodnie
ze stwierdzeniem bierzemy maksimum przy kazdym z czynnikow z rozktadu. W
a liczba 2 jest w potedze 15, natomiast w b liczba 2 jest w 16 potedze. W NWD
liczba 2 bedzie zatem w 16 potedze i tak dalej. Ostatecznie mamy:

NWW (a,b) = 216 . 317 . 513,

ZADANIE 9.9. Oblicz NWD(10!,6%) oraz NWW (1218, 18!2).

ROzwWIAZANIE. Na pierwszy rzut oka liczby w zadaniu sa duze i nie widaé jak za
si¢ zabra¢, ale jak w zadaniu poprzednim znajdzmy rozklady na czynniki pierwsze:

100=2-3-4-5-6-7-8-9-10=2-3.22.5.2.3.7.23.32.2.5=28.3*.52. 7,
67 =(2-3)2=2%.3°,

1218 :(22‘3)18:236‘318

1812:(2'32)12:212'324.

Teraz widaé, ze

NWD(10!,6%) =2%.3%,  NWW/(12!8,18!%) = 236 . 3%,

10 Arytmetyka

10.1 Rozwigzywanie réwnan modularnych

Niech 0 < n € N. Méwimy, ze dwie liczby a,b € Z przystaja do siebie modulo n, co
zapisujemy

a=,b wtedy itylko wtedy, gdy a modn =b mod n,

czyli gdy a,b daja te sama reszte przy dzieleniu przez n. Réwnowaznie pisze sie
17 =7 3 albo 17 mod 7= 3 albo 17% 7 = 3.
Dla dowolnych a, b, c € Z oraz 0 < n € N zachodzi:

e a=,a,
o jeSlia=, b, to b=, a,

e jeflia=,bib=,¢c, toa=,c
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Powyzsze wlasnosci $wiadcza o tym, ze przystawanie =,, modulo n jest relacja row-
nowaznos$ci na zbiorze Z. Dlatego czasem relacja ta nazywana jest réwnoscia modulo
n. Okazuje sie tez, ze relacja =, jest zgodna z dzialaniami arytmetycznymi: doda-
wania, odejmowania i mnozenia, a wiec jest kongruencja ze wzgledu na te dzialania.

STWIERDZENIE 10.1. Dla dowolnych a,b,c,d € Z oraz 0 < n € N zachodzi:
(a) jeslia=,bic=,d, toa+c=,b+d,

(b) jeslia=,bic=,d, toa—c=,b—d,

(c) jeslia=,bic=,d, toac=, bd.

ZADANIE 10.2. Oblicz 15% 4+ 38 4- 6333 mod 7.

ROZWIAZANIE. Poniewaz 15 =7 1, wiec na mocy [LTl(c) mamy 15-15=71-1= 1.
Zatem 1599 =; 1. Teraz 3% = 9%. Wiemy, ze 9 =7 2. Korzystajac z[[Iic) i mnozac
te kongruencje ze sobg stronami 4 razy widzimy, ze 9* =; 24. Tak wiec otrzymujemy
3% =7 2 = 16 =7 2. Dalej, podobnie w oparciu o [[I}(c) mamy 6333 =7 —1333 = —1.
Stad ostatecznie 159 4 3% + 633 mod 7=14+2—-1=2. O

Zbiér reszt modulo n wraz z operacjami dodawania i mnozenia tworzy pierscien
przemienny z jedynka Z, = {0,1,...,n — 1}. Pierdcien ten nie zawsze jest jednak
cialem bo nie zawsze mozemy skraca¢ w mnozeniu czynnik zachowujac kongruencje.
Na przyktad:

2:-2=4=410=2-5,

ale 2 #Zg 5. W réwnosci modulo n mozemy skracaé czynniki wzglednie pierwsze z n.

STWIERDZENIE 10.3. Dla a,b,d,n € N jesli 0 < n, ad =, bd i NWD(d,n) = 1,
toa =, b.

W takim piercieniu Z, mozna rozwiazywac tzw. réownania modularne. Dla a,b €
Z, a # 0 rozwigzania réwnania modularnego

axr =, b,
z jedna niewiadoma x zaleza od wielkosci NWD(a,n) w nastepujacy sposéb:
e Jesli NWD(a,n) =1,

to istnieje nieskoniczenie wiele rozwiazan. Wszystkie one sa postaci x = xo+kn,
gdzie 0 < g < n jest jakim$ rozwiazaniem, a k € Z.

o Jesli NWD(a,n) =:d > 1,

to réwnanie ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy réwniez d | b. W tym
przypadku rozwiazania réwnania ax =, b pokrywaja sie z rozwigzaniami réw-
nania

a b
-

d

a3

7

ZADANIE 10.4. Podaj zbiér rozwiazan réwnania 16x =49 24.
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ROZWIAZANIE. Zaczynamy od policzenia NWD(16,40) = 8. Poniewaz 8 | 24, to
uzyskujemy nowe réwnanie 2x =g 3, ktérego rozwiazania pokrywaja sie z orygi-
nalnym. Teraz do 3 dodajemy tak dtugo 5 az uzyskamy liczbe podzielna przez 2.
Zobaczmy, ze 3+ 5 = 8 jest podzielne przez 2 i daje 4. Stad zbiér rozwiazan naszego
rownania to 4 4+ 5k dla k € Z. Sprawdzmy, jak wstawimy za x = 4 to dostaniemy
8 =5 3, jak wstawimy x = 9 to dostaniemy 18 =5 3. U

ZADANIE 10.5. Podaj zbiér rozwiazan réwnania 15z =¢ 11.

ROZWIAZANIE. Zaczynamy od policzenia NWD(15,6) = 3. Ale 3 { 11, wigc to
rOwnanie nie ma rozwiazan. O

10.2 Chinskie twierdzenie o resztach

TWIERDZENIE 10.6 (Chinskie twierdzenie o resztach). Niech 0 < ny,na,...,ny €
N bedg parami wzglednie pierwsze, tzn. NWD(n;,n;) = 1 dla i # j. Wowczas dla
dowolnych ay,as,...,a; € 7Z istnieje dokladnie jedna liczba catkowita x taka, Ze
O0<xr<nmno----ngt

X Enl ay,

X En2 as,

T =np, Q-

W celu znalezienia rozwiazania uktadu réwnan z twierdzenia [[LG

1. Sprawdzamy czy wspoétczynniki n;, ¢ = 1,...,k sa parami wzlednie pierwsze.
Jedli nie, to [0l nie gwarantuje istnienia rozwigzania uktadu.

2. Obliczamy

3. Obliczamy

4. Szukamy t;, x; € Z (por. @A) takich, aby
NWD(n;, N;) = nit; + N;z;, i=1,...,k.
5. Najmniejszym rozwiazaniem uktadu jest
x = a1x1 Ny + asxaNo + - - - + apzi Ni(mod N).
ZADANIE 10.7. Znajdz najmniejsza, nieujemny liczbe x, ktora przy dzieleniu przez

3 daje reszte 2, przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, a przy dzieleniu przez 7 daje
reszte 2.
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RozwiAZANIE. Mamy do rozwiazania nastepujacy uktad rownan modularnych:

$532,
T =5 3,
T =7 2.

Sprawdzamy, najpierw ze NWD(3,5) = NWD(5,7) = NWD(3,7) = 1 bo liczby
3,5,7 sa pierwsze i parami rézne. Zatem szukany x istnieje na mocy twierdzenia
Policzmy N =3 -5 -7 = 105, nastepnie

205

1 1
L 105 _ 05

35 Ny = 21 N3 = — =15.
) 2 5 ) 3 7

Teraz szukamy takich ¢;, xz; € Z, aby
NWD(3,35) =1 = 3t; + 35x1 = 3-12 4 35(—1),

NWD(5,21) = 1 = 5ty + 212y = 5(—4) + 21 - 1,
NWD(7,15) = 1 = Ttz + 1523 = 7(—2) + 15 - 1.

Szukanym rozwigzaniem jest

r=2(-1)-354+3-1-21+2-1-15 = 23.

10.3 Male twierdzenie Fermata

TWIERDZENIE 10.8 (Male Twierdzenie Fermata). Dla dowolnej liczby pierwszej
p @ dowolnego a € Z zachodzi:
a’ =pa.

WNIOSEK 10.9. Dla dowolnej liczby pierwszej p oraz takich liczb a,m,n € Z, Ze
NWD(a,p) = 1, zachodzi:

aP~1 =, 1 oraz a” =, a(pfl)er(nmod (p—1)) =, anmod (pfl)‘
10.4 Twierdzenie Eulera
Dla liczby naturalnej n, przez p(n) oznaczmy ilosé liczb ze zbioru {1,2,...,n}, ktére

sa wzglednie pierwsze z n, tzn.
¢(n) =|{m € N: 1 <m < n oraz NWD(m,n) = 1}|.

Funkcje te nazywamy funkcjq Eulera. Policzmy wartosé tej funkcji dla liczby 10.
Musimy znalez¢ wszystkie liczby wzglednie pierwsze z 10, mniejsze od 10:

0(10) = |{1,3,7,9}| = 4.



11 TEORIA GRAFOW 42

a1, Qo

STWIERDZENIE 10.10. Jesli n = p{'ps? ... pp*, gdzie p; to liczby pierwsze i 1 <
«;, to wtedy

p(n) = e(P")e(Py?) ... e(pp*)
. 1\ o, 1 o 1
= (1= e (1= ) mit (1= )

=n](1- %)

TWIERDZENIE 10.11 (Twierdzenie Eulera). Jesli liczby a,n sq wzglednie pierw-
sze, tzn. jesli NWD(a,n) =1, to

a?) = 1.

Dla liczby pierwszej p zawsze mamy ¢(p) = p — 1 bo wszystkie liczby mniejsze
od p sa z nig wzglednie pierwsze. Jesli NWD(a,p) = 1, to z twierdzenia [Tl
otrzymujemy aP~! =, 1. Zatem, jak wida¢ male twierdzenie Fermata wynika z
twierdzenia Eulera [LTTl

ZADANIE 10.12. Jaka jest ostatnia cyfra liczby 99447

ROZWIAZANIE. Aby wyznaczy¢ ostania cyfre liczby wystarczy policzyé jaka jest
reszta z dzielenia jej przez 10. Liczba 99 dzieli sie tylko przez 3 i 11, zatem jest
wzglednie pierwsza z 10, to znaczy, NWD(99,10) = 1. Mozemy zatem zastosowaé
twierdzenie [T podstawiajac za a = 99, a za n = 10. Mamy wtedy 99* =4 1, bo
©(10) = 4 policzylidémy wczesniej. Tak wiec

994 = (9911 = 111 = 1.

Ostatnia cyfra to 1. O

11 Teoria graféw

Zacznijmy od zadania, ktére tatwo sie formuluje, ale nie tak tatwo rozwiazuje.

ZADANIE 11.1. Na przyjeciu spotkato sie 6 oséb. Uzasadnij, ze wsréd nich sg albo
3 osoby znajace si¢ nawzajem, albo 3 osoby, z ktérych zadna nie zna pozostatych
dwbch.

ROzZWIAZANIE. Oznaczmy osoby jako punkty. Punkty reprezentujace te osoby, ktére
si¢ znaja taczymy linig ciagla, natomiast te, ktére sie nie znaja, linig przerywana.
Uzasadnienie bedzie polegalo na wskazaniu tréjkata, ktérego wszystkie 3 boki sa
albo liniami ciggtymi, albo przerywanymi.

Wybierzmy dowolny punkt i oznaczmy go v. Wychodzi z niego 5 linii. Mozemy
przyjaé, ze 3 z nich sg ciagte. Dla przerywanych rozumowanie biegnie analogicznie.
Oznaczmy odpowiednie wierzchotki jako x,y, z. Jesli jakies 2 punkty spoérod x, y, z
sg potaczone linig ciagta, na przyktad x z y, to mamy ciagly tréjkat v, z,y. W prze-
ciwnym razie kazde 2 z punktéw z, y, z sa potaczone linia przerywana i otrzymujemy
przerywany trojkat. O
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Rysunki za pomoca, ktorych rozwigzywalliémy zadanie [Tl o przyjeciu to gra-
fy. Teoria graféw, jak sie wkrétce przekonamy, pomaga rozwigzywaé wiele réznych
skomplikowanych probleméw. Jej najwazniejsze osiagniecia byly rezultatem proéb
rozwigzywania konkretnych zadan praktycznych.

Niech V' bedzie niepustym zbiorem i niech E bedzie multizbiorem (zbiorem
z powtorzeniami) co najwyzej dwu-elementowych podzioréw zbioru V', czyli

E={{v,w}: v,w eV}

Elementy zbioru V bedziemy nazywaé wierzcholkami (ang. vertices) lub czasem
weztami albo punktami, natomiast elementy zbioru F krawedziami (ang. edges).
Strukture

G=(V,E)

bedziemy nazywaé grafem. Jezeli w grafie G dla wierzchotkow v,w € V istnieje
krawed? je laczaca, oznaczana jako vw = {v,w} € E, to méwimy, ze wierzcholki
v,w sa sgsitednie. Mowimy, ze wierzcholek v € V incyduje z krawedzia e € E,
gdy krawedz e wychodzi z wierzchotka V', czyli formalnie v € e. Liczba krawedzi
incydentnych z wierzchotkiem v to stopien wierzchotka v w grafie G i oznaczana
jest przez deg(v). Przyjeta definicja dopuszcza krawedzie postaci vv, czyli petle
oraz wystepowanie wiecej niz jednej krawedzi pomiedzy dwoma wierzchotkami, czyli
krawedzie wielokrotne. Petla powoduje zwigkszenie stopnia wierzchotka o 2.

Graf bez petli i krawedzi wielokrotnych to graf prosty. Wowczas zbior krawedzi

E = {{v,w}: v,w € V,v # w}.
jest rodzing dwu-elementowych podzbioréw zbioru V.

STWIERDZENIE 11.2. Jesli G = (V, E) jest grafem prostym, to

Z deg(v) = 2|E]|.

veV

DowoObp. Kazda krawedz incyduje z dwoma wierzchotkami. Zliczajac krawedzie in-
cydentne do kolejnych wierzchotkéw, a nastepnie sumujac te wartosci, kazda kra-
wedz vw zostanie zliczona dwa razy: raz przy rozpatrywaniu wierzchotka v, a drugi
raz przy w. O

Jedli graf G mialby nieparzyécie wiele wierzchotkéw o nieparzystym stopniu to
suma y_, oy deg(v) bylaby nieparzysta, wbrew temu, co méwi

WNIOSEK 11.3. Liczba wierzcholkow o nieparzystym stopniu w grafie prostym jest
parzysta.

Wykorzystujac wniosek mozemy szybko rozwigzaé nastepujace zadanie.

ZADANIE 11.4. Na przyjeciu spotkalo sie 51 o0séb. Uzasadnij, ze wsrdéd nich jest
osoba, ktora zna parzysta ilos$é¢ osob.
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RozwiAZANIE. Niech osoby z przyjecia beda wierzchotkami grafu. Gdy dwie osoby
znaja sie to odpowiednie wierzchotki taczymy krawedzia. Szukamy wierzchotka o pa-
rzystym stopniu. Poniewaz w grafie jest nieparzysta ilos¢ wierzchotkéw, a z wniosku
T3 wiemy, ze wierzchotkdéw o nieparzystym stopniu jest parzyscie wiele, wiec wierz-
chotkéw o parzystym stopniu jest nieparzyscie wiele. Najmniejsza naturalna liczba
nieparzysta to 1, zatem na przyjeciu musi by¢ przynajmniej jedna taka osoba jak
poszukiwana. O

Graf G = (V, E) nazywamy skierowanym, gdy
E={(v,w):v,w eV} CV xV,

czyli gdy krawedzie to pary uporzadkowane. W takim grafie rysujemy zwykle strzalt-
ki, aby odzwierciedli¢ informacje o poczatku i koncu krawedzi. Dodatkowo dla grafu
moze by¢ okreslona funkcja

w: FE— R

przyporzadkowujaca krawedziom grafu liczby, zwane w tym kontekscie wagami. Graf
razem z taka funkcja nazywa sie wtedy grafem wazZonym.

Graf pusty to graf bez krawedzi. Antyklika lub graf niezaleZny to inne nazwy
grafu pustego. Antyklike o n wierzchotkach oznaczaé bedziemy przez A,.

Graf pelny to graf, w ktorym kazde dwa wierzchotki polaczone sg krawedzia.
Graf pelny nazywany jest takze klikg i oznaczany jest przez K,, gdzie n jest liczba
jego wierzchotkéw. Liczba krawedzi w klice K, wynosi

n(n—l).
2

Graf dwudzielny, w ktérym zbiér wierzchotkow V' da sie podzieli¢ na dwa roz-
taczne podzbiory Vi oraz Vs tak, by zadne dwa wierzchotki w obrebie tego samego
podzbioru V; nie byty sasiadami. Podzial taki nie jest jednoznaczny bo na przyktad
w antyklice dowolny podzial zbioru wierzchotkéw na dwa podzbiory jest podziatem
dwudzielnym. Pelny graf dwudzielny to graf dwudzielny, w ktérym kazdy wierz-
chotek z V) jest potaczony z kazdym wierzchotkiem z V5. Pelny graf dwudzielny
oznacza¢ bedziemy przez K, s, gdzie r jest rozmiarem Vi, a s rozmiarem V5.

11.1 Trasy, Sciezki, drogi i cykle

Trasq (marszrutq) w grafie G z wierzchotka w do wierzchotka u to skonczony ciag
krawedzi postaci
wv1, V1092, ... ,V_1U.

W skrocie trase taka oznaczamy przez
w—v — UV — - — V-1 — U

Wierzchotek w nazywaé bedziemy poczgtkowym, a w koricowym. Diugo$é trasy to
ilos¢ jej krawedzi, w naszym wypadku wynosi ona k. Trase, w ktérej krawedzie sa
parami rézne, nazywamy S$ciezkq. Zauwazmy, ze jeSli wierzcholki trasy sa parami
rézne to, jej krawedzie tez musza by¢ parami rézne. Gdy wierzcholki $ciezki (tra-
sy) sa parami rézne to nazywamy ja drogg. Mowimy, ze trasa, Sciezka lub droga
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jest zamknieta, gdy wierzchotek poczatkowy pokrywa sie z koncowym, czyli w = w.
Zamknieta droge zawierajaca co najmniej jedng krawedz nazywamy cyklem. Za-
uwazmy, ze petla i para krawedzi wielokrotnych jest cyklem.

Pojecie trasy ma sens rowniez w grafie skierowanym, nalezy jednak wowczas
uwzglednié¢ skierowanie krawedzi.

Graf jest spojny, gdy miedzy kazdymi dwoma jego wierzchotkami istnieje Sciezka.
Wierzchotek izolowany to wierzcholek nie posiadajacy sasiadow.

11.2 Drzewa

Drzewo to graf spdjny nie zawierajacy cykli. Las to suma drzew, czyli graf nie
zawierajacy cykli jako podgrafy. Lisé to wierzcholek o stopniu 1. Gwiazda to drzewo,
w ktorym co najwyzej jeden wierzchotek nie jest liSciem.

TWIERDZENIE 11.5. Dla grafu G = (V, E) nastepujoce warunki sq réwnowazne:

(i) G jest drzewem.
) G nie zawiera cykli i ma |V | —1 krawedzi.
(i) G jest spdjny i ma |V| — 1 krawedzi.
)

G jest spojny, zas usuniecie dowolnej krawedzi tworzy dokladnie dwie skia-
dowe.

(v) Dowolne dwa wierzcholki grafu G sq polaczone dokladnie jedng drogq.

(vi) G nie zawiera cykli, lecz dodanie dowolnej nowej krawedzi tworzy doklad-
nie jeden cykl.

11.3 Cykle Eulera

W 1736 roku Leonhard Euler stanat przed nastepujacym problemem. W Krélewcu
(wéwcezas Konigsbergu) na rzece Pregole, na ktérej sa dwie wyspy wybudowano
siedem mostéw taczacych wyspy ze soba oraz z oboma brzegami rzeki. Uklad mostow
zostal przedstawiony na rys. Bl

s

o

Rysunek 6: Mapa mostéw w Krélewcu.
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Pytanie, jakie zostalo postawione Eulerowi, to czy mozna tak ulozy¢ spacer po
wszystkich mostach Kroélewca, by po kazdym przejsé tylko raz i wrécié¢ do punktu
startowego. Euler oczywiscie odpowiedzial na zadane mu pytanie.

Powyzszy problem mozna przedstawi¢ w jezyku graféw. Niech kazdy spdjny
kawaltek ladu w Krélewcu odpowiada wierzchotkowi. Otrzymamy w ten sposéb dwa
wierzchotki odpowiadajace wyspom oraz dwa obu brzegom Pregoty. Most pomiedzy
dwoma kawatkami ladu bedziemy interpretowac¢ jako krawed7 laczaca wierzchotki
odpowiadajace tym skrawkom ladu. W ten sposéb otrzymamy graf (nie bedacy
grafem prostym) jak na rys. [

Rysunek 7: Graf potaczen mostami w Krélewcu.

Scieika Bulera to zamknieta $ciezka przechodzaca przez kazda krawedz grafu.
Niektérzy nazywaja te $ciezke cyklem, ale wierzchotki moga sie tu powtarzaé. Méwi-
my, ze graf jest eulerowski, gdy posiada Sciezke Eulera. Natomiast graf jest pdleule-
rowsk:, gdy nie jest eulerowski, ale istnieje otwarta $ciezka przez kazda krawedz tego
grafu. W literaturze mozna spotkaé¢ okreslenie cykl Fulera, jednak w terminologii
jaka przyjeliSmy bytoby to mylace.

TWIERDZENIE 11.6. Graf G = (V, E) jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spojny 1 stopien kazdego wierzcholka jest parzysty.

STWIERDZENIE 11.7. Graf G = (V,E) jest péleulerowski wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spéjny i ma dokladnie dwa wierzcholki o nieparzystych stopniach.

TWIERDZENIE 11.8. Niech G = (V, E) bedzie spdjnym grafem planarnym. Wow-
czas w dowolnej planarnej reprezentacji grafu G liczba regionéw (obszaréw, na jakie
krawedzie grafu dzielg plaszczyzne) jest rowna

|S| = |E|+ |V]+2.

11.4 Cykle Hamiltona

Inny, ciekawy problem mozna przedstawi¢ na przyktadzie firmy rozwozacej prze-
sytki. Dotyczy on pracy kuriera majacego rozwiezé przesytki do odbiorcéw, w ten
spos6b by odwiedzi¢ kazdego klienta jedynie raz, a na koncu wréci¢ do siedziby
firmy. Jest to tzw. problem komiwojazera.
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Cykl Hamiltona to cykl przechodzacy przez wszystkie wierzchotki grafu, czyli
zamknieta trasa (Sciezka) odwiedzajaca kazdy wierzcholek dokladnie raz. Graf ha-
miltonowski to graf posiadajacy cykl Hamiltona. Droga Hamiltona to droga przecho-
dzaca przez wszystkie wierzchotki grafu. Graf, w ktorym nie ma cyklu Hamiltona,
ale jest droga Hamiltona nazywamy pdthamiltonowskim.

W odréznieniu od graféw eulerowskich, grafy hamiltonowskie nie posiadaja pro-
stej i szybkiej w uzyciu charakteryzacji. Nie znana jest zadna metoda, pozwalajaca
szybko (tzn. w czasie wielomianowym) stwierdzi¢ czy dany graf jest hamiltonowski.
Sa natomiast znane pewne warunki wystarczajace na to, by graf byl hamiltonowski.

TWIERDZENIE 11.9 (Ore 1960). Jesli w grafie prostym G = (V, E) o co najmniej
3 wierzchotkach dowolne dwa niesgsiednie wierzchotki v i w spetniajg

deg(v) + deg(w) > |V,

to graf G jest hamiltonowsks.

11.5 Twierdzenia Halla

Mamy dany skoniczony zbidér dziewczat, z ktorych kazda zna pewna ilos¢ chlopcéw.
Jakie warunki musza by¢ spelnione, aby kazda dziewczyna mogta wyjs¢ za maz za
ktoregos ze znanych jej chlopcéw. Problem ten nazwywany jest problemem kojarze-
nia malzenstw.

TWIERDZENIE 11.10 (Hall 1935). Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by problem kojarzenia malzenstw mial rozwigzanie, jest, by dla kazdego zbioru k
dziewczqt, wszystkie one lgcznie znaly co najmniej k chiopcow dla 1 < k < m, gdzie
m to catkowita ilo$¢ dziewczgt.

11.6 Twierdzenia Mengera

Drogi prowadzace z wierzchotka v do wierzcholtka w w grafie nazywamy krawedzio-
wo roztgeznymi, gdy zadne dwie z nich nie maja wspolnej krawedzi. Zbiorem vw-
rozspajajgcym grafu nazwiemy taki zbiér krawedzi F, ze kazda droga prowadzaca z
wierzcholka v do wierzchotka w zawiera jakas krawedz ze zbioru E.

TWIERDZENIE 11.11 (Menger 1927). Maksymalna ilo$é drég krawedziowo rozlgcz-
nych lgczqgeych dwa rozne wierzcholki v i w grafu spdjnego jest réwna minimalnej
1losci krawedzi w zbiorze vw-rozspajajgcym.

TWIERDZENIE 11.12. Twierdzenie Halla wynika z twierdzenia Mengera.
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