Teoria krat

ListA 1

Zadanie 1. Wykaz, ze jesli xp <21 <--- <ap < xg,t0 20 =21 =--- = 25, = X9.

Zadanie 2. Wymien wszystkie relacje czeSciowego porzadku na zbiorze trzy i piecioele-
mentowym.

Zadanie 3. Udowodnij, ze (P, <), dla P i < jak ponizej, jest posetem.

(i) Niech P = 2% dla dowolnego zbioru X iniech A < B oznacza, ze A C B dla A, B € P.

(ii) Niech P bedzie zbiorem wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych
na zbiorze X. Dla f,g € P piszemy f < g, gdy f(x) < g(z) dla wszystkich z € X.

(iii) Niech P bedzie zbiorem wszystkich zbioréw otwartych pewnej topologii i niech < jak
w (i).

(iv) Niech P bedzie zbiorem wszystkich istot ludzkich, i niech a < b oznacza, ze a jest
potomkiem b.

Zadanie 4. Niech A bedzie zbiorem i niech P bedzie zbiorem wszystkich relacji czeSciowego
porzadku na A. Dla p,o € P, p < o wtw., gdy a p b implikuje a o b (a,b € A). Udowodnij,
ze (P, <) jest posetem.

Zadanie 5. Wykaz, ze jedli dla wszystkich niepustych podzbioréw H posetu P istnieje
inf H, to istnieje réwniez sup ) w P.

Zadanie 6. Przypusémy, ze w posecie okreslone sa bV ¢, a V (bV ¢) oraz a V b. Wykazad,
ze okreslony jest (a Vb))V coraz, ze aV (bVe)=(aVb)Ve.

Zadanie 7. Wykazaé, ze jesli element a A b jest okreslony w posecie, to rowniez okreslony
jest element (a V b) A c.

Zadanie 8. Niech H i K beda podzbiorami pewnego posetu, takimi, ze istnieja sup H,
sup K oraz sup(H U K). Wykazaé, ze (sup H) V (sup K) istnieje i jest réwny sup(H U K).
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LisTA 2

Zadanie 1. Ktére z przykladéw w zadaniu 3 z poprzedniej listy sg kratami? Jak w nich
mozna okresli¢ kres dolny i gérny?

Zadanie 2. Wykaz, ze kazdy tancuch jest krata.

Zadanie 3. Niech P bedzie zbiorem wszystkich podgrup grupy G. Dowiesé, ze (P, C) jest
krata. Wyznaczy¢ X AY oraz X VY dla X,Y € P.

Zadanie 4. Niech P bedzie zbiorem wszystkich podprzestrzeni przestrzeni wektorowej (afi-
nicznej, rzutowej). Dowiesé, ze (P, C) jest krata. Wyznaczyé X AY oraz XVY dla X, Y € P.

Zadanie 5. Niech (P, <) bedzie posetem, w ktérym dla dowolnego H C P istnieje inf H.
Wykaz, ze (P, <) jest krata.

Zadanie 6. Dowies¢, ze warunek pochtaniania implikuje warunek idempotencji operacji A
oraz V w kracie.

Zadanie 7. Opisz najbardziej ogélng krate utworzona przez elementy a, b, ¢ takie, ze b < a
(tzn. b< aib#a).

Zadanie 8. Opisz najbardziej ogdlna krate utworzong przez elementy a, b, ¢ takie, ze b < a,
aVec=bVcorazaNc=bAc.
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ListA 3

Zadanie 1. Wykazaé, ze A-homomorfizm i V-homomorfizm zachowuje porzadek.

Zadanie 2. Czy przeksztalcenie krat f jest izomorfizmem jesli odwzorowanie odwrotne
f~! zachowuje porzadek?

Zadanie 3. Wykaz, ze krata L jest tancuchem wtw., gdy kazdy niepusty podzbiér L jest
podkrata.

Zadanie 4. 7 ilu elementéw sktada sie podkrata generowana przez dwa roézne elementy?
Zadanie 5. Wykazaé, ze odcinek kraty jest podkrata wypuktla.
Zadanie 6. Wykazac, ze ideal kraty jest podkrata wypukla.

Zadanie 7. Wykaz, ze obraz i przeciwobraz idealu przy homomorfizmie krat ,na” jest
ideatem.

Zadanie 8. Czy obraz idealu pierwszego przy homomorfizmie jest ideatem pierwszym?
Zadanie 9. Dowies¢, ze kazdy ideal kraty L jest pierwszy wtw., gdy L jest lancuchem.

Zadanie 10. Niech H bedzie takim niepustym podzbiorem kraty, ze dla a,b € H mamy
aVbe H. Pokaz, ze

(H) = J{(n): he HY.
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LisTA 4

Zadanie 1. Wykaz, ze jesli K jest podkrata kraty L, to K jest izomorficzne z pewna
podkrata kraty I(L) idealéw kraty L.

Zadanie 2. Niech L i K beda kratami i ¢: L — K homomorfizmem krat (nie koniecznie
,na”). Wykaz, ze jedli K jest ograniczona z dotu, to I = ¢~1(0) jest ideatem w L.

Zadanie 3. Dowie$¢ nastepujace zdanie: I jest idealem wlasciwym kraty L wtw., gdy
istnieje taki V-homomorfizm ¢ kraty L na Cy, ze I = ¢~1(0).

Zadanie 4. Dowies¢, ze: I jest idealem pierwszym kraty L wtw., gdy istnieje taki homo-
morfizm ¢ kraty L na Cy, ze I = o~ 1(0).

Zadanie 5. Jak mozna okresli¢ cze$ciowy porzadek na produkcie prostym krat?

Zadanie 6. Niech L1, Lo, K1, Ko beda takimi kratami, ze Ly = Lo oraz K1 = K. Wykaz,
ze
K1XL1gL1XK1gL2XK2.

Zadanie 7. Wyznacz krate kongruencji tancucha 2 i 3 elementowego. Czy w tancuchu
kazda relacja réwnowaznosci jest relacjg kongruencji?

Zadanie 8. Niech L bedzie krata, p kongruencja na L i niech K bedzie podkrata L. Wykaz,
ze jedli dla kazdego a € L mamy doktadnie jeden b € K taki, ze a =, b, to L/p = K.

Zadanie 9. Niech L i K beda kratami i niech ¢: L — K bedzie bijekcja taka, ze

{p(anb),plaVb)} = {p(a) Ap(b),pla) Vpb)}

dla wszystkich a,b € L. Wykaz, ze jesli A jest podkrata L, to ¢(A) jest podkrata K.
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ListA 5

Zadanie 1. Wykaz prawdziwo$é¢ ponizszych nieréwnosci w dowolnej kracie:

Zadanie 2. Wykaz rownowaznos¢ ponizszych tozsamosci i nieréwnosci w dowolnej kracie:

(i) @Ay V(eAz)=zA(yV=2),
(i) (xVy)A(zVz)=xV(yAz),
(i) (zVy) Az<zV(yAz).

Zadanie 3. Wykaz, ze przeksztalcenie izotoniczne tancucha jest jego homomorfizmem.

Zadanie 4. Wykaz, ze jedli kazde przeksztalcenie izotoniczne kraty L jest homomorfizmem,
to L jest tancuchem.

Zadanie 5. Wykaz, ze w kracie skonczonej wysokosci przeciwobrazem dowolnego elementu
przy homomorfizmie jest odcinek.
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LisTA 6

Zadanie 1. Wykaz, ze krata dzielnikow normalnych grupy jest modularna.

Zadanie 2. Wykaz, ze krata podprzestrzeni przestrzeni wektorowej (desarguesowskiej prze-
strzeni rzutowej) jest modularna.

Zadanie 3. Wykaz, ze krata podprzestrzeni przestrzeni afinicznej nie jest modularna.
Zadanie 4. Wykaz, ze krata jest modularna wtw., gdy zachodni nieréwnosé
xAlyVz)<yV((xVy) Az).

Zadanie 5. Wykaz, ze krata jest modularna wtw. gdy, spelnia tozsamosé

@V @A) A(yVz)=(@A(yVa)Vynz).
Zadanie 6. Niech L bedzie krata i a,b € L. Wéwczas ¢p: © — x A b odwzorowuje [a, a V b
w [a A b,b] oraz 1, © — x V a odwzorowuje [a A b,b] w [a,a V b]. Pokaz, ze vpthavr = @b
oraz YaPpa = Ya-
Zadanie 7. Wykaz, ze w kracie modularnej

zANy=[zAy) V(@A) A[zAy)Vv(yAz).
Zadanie 8. Wykaz, ze krata L jest modularna wtw., gdy dla dowolnych z,y,z € L

zA(yVz)=xA ((y/\(a:\/z)) \/z).

Zadanie 9. Wykaz, ze krata L jest modularna wtw., gdy dla dowolnych z,y,z € L

[(zA2)VylAz=[yNz)Vz]A-z

Zadanie 10. Czy podkrata i homomorficzny obraz kraty modularnej jest krata modular-
na? Czy produkt prosty krat modularnych jest modularny?
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Lista 7

Zadanie 1. Wykaz, ze w ograniczonej kracie dystrybutywnej, jesli elementy a,b maja do-
pelnienia odpowiednio a’, b, to

(anb) =d VvV, (avbd) =d AV.

Zadanie 2. Wykaz, ze w kracie dystrybutywnej jesli a V b oraz a A b maja uzupelnienia,
to rowniez a i b majg uzupelnienia.

Zadanie 3. Niech L, K beda kratami boolowskimi i niech ¢: L — K bedzie homomorfi-
zmem. Wykaz, ze woéwczas dla a € L zachodzi

Zadanie 4. W kracie ograniczonej wykaz, ze jesli x jest wzglednym uzupelnieniem a w
odcinku [b, ¢], y jest wzglednym uzupelnieniem ¢ w [z, 1], z jest wzglednym uzupelnieniem
bw [0,z], oraz t jest wzglednym uzupelnieniem = w [z,y], to t jest uzupelnieniem a.

Zadanie 5. Wykaz, ze kazda dystrybutywna krata jest modularna, ale nie na odwrét. Jaka
jest najmniejsza krata modularna i niedystrybutywna?

Zadanie 6. Wykaz, ze tancuch jest dystrybutywny.
Zadanie 7. Wykaz, ze krata L jest dystrybutywna wtw., gdy dla dowolnych z,y,z € L
(xVy)A[zV(zAy)=(xAy)V(yAz)V(zAx).

Zadanie 8. Wykaz, ze krata L jest dystrybutywna wtw., gdy dla dowolnych z,y,z € L
(xVy)ANz<zV(yAz).

Zadanie 9. Niech L bedzie krata boolowska. Wykazaé, ze zbiér L wraz z operacja
a+b:=(aANV)V(d Ab)

jest grupa abelowa. Ile to a + a?

Zadanie 10. Niech L bedzie krata dystrybutywna i niech a,b,c € L takie, ze a < b. Czy

to prawda, ze krata [a, b] jest boolowska wtw., gdy kraty [a A ¢,b A c] oraz [a V¢, bV c] sa
boolowskie?

Zadanie 11. Niech L bedzie krata modularna i a,b € L. Dowiesé, ze odcinek [a A b, a V b]
jest podkrata generowana przez [a A b,a] U [a A b, b] wtw. gdy, L jest dystrybutywna.



Teoria krat

LisTA 8

Zadanie 1. Wykaz, ze krata L jest pétmodularna wtw. gdy, Ay < x implikuje y < =V y.

Zadanie 2. Niech L bedzie krata pétmodularna. Wykaz, ze je$li p,q sa atomami w L,
a€Loraza<aVg<aVp,toaVp=aVq (aksjomat wymiany Steinitz’a-MacLane’a).

Zadanie 3. Niech L bedzie krata. Wykaz, ze wszystkie podkraty L sa potmodularne wtw.
gdy, L jest modularna.

Zadanie 4. Wykaz, ze produkt prosty krat pétmodularnych jest potmodularny.
Zadanie 5. Wykaz, ze wypukla podkrata kraty potmodularnej jest pétmodularna.

Zadanie 6. Wykaz, ze obraz kraty pélmodularnej skoniczonej dihugosci przy homomortiz-
mie jest krata pétmodularna.

Zadanie 7. Méwimy, ze krata L spelnia warunek MacLane’a wtw. gdy, dla a,b,c € L
takich, ze a || bia Ab < ¢ < aistnieje d € L takie, ze a A (bV d) = ¢. Wykaz, ze warunek
MacLane’a implikuje UCC.

Zadanie 8. Wykaz, ze krata L skonczonej dlugosci jest pétmodularna wtw. gdy, L spelnia
warunek MacLane’a.



