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1 Zbiory czeSciowo uporzadkowane

Niech P bedzie niepustym zbiorem i niech < C P x P bedzie¢ relacja binarna na
zbiorze P. Rozwazmy nastepujace wiasnosci relacji <. Niech a, b, c € P, wowczas
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1. a < a — zwrotnos¢,

2. jeslia <bib<a, toa=>b— antysymetria,
3. jedlia<bib<c toa < c— przechodniosé,
4. a < blub b < a — liniowos¢.

Zbiér P wraz z relacja <, czyli struktura (P,<), w ktoérej relacja < jest zwrot-
na, antysymetryczna i przechodnia nazywa sie zbiorem czesciowo uporzgdkowanycm
(ang. partialy ordered set lub krétko poset). Sama relacja < jest woéwczas nazywana
relacja czesciowego porzadku. Poset (P, <), w ktérym relacja czesciowego porzadku
jest dodatkowo liniowa nazywamy {aricuchem. W literaturze mozna rowniez spotkac
okredlenie zbior uporzgdkowany lub liniowo uporzedkowany. Relacja < spelniajaca
ostatni warunek nazywana jest porzgdkujgcg lub liniowo porzgdkujgcq. Jesli nie be-
dzie prowadzi¢ to do wieloznacznosci zbiér P bedziemy utozsamiaé¢ ze struktura
(P, <) traktujac < jako domyslny czesciowy porzadek.
W celu uproszczenia notacji dla a,b € P piszemy a < b, gdy a < bia #b.

PRZYKEAD 1.1. Przykladami posetéow sa:
e zbiér liczb rzeczywistych z relacja nie wigkszosci (R, <),
e zbiér liczb naturalnych z relacja podzielnosci (N, |),
e rodzina podzbioréw niepustego zbioru X z relacja zawierania (2%, C).

Méwimy, ze elementy a,b € P sa niepordwnywalne i piszemy a || b, gdy a £ b
oraz b £ a. Poset (P, <), w ktérym dla kazdych dwoch elementéw a, b € P zachodzi
a || b nazywamy antylaricuchem.

Niech A C P taki, ze A # 0. W naturalny sposéb mozna okresli¢ czeSciowy
porzadek <4 na A w nastepujacy sposdb:

a<ab wtw.,gdy a<b dla a,be A (1)

Para (A, <4) nazywana jest podposetem posetu (P, <). Struktura (A, <4) jako taka
jest posetem.

Podzbiér C' C P nazywamy tancuchem, gdy jako podposet jest tanicuchem, czyli
gdy (C,<¢) jest tancuchem. Liczbe

1) =0 -1 (2)

nazywamy dtugosciqg tancucha C w posecie P. Mowimy, ze poset P ma dlugosé
n, gdzie n € N, gdy w P istnieje tanicuch dlugosci n i nie istnieje tancuch dtuzszy.
Poset P ma szerokos¢ n, gdy istnieje w nim antylancuch o n elementach i nie istnieje
antytancuch o wigkszej liczbie elementéw.
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1.1 Elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze i najwieksze

Niech H C P. Element a € H nazywamy elementem minimalnym w H, gdy dla
dowolnego h € H jesli h < a, to a = h. Analogicznie, element ¢ € H nazywamy
elementem maksymalnym w H, gdy dla dowolnego h € H z zalozenia, ze a < h
wynika a = h.

Element a € H jest nagmniejszy w H, gdy a < h dla wszystkich h € H. Element
a € H jest najwiekszy w H, gdy h < a dla wszystkich h € H.

Zauwazmy, ze element najmniejszy jest minimalny oraz element najwiekszy jest
maksymalny, ale nie na odwrot.

PRzZYKEAD 1.2. Rozwazmy poset (N,|). W zbiorze H = N\ {1} liczby pierwsze
beda minimalne i nie istnieje tam element najmniejszy.

1.2 Ograniczenia i kresy

Niech H C P i a € P. Element a jest ograniczeniem gérnym zbioru H wtw., gdy
h < a dla wszystkich h € H. Gorne ograniczenie a jest kresem gdérnym zbioru H
wtw., gdy a jest najmniejszym spo$réd wszystkich ograniczen gérnych zbioru H.

Element a jest ograniczeniem dolnym zbioru H wtw. , gdy a < h dla wszyst-
kich h € H. Dolne ograniczenie a jest kresem dolnym zbioru H wtw., gdy a jest
najwiekszym wsrod wszystkich ograniczen dolnych zbioru H.

STWIERDZENIE 1.3. Kres gorny i dolny wyznaczone sq jednoznacznie

DowOD. Zalézmy, ze aj i as sa kresami gérnymi zbioru H w pewnym posecie P.
7 definicji a; < ag bo ag jest ograniczeniem gérnym zbioru H. Podobnie ay < aq,
wiec ostatecznie a; = ao. Dowdd dla kresu dolnego przebiega analogicznie. O

Mozemy zatem dla oznaczenia kresu gornego zbioru H pisa¢ sup H lub \/ H jesli
taki kres itnieje. Kres dolny zbioru H zapisujemy jako inf H lub A H.

Zalézmy, ze kres sup () istnieje w posecie P i niech a = sup(). Dla dowolnego
b € P i dowolnego h € () mamy h < b (bo takie h nie istnieje), a wiec wszystkie
b € P sa ograniczeniami gornymi zbioru ). Zatem a < b dla wszystkich b € P. Stad
a jest najmniejszym elementem P wtw., gdy kres sup ) istnieje. Podobnie, inf () jest
najwiekszym elementem w P wtw., gdy kres inf () istnieje.

Najmniejszy element posetu nazywamy zerem i oznaczamy jako 0, najwiekszy
element posetu nazywamy jedynkq i oznaczamy przez 1.

1.3 Regula dualnosci dla posetow

Pojecia kresu gérnego i dolnego, elementu najmniejszego i najwiekszego sa do sie-
bie ,,podobne”. Mozna temu wyrazeniu nadaé¢ jednak bardzo konkretne, formalne
znaczenie.
Niech (P, <) bedzie posetem. Okreslamy nowa relacje > C P x P w nastepujacy
sposéb:
a>2b wtw., gdy b<a.

Latwo sprawdzié, ze relacja > jest cze$ciowym porzadkiem na P. Zatem (P, >) jest
réwniez posetem. Nazywamy go posetem dualnym do (P, <).
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Teraz, jesli ® jest zdaniem o posetach i jedli w ® zastapimy wszystkie wystapienia
relacji < na relacje > dostaniemy zdanie dualne do ®.

TWIERDZENIE 1.4 (Regula dualnodci dla posetéw). Jesli ® jest zdaniem praw-
dziwym we wszystkich posetach, to zdanie dualne do ® jest rowniez prawdziwe we
wszystkich posetach.

PRzYKEAD 1.5. Wezmy zdanie: ,Jedli sup H istnieje, to jest wyznaczony jedno-
znacznie”. Zdaniem dualnym do niego bedzie: ,Jedli inf H istnieje to jest wyzna-
czony jednoznacznie”.

2 Kraty

Poset (L, <) nazywamy kratq jesli dla dowolnych a,b € L istnieja kresy sup {a, b}
oraz inf {a, b}. Definicje te mozemy sformulowaé nieco inaczej.

STWIERDZENIE 2.1. Poset (L, <) jest kratq wtw., gdy dla dowolnego, niepustego,
skoriczonego podzbioru H C L istniejq kresy sup H oraz inf H.

DowOD. =-: (Szkic dowodu.) Wykazaé¢ dla H = {a, b, c}, a nastepnie dowies¢ krok
indukcyjny stosujac analogiczne rozumowanie dla n-elementowego zbioru H.
< Oczywiste. O

Algebre (L, A, V) nazywamy krata wtw., gdy L jest niepustym zbiorem, A i V
sa binarnymi operacjami na L, tzn. A : L x L — L iV : L x L — L, oraz obie
operacje A iV sa idempotentne, przemienne, taczne i spetniaja reguty pochtaniania
w nastepujacym sensie:

1. aNa=a, aVa=a— idempotencja,

2. aANb=bAa, aVb=>bVa— przemiennosc,

3. (anb)ANc=aNn(bAc), (aVb)Ve=aV (bVc)— tacznosé,
4. aN(aVb)=a, aV (aAb)=a— pochlanianie (absorpcja).

dla wszyskich a,b,c € L.

Zauwazmy, ze idempotencja wynika z pochlaniania, mianowicie z drugiej czesci
pochlaniania mamy aV (aAb) = a dla dowolnych a,b € L. Podstawiajac do warunku
na idempotentnos¢ A mamy

aNa=aA (aV(aAb)=a

z pierwszej czedci pochlaniania. Analogicznie postepujemy w przypadku idempoten-
cji dla V.

TWIERDZENIE 2.2.
(i) Niech poset L = (L,<) bedzie kratg i niech a Ab:= inf {a,b} oraz a Vb :=
sup {a,b} dla a,b € L. Wowczas algebra L* = (L, A\, V) jest kratq.
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(ii) Niech algebra L = (L, \,V) bedzie kratg. Stosujemy umowe, ze a < b wtw.,
gdy a ANb=a dla a,b € L. Wowczas LP = (L, <) jest posetem i LP jako poset jest
kratg.

(iii) Niech poset L = (L, <) bedzie kratq. Wtedy (L%)P = L.
(iv) Niech algebra L = (L, A\, V) bedzie kratg. Wtedy (LP)* = L.

Powyzsze twierdzenie jest bardzo wazne dla teorii krat. Pozwala ono utozsamiaé
koncepcje kraty jako posetu i algebry. Od tej pory w kracie zdefiniowanej jako poset
mozemy uzywacé operacji A i V ze wszystkimi ich algebraicznymi wlasnosciam i na
odwrot, w kracie jako algebrze mozemy uzywaé czeéciowego porzadku. Twierdzenie
to dostarcza réwniez explicite wzajemna charakteryzacje operacji kreséw dolnego i
gbérnego oraz czesciowego porzadku.

Od tej pory méwiac krata bedziemy mieli na mysli jednocze$nie poset i algebre.

2.1 Regula dualnosci dla krat

Dla krat jako posetow mozemy stosowaé wczeéniej poznana regute dualnosci. Dla
krat jako algebr reguta dualnosci przybiera nieco inng postas.

Niech ® bedzie zdaniem o kratach wyrazonym w terminach A i V. Zdanie dualne
do ® otrzymujemy wymieniajac A z V.

TWIERDZENIE 2.3 (Regula dualnosci dla krat). Jesli ® jest zdaniem prawdziwym
we wszystkich kratach, to zdanie dualne do ® jest réwniez prawdziwe we wszystkich
kratach.

2.2 Kraty zupelne

LEMAT 2.4. Niech P bedzie posetem. Jesli dla dowolnego podzbioru H C P istnieje
kres dolny \ H, to dla dowolnego podzbioru H C P istnieje rowniez kres gorny \/ H.

DowOD. Niech H C P i niech K bedzie zbiorem wszystkich ograniczen gérnych
zbioru H, tzn. K = {x € P: h < x dla wszystkich h € H}. Z zalozenia a := \ K
jest elementem posetu P.

WezZmy teraz dowolny element h € H. Mamy h < z dla wszystkich ¢ € K. Czyli
h jest ograniczeniem dolnym K. Zatem h < a bo a jest najwiekszym ograniczeniem
dolnym K. Pokazalismy, ze h < a dla wszystkich h € H, a wiec a € K.

Teraz rozwazmy dowolny x € K. Z okreslenia kresu dolnego mamy a < x, a wiec
a jest najmniejszym elementem K. Tak wiec a jest najmniejszym ograniczeniem
gérnym H, czylia =\ H. O

7 powyzszego lematu mozemy wyciagnaé¢ dwa szybkie wnioski. Po pierwsze, na
mocy reguly dualnoéci dla posetow z istnienia dowolnych kreséw goérnych w posecie
istnieja dowolne kresy dolne. Po drugie poset, w ktérym istnieja dowolne kresy dolne
lub goérne jest krata.

DEFINICJA 2.5. Krata L, w ktérej dla dowolnego podzbioru H C L istnieje A H
oraz \/ H nazywa sie zupelna.

Z uwagi na 2.4 w powyzszej definicji stowo ,,oraz” mozna zastapi¢ stowem ,lub”.

FAKT 2.6. Kraty skoriczonej wysokosci sq¢ zupelne.
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3 Pojecia algebraiczne

3.1 Homomorfizmy

Sposréd wszystkich przeksztatcen posetéw na uwage zastuguja te, ktore zachowuja
porzadek. Niech (P, <1),(Ps,<2) beda posetami i niech f : P, — P,. Méwimy,
ze przeksztatecenie f zachowuje porzgdek (jest przeksztalceniem izotonicznym lub
monotonicznym), gdy dla wszystkich a,b € P

jesli a <y b, to f(a)<2 f(b). (3)

Méwimy, ze posety Py, P sa izomorficzne, a f jest izomorfizmem tych posetow, gdy
f jest bijekcja zachowujaca porzadek.

Odpowiednikiem pojecia przeksztalcenia izotonicznego dla krat jako algebr jest
pojecie homomorfizmu krat. Niech (L1,A1,V1) i (L2, A2, V2) beda kratami. Prze-
ksztalcenie f : Ly — Lo jest A-homomorfizmem, gdy dla wszystkich a,b € Ly

flanib) = f(a) A2 f(b). (4)
Analogicznie, f jest V-homomorfizmem, gdy dla wszystkich a,b € L,
flaVvib) = f(a) Vs f(b). (5)

Odwzorowanie jest homomorfizmem krat jesli jest jednoczeénie A-homomorfizmem
oraz V-homomorfizmem. Homomorfizm kraty w siebie zwany jest endomorfizmem.
Jesli homomorfizm f jest réznowartosciowy (jest injekcja) to naywamy go zanurze-
niem. Moéwimy, ze kraty Ly, Lo sa izomorficzne, a f jest izomorfizmem tych krat,
gdy f jest bijektywnym homomorfizmem.

LEMAT 3.1. Jesli f : L1 — Lo jest A-homomorfizmem (V-homomorfizmem,) kraty
L1 w krate Loy, to f zachowuje porzgdek.

DowOD. Zal6zmy, ze f jest A-homomorfizmem. Niech a,b € L; takie, ze a <1 b jak
w (3). Wéwcezas a A1 b= a. Stad f(a) = f(aA1b) = f(a) Ay f(b) na mocy (4). Tak
wiec f(a) <2 f(b) w kracie Lo, co dowodzi, ze f zachowuje porzadek.

Dla V-homomorfizméw dowdd przebiega dualnie. ]

7 powyzszego lematu natychmiast wynika, ze homomorfizmy krat zachowuja
porzadek.

Nastepny fakt wigze pojecie zachowywania porzadku w kratach jako posetach z
pojeciem izomorfizmu dla krat jako algebr.

LEMAT 3.2. Niech X,Y bedg kratami jako posety. Jesli odwzorowania f: X — Y i
g: Y — X zachowujg porzqdek, gf = idx oraz fg =idy, to f jest homomorfizmem
1 w konsekwencji tego jest izomorfizmem krat jako algebr.

DowéD. Zauwazmy, ze odwzorowanie f jest odwracalne bo f~! = g, wiec f musi
byé¢ bijekcja. Pokazemy, ze f jest V-homomorfizmem. W tym celu niech a,b € X.
Poniewaz zawsze a,b < a V b, wiec f(a), f(b) < f(aV b) bo f zachowuje porzadek.
Stad

fa) Vv f(b) < f(aVD) (6)
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jako, ze f(a Vv b) jest gbrnym ograniczeniem f(a) i f(b).
Z drugiej strony zawsze mamy f(a), f(b) < f(a)V f(b). Niech z := g(f(a)V f(D)).
Wowezas g(f(a)),g(f(b)) <z, czyli a,b < z, bo gf =idx. Zatem a V b < x, a stad

flavb) < f(x) = f(a)V f(b),

co razem z (6) daje, ze f jest V-homomorfizmem.
Rozumujac dualnie wykazemy, ze f jest rowniez A-homomorfizmem, a wiec osta-
tecznie f jest izomorfizmem. O

3.2 Podkraty

Niepusty podzbiér K kraty L nazywamy podkratg, gdy K jest domkniety ze wzgledu
na A i V. Podkrata K z operacjami kraty L obcietymi do K jest krata. Podposet
kraty L nie jest podkrata w okreslonym wyzej sensie.

Zauwazmy, ze przekrdj dowolnej ilosci podkrat kraty L jest domkniety na ope-
racje kresu dolnego i gérnego, a wiec jest podkrata w L. Zatem, jedli wezmiemy
dowolny, byle niepusty, podzbiér H C L, to przekrdj wszystkich podkrat K zawie-
rajacych H, a mianowicie

[H] :=[){K podkrata L: H C K}

jest podkratq generowang przez H. Zbiér H nazywamy zbiorem generatoréw (lub
zbiorem generujgcym) podkrate [H].

Podzbiér H C L jest wypukly, gdy dla wszystkich a,b € H i x € L takich, ze
a<x<bmamyx € H.

Niech a,b € L takie, ze a < b. Zbiér postaci

[a,b] :={x € L:a <z <b} (7)

nazywamy odcinkiem kraty L. Jest to wazny przyklad podkraty wypuktej (dowod
na ¢wiczeniach). Dla tancucha C' mozemy okresli¢ odcinki pélotwarte. Niech a,b € C
takie, ze a < b wtedy

(a,b] :={zx € L: a <x < b},
[a,b) :={z € L:a<z<b}

oraz odcinek otwarty
(a,b) :={z € L:a<z<b}.

3.3 Idealy

Podkrate I w kracie L nazywamy idealem kraty L, gdy dla wszystkich a € I oraz
x € L mamy a Ax € I. Ideal I kraty L jest wlasciwy, gdy I # L. Wlasciwy idealt
kraty L nazywamy ideatem pierwszym, gdy dla wszystkich a,b € L z zalozenia, ze
aAb € I wynika, ze a € I lub b € I. Kazdy idealy kraty jest wypukly (dowdd na
¢wiczeniach).
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Poniewaz przekrdj dowolnej ilosci podkrat wypuktych jest podkrata wypukta.
Podobnie dla ideatéw. Przekrdj dowolnej ilosci idealéw jest idealem. Pozwala to
zdefiniowaé najmniejszy ideal generowany przez niepusty podzbiér H w kracie L.
Bedziemy go oznaczaé (H]. Jesli H = {a} to piszemy krétko (a] zamiast a({a}].
Ten specyficzny ideal (a] nazwyamy idealem gléwnym.

LEMAT 3.3. Niech L bedzie kratq i niech H oraz I bedq jej niepustymi podzbiorams.

(i) I jest idealem wtw., gdy po pierwsze dla wszystkich a,b € I mamy aVb € I
i po drugie jesli dla a € I, x € L z faktu, Ze x < a wynika x € 1.

(i) I = (H] wtw., gdy I jest idealem, H C I oraz dla wszystkich a € I istnieje
liczba naturalna n > 1 i istniejg hg, ... hp—1 € H takie, Ze a < hgV - -V hy_1.

(iii) Dla wszystkich a € L mamy (a] = {x: x < a} ={x ANa: z € L}.

DowOD. (i) =: Niech I bedzie idealem. Wtedy dla a,b € I mamy aVb € I bo I
jest podkrata. Jeslia € I'ix < a, tox =z Aa, awiec z € I z definicji ideatu.

<: Niech I spelnia podane oba warunki. Niech a,b € I. Wéwczas aV b € I z
pierwszego warunku. Poniewaz a Ab < aia € I, wiec réwniez a A b € I z drugiego
warunku. Zatem I jest podkrata. Jesliz € Lia € I, toaAx < aia € I, wiec
a Nz € I z drugiego warunku, co oznacza, ze I jest ideatem.

(i) Niech

Ip:={a:a<hgV---Vhy,_1dahg,...,h,—1 € H dla pewnego n > 1}.

Z (i) Ip jest idealem i H C I. Je$li H C J dla pewnego ideatu J, to Iy C J. Tak
wiec Iy jest najmniejszym idealem zawierajacym H, to znaczy, I = Ij.
(iii) Wynika wprost z definicji lub z (ii). O

3.4 Kongruencje

Relacje réwnowaznosci p na kracie L nazywamy kongurencjg wtw., gdy spelniony
jest warunek:

jesli a=,b i c=,d, to aANc=,bAd oraz aVc=,bVd. (8)
Standardowymi przyktadami kongruencji jest kongruencja totalna w
a=,b wtw., gdy a,bdowolne w L
oraz kongruencja identycznosciowa t
a=,b wtw., gdy a=hb.

Dla elementu a € L zbior
lal, ={z € L:x=,a} 9)

jest klasa abstrakcji relacji p wyznaczona przez element a.

LEMAT 3.4. Niech p bedzie relacjg kongruencji na kracie L. Wtedy dla wszystkich
a € L, klasa abstrakcji [a], jest wypuklq podkratq L.
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Dowop. Niech z,y € [a],. Wowczas © =, a oraz y =, a. Na mocy definicji kon-
gruencji mamy r Ay =, a/Na=aoraz xVy =,aVa=a,Ccooznacza, ze [a]p jest
podkrata.

Jesli wezmiemy takie t € L, ze ¢ < t < y, to

t=tANy=,tANa.
Stad i z wlasnosci kongruencji mamy
t=tvVe=,(tANa)Ve=,(tNa)Va=a,
co oznacza, ze t € [al,, a wiec [a], jest podkrata wypukla. O

LEMAT 3.5. Zwrotna relacja binarna p na kracie L jest kongruencjq wtw., gdy
nastepujace trzy warunki sq speinione dla x,y,z,t € L:

(i) o=,y wtw., gdy r ANy =, Vy.
(i) gesliz<y<z x=,yiy=,z tor =, 2.
(ili) jesliza<yix=,y, toxNt=,yAtorazxVt=,yVt.
Dowob. (Praca domowa.) O

Pomiedzy homomorfizmami i kongruencjami zachodzi wiele $cistych zwigzkow.
Wprowadzimy teraz pojecie kraty ilorazowej. Niech L bedzie krata i niech p be-
dzie relacja kongruencji na L. Przez L/p bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich klas
abstrakcji p, tzn.

L/p={lal,: a € L}. (10)
Na elementach L/p okreslamy dwie operacje:

[a]p A [b]p = [a A b]p (11)

[a]p N [b]p =[aV b]p- (12)

Rzeczywiscie takie okreslenie kresow nie zalezy od wyboru reprezentantow klas abs-
trakcji, poniewaz jesli [a], = [da'], oraz [b], = [V'],, to a =, ¢’ i b =, b/, a stad
aANb=,ad ANV, co oznacza, ze [a AD], = [a' AV],. Dualnie pokazemy, ze V jest réw-
niez dobrze okres$long operacja na L/p. Sprawdzenie aksjomatéw kraty jako algebry
dla tak wprowadzonych operacji pozostawiamy jako prace domowa.

Otrzymalismy nowa krate L/p. Nazywamy ja kratq ilorazowq kraty L modulo p.

LEMAT 3.6. Odwzorowanie ¢,: L — L/p dzialajgce w nastepujgcy sposéb:

vp(x) = [2], dla xeL (13)
jest homomorfizmem kraty L na krate ilorazowg L/p.
DowOD. Wynika natychmiast z okreslenia kreséw na klasach abstrakeji. O

Méwimy, ze krata K jest homomorficznym obrazem kraty L, gdy istnieje homo-
morfizm kraty L na krate K (surjekcja).
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TWIERDZENIE 3.7 (O homomorfizmie). Kazdy homomorficzny obraz kraty L jest
izomorficzny z odpowiedniq kratq ilorazowq kraty L. Jesli ¢: L — K jest homomor-
fizmem L na K, to relacja binarna p okreslona na L w nastepujgcy sposob

r=,y wtw., gdy ()= p(y), (14)

jest kongruencjq 1
L/p= K.

Izomorfizm dany jest przeksztalceniem : L/p — K takim, Ze

U([zl,) = ¢(z), dla z €L (15)

arlal,

DowOD. Najpierw nalezy wykazaé, ze p jest relacja kongruencji. Zwréémy uwage
w (14), ze relacja p jest okre$lona za pomoca relacji =, ktéra oczywiscie jest relacja
rownowaznosci. Tak wiec p jest rowniez relacja réwnowaznodci. Zatézmy teraz, ze
x =, y oraz u =, w dla dowolnych z,y,u,w € L. Stad, zgodnie z (14), mamy
o(x) = ¢(y) 1 p(u) = ¢(w). Poniewaz ¢ jest homomorfizmem, to

ox Au) = p(z) Ap(u) = o(y) A p(w) =y Aw),

co oznacza, ze T A u =, y A w. Dualnie pokazemy, ze x Vu =, y V w i w ten sposéb
p jest kongruencja.

Sprawdzimy teraz, ze odwzorowanie v jest dobrze okreslone. W tym celu zal6z-
my, ze [z], = [y], dla pewnych z,y € L. Klasy abstrakcji sa réwne, gdy ich repre-
zentanci sa w relacji ze soba, czyli =, y. Stad, zgodnie z (14) mamy p(x) = ¢(y).
Dalej, na podstawie (15) dostajemy

¥ ([z],) = e(x) = e(y) = »([yl,)-

WykazaliSmy, ze biorac wartosé ¢ dla réznych reprezentantéw tej samej klasy abs-
trakcji dostajemy to samo, innymi stowy, warto$¢ 1 nie zalezy od wyboru reprezen-
tanta klasy abstrakcji.

Teraz wykazemy, ze 1 jest injekcja. Zakladamy, ze ¢ ([z],) = ¢ ([y],) dla pewnych
z,y € L. Z (15) mamy ¢(z) = ¢(y). Stad, na mocy (14) otrzymujemy = =, y, ale
to oznacza, ze [x], = [y],, czyli, ze 1 jest réznowartosciowe.

Aby dowiesé, ze 1 jest surjekcja, wezmy dowolne 2’ € K. Homomorfizm ¢ jest
,na”, wiec istnieje takie z € L, ze p(z) = 2’. Z (15) mamy

' = p(x) = ¥([z],).
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Wskazalidmy klase abstrakeji [x], w kracie ilorazowej L/p, ktérej obrazem przy 1
jest x/, wiec 1 jest ,na”.
Pozostato pokazaé, ze 1 jest homomorfizmem. Niech z,y € L. Wowczas

([l Alyle) = ([ Aylp) = ez Ay) = ol@) Ae(y) = ¥([2],) Av([yl,)

kolejno z okreslenia A w kracie ilorazowej L/p, (15), tego, ze ¢ jest homomorfizmem
i ponownie z (15). Dla V rozumowanie jest dualne. O

Powyzsze twierdzenie mowi, ze kazdemu homomorfimowi kraty L na krate K
(podkreslmy stowo ,na” w sensie ,surjekcja”) odpowiada dokladnie jeden kongru-
entny podzial kraty L. Podzial ten wyrazony jest w tym twierdzeniu relacja p.

3.5 Produkt prosty

Kolejnym waznym pojeciem, typowym dla algebry, jest produkt prosty krat. Niech
L, K beda kratami. Na zbiorze L x K wszystkich par uporzadkowanych (a, b), gdzie
a € L, be K, definiujemy operacje A oraz V po wspotrzednych, tzn.:

(a,b) A (c,d) = (a ANec,bAd), (16)
(a,b) V (c,d) = (aVc,bVd). (17)
Fatwo sprawdzié¢, ze tak okreSlone operacje A i V sa odpowienio kresem dolnym

i gérnym na L x K. Tak wiec otrzymujemy krate L x K zwana dalej produktem
prostym krat L i K.

ZADANIE 3.8. Jak mozna okresli¢ czeSciowy porzadek na produkcie prostym krat?

Dla zilustrowania zdefiniowanego produktu rozwazmy krate L dzielnikéw liczby
4 oraz krate K dzielnikéw liczby 15. Oczywiscie L = {1,2,4} oraz K = {1, 3,5,15}.
Diagram produktu L x K przedstawiono na rys. 3.1.

Rysunek 3.1

Na podanym przykladzie mozna réwniez zilustrowaé wczesniej poznane poje-
cie izomorfizmu krat. Zauwazmy ot6z, ze kazda etykiete (a,b) na rys. 3.1 mozna
jednoznacznie zastapié¢ iloczynem a - b jak na rys. 3.2.
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Rysunek 3.2

Zauwazmy, ze mozna rozumowacé odwrotnie, tzn. kazdy dzielnik liczby 60 mozna
rozlozy¢ jednoznacznie na iloczyn liczby ze zbioru L i ze zbioru K. Podkredlmy
uzyte dwukrotnie stowo ,,jednoznacznie”. Mamy zatem bijekcje ¢ ze zbioru L x K
na zbiér dzielnikéw liczby 60, okre$lona nastepujaco ¢(a,b) =a-bdlaa € L, b€ K.
Przystawanie diagramoéw 3.1 i 3.2 oznacza, ze przeksztalcenie ¢ jest izomorfizmem.

Warto tutaj zwroécié jeszcze uwage na to, ze kolejno$é mnozenia w ¢ jest arbi-
tralna, co oznacza, ze izomorficzne sa produkty proste L x K oraz K x L. Méwi o
tym miedzy innymi nastepujacy lemat.

LEMAT 3.9. Niech Ly, Lo, K1, Ko bedq takimi kratami, Ze L1 =2 Lo oraz K1 =2 Ko.
Wowczas
K1XL1gL1XK1gL2XK2.

SZKIC DOWODU. Pierwszy z dwu powyzszych izomorfizméw realizowany jest za po-
moca przeksztatcenia £: L1 x K1 — Ky x Ly, ktére zamienia kolejnosé elementow
w parze, tzn. {(a,b) = (b,a) dla a € L1, b € K.

Aby okresli¢ drugi izomorfizm, rozwazmy izomorfizmy ktére mamy z zatozenia
tzn. ¢: L1 — Lo oraz ¥: K1 — Ko. Wezmy przeksztalcenie n: Ly X K1 — Lo X Ko
takie, ze n(a,b) = (p(a), (b)) dlaa € Ly, b € K;. O

Na koniec podamy twierdzenie wigzace produkt prosty z kongruencjami.

TWIERDZENIE 3.10. Niech L, K bedg kratami, p kongruencjg na L i o kongru-
encjg na K. Rozwazimy relacje p X o na zbiorze L x K okreslong w nastepujgcy
sposéb:

(a,b) =pxo (¢, d) wtw., gdy a=,c i b=,d. (18)

Relacja p x o jest kongruencjg na produkcie prostym L x K i na odwrdt, kazda
kongruencja na produkcie prostym L x K jest takiej postaci.

DowOD. Sprawdzenie, ze relacja px o jest kongruencja sprowadza sie do rozwiniecia
odpowiednich definicji.

Wykazemy, ze dowolna kongruencja § na produkcie L x K da sie roztozyé¢ na
kongruencje na sktadnikach tego produktu. W tym celu okreslamy kongruencje p
na L w nastepujacy sposob

a=,b wtw., gdy istnieje takie c € K, ze (a,c) =5 (b,c) (19)



3 POJECIA ALGEBRAICZNE 13

dla dowolnych a,b € L. Niech d € K. Zalézmy, ze a =, b. Woéwczas z (19) mamy

(anb,d) VvV (a,c) = (a,bVe),
(a/Tg,d) v (;i) = (b,dVe),

a zatem modulo § muszg réwniez przystawaé pary z prawej strony rownosci i dalej

(a,bVve) AN (aVvbd) = (a,d),
(b,;f/c) A (a\/:li,d) = (b,d),

tak wiec z dowolnoéci wyboru d mamy
a=,b wtw., gdy dla dowolnego d € K (a,d) =5 (b,d). (20)
Podobnie postepujac dla ¢, d € K dostaniemy
c=,d wtw., gdy dla pewnego/dowolnego a € L (a,c) =5 (a,d). (21)

Tak okreslone p i o sa kongruencjami.

Zalézmy teraz, ze (a,b) =pxo (c,d). Wtedy odpowiednio z (20) i (21) mamy
(a,z) =5 (c,x) dla dowolnego z € K i (y,b) =s (y,d) dla dowolnego y € L. Na
mocy definicji kongruencji (8) bierzemy kres gérny stronami

(CL,.’,L') v (y7 b) =5 (67‘%') v (y7 d)
Podstawiajac x = b A d oraz y = a A c i stosujac regule pochtaniania otrzymamy
(CL, b) =5 (C7 d)

Odwrotnie, zalézmy teraz, ze (a,b) =s (¢,d). Z obu stron wezmy kres dolny z
(a V¢,bAd). Dostaniemy
(a,bANd) =5 (c,bAd),

co dzigki (19) oznacza, ze
a=,c (22)

Biorac natomiast z obu stron kres gérny z (a V ¢, b A d) dostaniemy
(aVe,b)=5(aVed),
co z kolej z uwagi na (21) oznacza, ze
b=, d. (23)
Laczac (22) z (23) na mocy (18) mamy
(a,b) =pxo (¢, d).

Ostatecznie § = p X 0. O
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4 Wielomiany, tozsamosci i nieré6wnosci

Wielomian o zmiennych x1, ..., x, w kracie L to wyrazenie zbudowane przy pomocy
operacji kreséw A, V i nawiaséw. Przykladami wielomianéw sa:

€y,
x1 A\ x2,
(xl AN xg) V x3.
Formalnie zbiér wielomianéw definiuje sie rekurencyjnie. Zbiér P, wielomianéw o

n zmiennych w kracie L jest najmniejszym zbiorem spelniajacym dwa warunki:
(i) zje Pydlai=1,...,n,

(i1) jeslip,q € Py, to (pAq),(pVq) € P,.
Tozsamosci w kracie to wyrazenia postaci p = ¢, natomiast nieréwnosci to wy-
razenia postaci p < ¢, gdzie p, ¢ to wielomiany. Méwimy, ze tozsamo$¢ (nieréwnosé)
w kracie jest speiniona w kracie L wtedy i tylko wtedy, gdy

play,az,...)=qlai,as,...)

dla dowolnych ai,aq,--- € L.
Przyktadem tozsamo$ci w kracie L moze by¢ reguta pochtaniania

(xVy) AN =x.

Z lewej strony mamy wielomian p(x,y) = (zVy) Az, a z prawej ¢(z,y) = x. Réwnosé
p(z,y) = q(x,y) zachodzi dla wszystkich z,y € L.
Bardzo czesto pojawia sie taka oto nieréwnosé:

xV(yNz)<(xVy A(zVz). (24)

Jest ona prawdziwa w dowolnej kracie L, dla dowlnych xz,y,z € L. Zauwazmy
bowiem, ze x < xVyoraz yAz < y < xVy, czyli, ze xVy jest gbrnym ograniczeniem
xiyA z. Stad mamy

zV(yNz)<zxzVy (25)

bo z lewej strony jest kres gérny, czyli najmniejsze z gérnych ograniczen elemendéw
x iy Az Poniewaz z kolei t < xVzorazyAz<z<aVz wiec

xV(yANz)<zVz. (26)
Ostatecznie z (25) i (26) otrzymujemy (24).

TWIERDZENIE 4.1. Tozsamosci zachowujg sie ze wzgledu na podkraty, homomor-
ficzne obrazy i produkty proste.

DowOD. Niech p, ¢ beda wielomianami n zmiennych w kracie L. Zalézmy, ze toz-
samos¢ p = q jest spelniona w L.

Rozwazmy podkrate K kraty L. Jesli z1,...,x, € K, to oczywiscie x1,...,T, €
L i od razu z zalozen mamy

p(x1,.. . xn) = q(x1, ..., 20).



5 KRATY GENEROWANE 15

Niech teraz K bedzie krata, a ¢: L — K homomorfizmem L na K. Rozwazmy
Y1, .-, Yn € K. Homomorfizm ¢ jest surjekcja, wiec mamy takie z1,...,x, € L, ze
o(z;) =y;dlai=1,...,n. Wowczas

p(y17 cee ayn) = p((p(!lﬁ), v ’SO(JETL)) = 90(]9(331, v ;xn)) =
= @(Q(gjlv R ;xn)) = Q(SD(:EI), e 7(10(33”)) = Q(yl, e ayn)v
a wiec réwnosé p = q jest prawdziwa w K.

Pozostalo rozpatrzeé¢ produkt prosty krat, powiedzmy L x K. Zakladamy, ze
tozsamosé p = ¢ spelniona jest zaréwno w L, jak i w K. Wtedy

p(($17y1)7"'>($myn)) = (p($1"" >x”)7p(y17--->yn)) =
= (q(@1,- - @n), g1, Un)) = a((x1,91), -+ (Tn,Yn)),

co oznacza, ze rOwWnosé¢ p = q jest spetniona w L x K. O

Powyzsze twierdzenie stanie sie bardzo waznym, gdy zaczniemy badaé specyficz-
ne klasy krat zadane przez tozsamosci. Pozwala ono bowiem stwierdzié, ze zaréwno
podkrata, homomorficzny obraz jak i produkt prosty pewnej klasy krat zdefiniowa-
nych tozsamosciami nalezy réwniez do tej klasy.

LEMAT 4.2. Nastepujgce nierownosci spetnione sqg w kazdej kracie:
(i) @Ay)V(zAz)<zA(yVaz),

(i

)
(ili) (zAy)
)

zVynz)<(xzVy)A(zVz),

VyAz)V(zAz) < (zVy) AlyVz)A(zVa),
(iv) (zAy)V(zAz)<zA(yV(zAz)).
DowOD. Nieréwnosé (ii) zostala juz wykazana w (24). Pozostale do sprawdzenia
na ¢wiczeniach. O

LEMAT 4.3. Ponizsze tozsamosci i nieréwnosci s¢ rownowazne w kazdej kracie:
(i) @Ay V(xAz)=zA(yV2),

(ii)) (zVy)A(zVz)=axV(yAz),
(iii) (xVy)Ahz<zV(yAz).

DowOD. Na éwiczeniach. O

5 Kraty generowane

Zacznijmy od formalnej definicji kraty generowane;j.

DEFINICJA 5.1. Niech P bedzie posetem i niech K bedzie klasg krat spelniajacych
ustalony zestaw tozsamosci. Méwimy, ze krata Fy(P) jest krata generowang przez
P nad K wtw., gdy sa spelnione nastepujace warunki:

(i) F(P) €K,
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(il) P C Fx(P) oraz dla a,b,c € P mamy inf {a,b} = ¢ w P wtw., gdy
aANb=cw Fg(P)isup{a,b} =cw P wtw., gdy aVb=cw Fi(P),

(i) [P] = Fx(P),

(iv) mniech L € K i niech ¢: P — L bedzie przeksztalceniem zachowujacym
porzadek o takiej wlasnosci dla a,b,c € P, ze jesli inf {a,b} = cw P, to
p(a) Ap(b) = ¢(c) w L ijesli sup{a,b} = c w P, to p(a) V ¢(b) = ¢(c)

w L; wowczas istnieje homomorfizm krat ¢: Fic(P) — L rozszerzajacy ¢
w tym sensie, ze ¢(a) = p(a) dla wszystkich a € P.

Méwiac pogladowo, cho¢ moze nieprecyzyjnie, krata generowana to najbardziej
ogolna krata spelniajaca pewne kryteria.

Kratg generowang przez pie¢ elementéw o, a, b, ¢, ¢ spelniajacych warunki: a < b,
aVc=11bAc=o jest krata N5 zwana pieciokgtem, przedstawiona na rys. 5.1.

1

o

Rysunek 5.1: Krata N5 — pieciokat.

Te same elementy z warunkami: aAb=bAc=cAa=o0iaVb=bVc=cVa=1
generuja krate M3 zwana diamentem. Jej diagram przedstawia rys. 5.2.

1

o

Rysunek 5.2: Krata M3 — diament.

Diagram kraty generowanej przez trzy elementy a,b,c z zalozeniem, ze a < b
jest przedstawiony na rys. 5.3.
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alc

Rysunek 5.3: Krata generowana przez a, b, ¢ takie, ze a < b.

Diagram kraty modularnej, tzn. spelniajacej warunek (M), str. 19, generowanej
przez trzy elementy a,b,c jest przedstawiony na rys. 5.4. Zastosowano tam naste-
pujace oznaczenia:



5 KRATY GENEROWANE

18

aNbAc

Rysunek 5.4: Krata modularna generowana przez a, b, c takie, ze a < b.
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6 Kraty modularne

6.1 Charakteryzacja

Krate, w ktérej dla dowolnych elementéw a, b, ¢ zachodzi
jesli a<b, to aV(cAb)=(aVc)Ab (M)

nazywamy modularng.

Kraty modularne mozemy scharakteryzowaé za pomoca tozsamodci oraz za po-
mocg specjalnych podkrat.

Moéwimy krétko, ze krata nie zawiera pieciokata (diamentu), w tym sensie, ze
nie zawiera ona podkraty izomorficznej z krata N5 (Ms).

TWIERDZENIE 6.1. W kazdej kracie L nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) krata L jest modularna,

(ii) krata L, dla dowolnych a,b,c € L, spelnia tozsamosé

(aV(cA(avb))ab=(ave)Ab (27)

(iii) krata L, dla dowolnych a,b,c € L, spelnia tozsamo$é

(aANb)V(eAb)=((aNb)Ve)ADb (28)

(iv) krata L nie zawiera pieciokqta.

DowoOD. (i) = (ii): Poniewaz zawsze a < a V b, wigc z definicji modularnosci (M)
mamy

aV(cA(aVvb))=(aVe)A(aVb).
Jedli wezmiemy obustronnie kres dolny z b i zastosujemy regule pochtaniania z

prawej strony réwnosci, to otrzymamy (27).
(il) = (iii): Wstawmy a A b za a w (27). Wéwczas otrzymamy

(@A) v (en(@nb) V) Ab=((anb)Ve)Ab.
Korzystajac z reguly pochtaniania dostajemy
((anD)V(cAD)ANb=((aNb)Ve)AD.

Z uwagi na fakt, ze a Ab < b oraz ¢ Ab < b, a wiec (a Ab)V (¢ Ab) < b, powyzsza
réwnosé staje sie réwnoscia (28).

(iii) = (iv): Na mocy 4.1 wszystkie podkraty L spelniaja warunek (27). Dla
elementéw a, b, ¢ takich jak na rys. 5.1 pieciokat N5 nie spelnia (27), zatem zadna
podkrata kraty L nie moze by¢ z nig izomorficzna.

(iv) = (i): Przypuséémy, ze krata L nie jest modularna. Zgodnie z (M) istnieja
wiec takie a,b,c € L, ze a < biaV (cAb) # (aVc)Ab. Krata generowana przez trzy
elementy a, b, ¢ takie, ze a < b pokazana jest na rys. 5.3. Dlatego podkrata kraty L
wygenerowana przez elementy a, b, ¢ jest homomorficznym obrazem kraty 5.3. Jesli
dwa z pieciu elementéw cAb, aV (cAb), (aVc)Ab, aV e, ¢ zostana utozsamione przy
tym homomorfizmie, to réwniez elementy aV (cAb) i (aV c) Ab zostana utozsamione,
co przeczy naszemu zalozeniu. Zatem, te wszystkie pie¢ elementéw sg parami rézne
i tworza pieciokat. O
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Charakteryzacja przy pomocy tozsamo$ci jest o tyle istotna, ze pozwala na mocy
4.1, szybko stwierdzi¢, ze zaréwno podkraty, homomorficzne obrazy jak i produkty
proste krat modularnych sg modularne.

6.2 Twierdzenie o izomorfizmie

TWIERDZENIE 6.2 (Twierdzenie o izomorfizmie). Niech L bedzie kratg modularng
1 niech a,b € L. Wowczas odwzorowanie

ppr x> T AD

jest izomorfizmem odcinkéw [a,a V b] oraz [a A b,b]. Izomorfizm odwrotny dany jest
przeksztalceniem
PYa: x>V a.

aVb
yVa

xAb
albd
Rysunek 6.1

DowOD. Odwzorowania p 1 1, zachowuja porzadek, wiec aby byly izomorfizmami
wystarczy pokazaé, ze
Yatpo = id[q,avt] 1 e = 1djgapy -

Niech wiec = € [a,aV b], czyli w szczegdlnosci a < x. Wéwezas z modularnosci kraty
L mamy
Yapp(x) = (x Ab)Va=x A (bVa)=uzx.

Teraz niech y € [a A b, b]. Stad w szczegblnosci mamy y < b i z modularnosci kraty
L otrzymujemy
eptha(y) = (yVa) Nb=yV(aANb) =y.

W ten sposéb dowdd jest zakonczony. O
Zauwazmy, ze dla a,b oraz g, ¥, takich jak w 6.2 jesli z,y € [a A b, b], to
%(96 A y) = %(96) A %(y)

z uwagi na to, ze zgodnie z 6.2, 1, jest homomorfizmem. Zanotujmy ten fakt jako
wniosek.

WNIOSEK 6.3. Niech L bedzie kratq modularng i niech a,b € L. Dla wszystkich
x,y € [a Ab,b] zachodzi

aV(zANy)=(aVz)A(aVy).
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6.3 Niezaleznosé w kratach

Niech L bedzie krata ograniczona z dotu. Podzbiér H C L\ {0} nazywamy nieza-
leznym wtw., gdy dla dowolnych, skonczonych podzbioréw X,Y C H zachodzi

VXAVY =\V(&XnY).

CDN...

7 Kraty dystrybutywne

7.1 Charakteryzacja

Krate L nazywamy dystrybutywng (rozdzielng), gdy dla wszystkich a, b, ¢ € L praw-
dziwa jest tozsamosé
(aAb)V(anc)=aAN (bVec). (D)

Na mocy 4.3 warunek (D) jest réwnowazny z warunkiem do niego dualnym:
(aVb)A(aVe)=aV(bAc) (D¥)

i dlatego moze on réwniez by¢ traktowany jako warunek definiujacy kraty dystrybu-
tywne. Przykladami kraty, ktére nie spelniaja (D) sa pieciokat (rys. 5.1) i diament
(rys. 5.2).

TWIERDZENIE 7.1. Krata jest dystrybutywna wtw., gdy jest modularna i nie za-
wiera diementu.

DowOD. =: Zakladamy, ze krata L jest dytrybutywna. Z warunku (D) wynika (28)
wiec L jest modularna. Wszystkie podkraty L sa dystrybutywne, a wiec L nie moze
zawiera¢ diamentu, ktory nie jest dystrybutywny.

<: Przypusémy, ze krata L jest modularna, nie zawiera diamentu i nie jest
dytrybutywna. Wowczas istnieja takie a,b,c € L, ze

(aAb)V(ane)#aNn(bVe).

Krata generowana przez trzy elementy pokazana jest narys. 5.4. Elementy u, aq, b1, c1,v
tworzg diement. Podkrata kraty L wygenerowana przez a, b, ¢ jest homomorficznym
obrazem kraty 5.4. Obrazy elementéw u,ai,b1,c1,v tworza podkrate izomorficzng

z krata ilorazows diamentu. Krata Mj3 posiada dwie kraty ilorazowe: Mj3 i jedno-
elementows, krate. W pierwszym przypadku mamy sprzeczno$é¢ z zatozeniem, ze L
nie zawiera diamentu, natomiast w drugim musi by¢

(aAnb)V(anc)=aN (bVec),
co przeczy naszemu zalozeniu. O

Podamy jeszcze inne twierdzenia charakteryzujace kraty dystrybutywne i bo-
olowskie. Weczesniej jednak musimy wprowadzi¢ dwa dodatkowe pojecia.

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Rodzine S podzbioréw X, tzn. S C 2%,
nazywamy pierscieniem zbiorow jesli jest ona domknieta na przekroje i sumy, tzn,
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gdy dla wszystkich A, B € S mamy ANB,AUB € S. Rodzina S zwana jest cialem
zbioréw, gdy S jest pierScienim zbioréw domknietym ze wzgledu na dopelnienia,
tzn. gdy dla dowolnego A € S mamy X \ A € S. Zauwazmy, ze piercien, jak i cialo
zbioréw posiada strukture kraty z naturalnym porzadkiem C.

TWIERDZENIE 7.2 (Birkhoff, Stone). Krata jest dytrybutywna wtw., gdy jest izo-
morficzna z pieScieniem zbiorow.

7.2 Dopelnienia

Poset jest ograniczony z dolu, gdy zawiera element najmniejszy, czyli 0, jest on
natomiast ograniczony z gory, gdy zawiera element najwiekszy, czyli 1. Gdy poset
zawiera oba te elementy mowimy wtedy krétko, ze jest on ograniczony.
W kracie ograniczonej L element a jest dopelnieniem elementu b wtedy i tylko
wtedy, gdy
aANb=0 oraz aVb=1.

Zauwazmy, ze aby w ogdle méwié¢ o dopelnieniach w kracie L to musi ona zawieraé
0 i 1, takze zalozenie, ze L jest ograniczona jest tutaj jak najbardziej uzasadnione.
Krata L jest kratq z dopetnieniami, gdy kazdy element L posiada dopelnienie.

LEMAT 7.3. Element ograniczonej kraty dystrybutywnej moze miec najwyzej jedno
dopeinienie.

DowOD. Niech by, by beda dopelnieniami elementu a w ograniczonej kracie dystry-
butywnej L. Wéwczas

by :bl/\lzbl/\(a\/bg) :(bl/\a)\/(bl/\bQ):O\/(bl/\bQ) = b1 A be.
Zamieniajac ideksy przy b1, by wykazemy, ze by = by A by. Tak, wiec by = bs. O

Rozwazmy odcinek [a,b] w dowolnej kracie L oraz dwa elementy z,y € [a,b].
Moéwimy, ze element y jest wzglednym dopelnieniem elementu x w odcinku [a, b],
gdy

rANy=a oraz xVy=hb.
Moéwimy, ze krata L jest kratg ze wzglednymi dopelnieniami, gdy kazdy element L
posiada wzgledne dopelnienia we wszystkich odcinkach, do ktérych nalezy. Latwo
zauwazy¢, ze krata ograniczona ze wzglednymi dopelnieniami jest krata z dopel-
nieniami poniewaz L = [0,1]. Twierdzenie odwrotne prawdziwe jest w kratach
modularnych.

LEMAT 7.4. W ograniczonej kracie modularnes, jesli element posiada dopeinienie,
to posiada rowniez wzgledne dopelnienie w kazdym odcinku, do ktdrego naleZy.

DowOD. Niech z bedzie dopelnieniem elementu z i niech [a, b] bedzie takim odcin-
kiem, ze = € [a,b]. Rozwazmy y = a V (2 A b). Zauwazmy, ze y € |[a,b]. Poniewaz
krata jest modularna, to mamy
zAy=xA(aV(zAb)=zA(aVz)ANb=
=(aV(zAz))Ab=(aVO)Ab=aAb=a.

Dualnie pokazemy, ze =V y = b. O
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O tym jak branie dopelnienia w kracie ma si¢ wzgledem operacji kreséw mdwia
Prawa De Morgana.

LEMAT 7.5 (Prawa De Morgana). W ograniczonej kracie dystrybutywnej, jesli
elementy a,b majq dopelnienia odpowiednio a', b, to elementy a Ab i a\V b réwniez
posiadajg dopetnienia, odpowiednio (a Ab) i (aV b) oraz

(anb) =d Vv, (avb) =d AV.
DowOD. Na éwiczeniach. O

Krata dystrybutywna z dopelnieniami nazywa sie boolowska. Na mocy 7.3 w
kracie boolowskiej kazdy element posiada dokladnie jedno dopelnienie. W kratach
boolowskich mozemy wiec méwié¢ o operacji dopetnienia. Poniewaz krata dystrybu-
tywna jest modularna, wiec na mocy 7.4 krata boolowska jest krata ze wzglednymi
dopelnieniami.

Przeksztatcenie ¢ kraty L w krate K o tej wlasnosci, ze

planb)=pla)Veld) 1 plaVd)=pla)Apb)

dla a,b € L nazywamy anty-homomorfizmem. Jesli takie przeksztalcenie jest dodat-
kowo bijekcja i K = L, to nazywamy je anty-automorfizmem.

STWIERDZENIE 7.6. W kracie boolowskiej operacja dopelnienia jest inwolucyjnym
anty-automorfizmem.

DowoOD. Niech L bedzie krata boolowska. Z definicji kraty boolowskiej oraz z 7.3
wynika, ze operacja dopelnienia jest ré6znowarto$ciowa. Na mocy 7.5 natomiast ope-
racja ta jest anty-homomorfizmem. Aby wykazaé, ze jest ona inwolucja rozwazmy
a € L i przyjmijmy, ze a’ = b. Woéwczas

aNb=0 oraz aVb=1.
Ponadto w tej kracie mamy
VAb=0 oraz V¥Vvb=1.

Poniewaz dopelnienia sa jednoznaczne, to musi byé¢ a = ¥, czyli a = (d')’, co
oznacza, ze operacja dopelnienia jest inwolucja. Stad natychmiast wida¢ réwniez,
ze operacja dopelnienia jest surjekcjg bo dla dowolnego elementu a € L wystarczy
wzigé jego dopelnienie a’, ktérego obrazem przy dopelnianianiu bedzie a. O

Wazny jest réwniez zwiazek operacji dopelnienia w kratach boolowskich z ho-

momorfizmami.

STWIERDZENIE 7.7. Niech L, K bedqg kratami boolowskimi i niech ¢: L — K
bedzie homomorfizmem. Wowczas dla a € L zachodzi

/

p(a) = ¢(a).
DowOD. Na éwiczeniach. O
Na koniec podamy twierdzenie o reprezentacji dla krat boolowskich.

TWIERDZENIE 7.8 (Stone). Krata jest boolowska wtw., gdy jest izomorficzna z
ciatem zbiorow.
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8 Kraty polmodularne

Niech a,b beda elementami kraty L. Méwimy, ze a poprzedza b i piszemy a < b,
gdy a < b i nie istnieje taki element ¢ € L, ze a < ¢ < b. Gdy a < b, element
a nazywa sie bezposrednim poprzednikiem b, a element b nazywa sie bezposrenim
nastepnikiem a. W literaturze (np. w [3]) mozna spotkaé okreslenie, ze b pokrywa a.
Czasami wygodnie jest dopuscié¢ réwnosé elementéw a i b, co zapisujemy jako a < b.
Formalnie wiec a < b oznacza, ze a < b lub a = b.

Definicje poprzedzania w kracie mozemy zapisaé takze nieco inaczej, na co czesto
bedziemy sie powotywaé. Otéz a < b wtw., gdy a < b i dla dowolnego ¢ z zatozenia,
7ze a < ¢ < bwynika a =club c=0b.

Moéwimy, ze krata L jest pétmodularna, gdy dla dowolnych elementéow a,b,c € L
spelniony jest warunek

jesli a<b, to avec=bVe. (UCC)

Definicja oraz nazwa powyzszego warunku (ang. Upper Covering Condition) za-
czerpnieta jest z [3]. W zasadzie w odniesieniu do kraty spelniajacej (UCC) powinno
stosowaé sie termin péimodularna z gory (ang. join-semimodular). Natomiast krata
spelniajaca warunek

jesli a<b, to aANc=2bAc (LCQO)

nazywa sie péimodularna z dolu (ang. meet-semimodular).
Przyktady krat polmodularnych przedstawiono na rys. 8.1.

Rysunek 8.1: Przyktady krat potmodularnych.

Wazne przyklady wywodza sie z geometrii. Sztandarowym przyktadem kraty
pélmodularnej jest krata podprzestrzeni przestrzeni afinicznej, zwanej krétko kratg
afiniczng. Podkreslmy tutaj, ze nie jest ona modularna, gdyz para réznych prostych
réwnoleglych wraz z dowolnym punktem na jednej z nich, zbiorem pustym jako O i
plaszczyzna rozpieta przez te proste jako 1 tworza pieciokat.

Geometryczne intuicje lepiej oddaje inny warunek definiujacy kraty pétmodu-
larne, oznaczany tutaj jako (Sm).

TWIERDZENIE 8.1. Krata L jest potmodularna wtw., gdy dla dowolnych a,b € L

jesli aNb=<b, to a=<aVb. (Sm)
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DowOD. Zal6zmy, ze krata L jest pétmodularna, czyli spelnia (UCC). Niech a,b € L
takie, ze a A b < b. Jako ¢ w (UCC) wezmy a, wtedy

(aANb)Va=aVb.

Tak wiec a < aVb. Gdyby a = a Vb, to b < a i wéwczas mielibySmy a Ab = b i
zgodnie z zalozeniem na poczatku b < b, co nie jest mozliwe.
Teraz zal6zmy, ze krata L spelnia (Sm). Niech a,b,c € L takie, ze

a=<b. (29)

Zauwazmy, ze
a<(aVe)ANb<b,

a wiec mamy dwa mozliwe przypadki:

a, gdy b aVec,
b, gdy b<aVec

(a\/c)/\b:{

W pierwszym z nich na podstawie (29) mamy (aV¢)Ab < b i po zastosowaniu (Sm)
otrzymujemy
aVe<(aVe)Vb=aVbVec=>bVe. (30)

W drugim przypadku mamy b < a V c. Zatem

bVe<aVe,
ale jednoczesnie z (29) mamy
aVe<bVe,
tak wiec
aVe=bVe. (31)
Ostatecznie z (30) i (31) otrzymujemy a V¢ < bV ¢, co konczy dowdd. O

Zanotujmy teraz implikacje przeciwna do (Sm):
jeSli a<aVb, to aANb=<b. (Sm*)

Stosujac rozumowanie dualne mozna twierdzenie 8.1 wzmocnié.

TWIERDZENIE 8.2.
(i) (UCC) < (Sm),

(i) (LCC) <= (Sm*).

Zauwazmy, ze je$li w (Sm) za a,b weZmiemy proste z przestrzeni afinicznej, to
warunek a A b < b nalezy interpretowaé w ten sposob, ze proste a,b maja punkt
wspélny a A b. Istotnie, punkty i proste to podprzestrzenie przestrzeni afinicznej,
a odcinek, w sensie kratowym, utworzony z punktu i prostej przez ten punkt jest
doktadnie dwuelementowy. Wiemy, ze w przestrzeni afinicznej dwie rézne proste
przecinajace sie rozpinaja plaszczyzne, w naszym przykltadzie bedzie to ich kres
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gérny a V b. Zatem (Sm) ma ladna interpretacje geometryczna: jesli dwie rézne
proste przecinaja sie, to rozpinaja plaszczyzne.

Warunek (Sm*), jako dualny, interpretuje sie nastepujaco: jesli dwie rozne proste
rozpinaja plaszczyzne, to przecinaja sie. Od razu widaé, ze warunek ten nie jest
spelniony w kracie afinicznej. Jest on natomiast spelniony w kracie rzutowej, tzn.
kracie podprzestrzeni przestrzeni rzutowej, ktéra jest modularna. Podkreslmy w
tym miejscu, ze krata rzutowa spelnia zaréwno (Sm) jak i (Sm*), co latwo widaé¢ w
interpretacji geometrycznej.

Warunek podobny do (Sm), zaproponowany przez Birkhoffa, ale nieco stabszy
jednak, jeszcze tadniej interpretuje sie w jezyku geometrii, a mianowicie:

jesli aAnb<a,b, to a,b=<aVb. (Bi)

Zauwazmy, ze jesli a A b jest punktem (lub prosta) i a A b < a,b, to a,b musza by¢

prostymi (lub odpowiednio ptaszczyznami). W tym sensie warunek (Bi) méwi wiecej

niz (Sm), ale jest przez to slabszy. Istotnie, z (Sm) bezposrednio wynika (Bi), ale

implikacja odwrotna prawdziwa jest tylko w kratach skonczonej wysokosci.
Zanotujmy réwniez warunek dualny do (Bi):

jesli a,b<aVvb, to aAb=<a,b. (Bi*)

Tak jak nalezalo oczekiwaé, klasa krat pélmodularnych obejmuje kraty modu-
larne.

STWIERDZENIE 8.3. Krata modularna speinia (UCC) i (LCC).

DowoD. Wykazemy, ze krata modularna L spelnia (UCC). W tym celu niech a, b, ¢ €
L. Zakladamy, ze a < b. Zastosujemy twierdzenie 6.2 o izomorfizmie do elementow
a V c oraz b. Mamy dwa odcinki:

X=[aVeaVeVvd =[aVebVd,
Y =[(aVe)ADb,b.

Zauwazmy, ze a < aVcia < b, wiec a < (aVc)Ab. Z drugiej strony (aVe) Ab < b.
Zatem
a<(aVe)ANb<b.

Poniewaz a < b, wiec z definicji relacji poprzedzania, albo
a=(aVc)Ab (32)

albo
(aVe)ANb=h. (33)

W pierwszym przypadku mamy Y = [a,b] i z 6.2 odcinki X i Y jako kraty sa
izomorficzne. Stad, poréwnujac konce odcinkéw, mamy a Ve < bV e bo a < b.

W drugim przypadku po dodaniu obustronnie a V ¢ do réwnania (33) otrzymu-
jemy aVec=bVec, gdyzbVa=nh.

Pokazalismy, ze a V ¢ < bV ¢. Zatem L spelnia (UCC). Dulanie wykazemy, ze L
spelia (LCC). O
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Dla krat skonczonej wysoko$ci udowodnimy réwniez twierdzenie odwrotne, ale
bedziemy do tego potrzebowaé kilku dodatkowych faktow.

Niech L bedzie krata ograniczona z dotu i niech a € L. Przez h(a) oznaczaé
bedziemy diugosé najdiuzszego, skonczonego, maksymalnego tancucha w odcinku
[0, a]. Jedli taki taficuch nie istnieje, to przyjmujemy h(a) = oco. Wartosé h(a) nazy-
wamy wysokos$cig elementu a w kracie L.

TWIERDZENIE 8.4 (The Jordan-Ho6lder Chain Condition). Niech L bedzie kratq
skoriczonej wysokosci. Jesli L jest potmodularna, to kazde dwa maksymalne tancuchy
w L sq tej samej dlugosci.

DowoOD. Niech C = {ag,...,a,}, gdzie 0 = ap < --- < a, = 1, bedzie maksy-
malnym tancuchem dtugosci n. Indukcyjnie pokazemy, ze kazdy inny maksymalny
tancuch jest tez dtugosci n.

bmfl

bm—2

Rysunek 8.2

Jedli n = 1, to dowdd jest trywialny. Zalézmy teraz, ze twierdzenie jest prawdzi-
we dla wszystkich krat o wysoko$ci mniejszej niz n. Niech C" = {b, ... by}, gdzie
0=by < -+ < by =1 bedzie innym maksymalnym tancuchem w L.

Jesli a1 = by, to wéwezas w kracie [a1) maksymalny tancuch C'\{ao} jest dlugosci
n—1. Tak wiec maksymalny tancuch C"\ {by} tez musi by¢é dlugosci n—1 z zalozenia
indukcyjnego. Zatem n = m.

Jesli a; # by, to wtedy niech C” bedzie maksymalnym lancuchem w kracie
[a1 V by) iniech k bedzie dtugoscia C”. Z (UCC) mamy ay < a3 V by oraz by < ai Vb
bo 0 = ag = by < ag,by. Stad C” U {a1} jest maksymalnym lanicuchem dlugosci
E+11iC\{ao} jest maksymalnym lancuchem dlugosci n — 1 oba w odcinku [a).
Zatem k +1 = n — 1. Podobnie dla pary C” i C’, skad k + 1 = m — 1. Ostatecznie
otrzymujemy n —1=k+1=m —1, a wiec n = m. O

W pieciokacie jak na rys. 5.1 mamy dwa maksymalne lancuchy C' = {o,a,b,i}
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oraz D = {o,c,i}. Sa one jednak réznej dlugosci, a mianowicie [(C) =31 (D) = 2.
Nie ma sprzecznosci bo pieciokat nie jest pétmodularny.

TWIERDZENIE 8.5. Niech L bedzie kratg skoriczonej wysokosci i niech a,b,c € L.
Nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(i) Krata L jest pétmodularna.
11 rata L spelnia (Bi).
i) K L spel Bi

(i) Jeslia < b i C jest maksymalnym laricuchem w [a,b], to {x V c: x € C'}
jest maksymalnym laricuchem w [a V ¢,bV c].

(iv) h(a) + h(b) > h(a A D) + h(a V b).

DowoOp. (ii) = (i): Musimy dowies¢ prawdziwo$¢ warunku (UCC). Tak wigc niech
a < b.

Zacznijmy od przypadku, gdy ¢ < a. Wowczas a = aVcib = bV c. Zatem
aVe=<bVe.

Rozwazmy drugi przypadek, gdy b < aV c. W tej sytuacji bV c < a V¢, ale
poniewaz a < b, wiec a V ¢ < bV ¢. Ostatecznie aVec=05bVec.

Teraz zal6zmy, ze nie zachodzi zaden z dotychczas rozpatrywanych przypadkéw,
czylic£aib< aVe Wowezas (aVe) Ab=a,boa< (aVe)ANb<boraz a < b,
wiec gdyby (aVe) Ab=0b, to b< aV e, cowykluczyliémy. Niech

a=qp<a <---<ap=aVc

bedzie maksymalnym tancuchem w odcinku [a,a V c|. Tak wiec relacje < powyzej
mozemy zastapi¢ <. Mamy a < bia < a1. Zauwazmy, ze gdyby b = a1, to b < aVe.
Wiec a = bAay < b,ay iz (ii) dostajemy b,a; < bV ay. Stad, poniewaz a; < az,
wiec

ap = (bVai)Nag <bVay,as.

Ponownie z (ii) otrzymujemy
bVai,aa <bVaiVas=bVas.

Zatem mamy sytuacje jak na rys. 8.3.

bvan\
ap, =aVc

bV as
bV ay az
b ai

apg = a

Rysunek 8.3
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Kontynuujac dostaniemy a; < bV a; dlat=0,...,niw koncu
aVe=a, <bVa,=bVaVc=>bVec,

co konczy dowéd prawdziwosci (UCC).

(i) = (iii): Jedli y jest nastepnym po x elementem w tancuchu C, czyli gdy
x <y, toz (UCC) mamy z V¢ < y V ¢, wiec nie jesteSmy w stanie nic ,wcisnac”
pomiedzy dwa kolejne elementy w tancuchu o wyrazach postaci x V ¢, co dowodzi,
ze jest on maksymalny.

(ili) = (iv): Warunek (iii) implikuje (UCC), wystarczy bowiem zauwazy¢, ze
dla a < b tancuch C jest dwuelementowy, a wiec odcinek [a V ¢,b V ] nie moze byé
wiecej niz dwuelementowy. Dlatego tez krata L jest pélmodularna i prawdziwe jest
w niej 8.4. Wezmy maksymalny tancuch C' w odcinku [a A b, b]. Z 8.4 tahcuch C ma
dtugosé

1(C) = h(b) — h(a A D). (34)

Rozwazmy lancuch D := {z V a: x € C}. Zgodnie z ta definicja, dlugosé tancucha
D nie moze przekraczaé¢ dlugosci tancucha C, tzn.

(D) <I(C). (35)
Z (iii) tancuch D jest maksymalny w odcinku [a,a V b], wiec z 8.4
I(D) = h(aVb)— h(a), (36)

co razem z (34) i (35) ostatecznie daje warunek (iv).
(iv) = (ii): Niech x € L. Krata ma skonczona wysoko$é, wiec przeprowadzimy
dowéd indukeyjny ze wzgledu na h(zx). Oczywiscie (Bi) spelniony jest w (0].
Zalézmy, ze (Bi) spelniony jest w (y| dla wszystkich y < z. Wykazemy, ze
warunek (Bi) spelniony jest w (z].
Niech a, b € (z] takie, ze
aNb=<a,b.

Zauwazmy, ze a # b zatem musi by¢ a < x, bo a,b < x. To oznacza, ze (Bi) zachodzi
w (a], a pokazaliémy na samym poczatku dowodu, ze (Bi) pociaga za soba (UCC),
czyli krata (a] jest pétmodularna. Z 8.4 mamy

h(a) — h(a AN D) = 1.
Na mocy (iv) dostajemy
h(a Vv b) < h(a) + h(b) — h(a A b) = h(b) + 1,

co oznacza, ze albo b = a V b, ale wykluczyliSmy to na samym poczatku, albo
b < aV b. Podobnie wykazemy, ze a < a V b. U

TWIERDZENIE 8.6. Niech L bedzie kratg skonczonej wysokosci i niech a,b € L.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) Krata L jest modularna.

(ii) Krata L speinia (UCC) i (LCC).
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(iii) h(a) 4+ h(b) = h(a Ab) + h(a V b).

DowoOD. (i) = (ii): Bezposrednio z 8.3.

(ii) = (iii): Na mocy 8.5 warunek (UCC) pociaga > w warunku (iii), natomiast
na mocy wersji dualnej 8.5 (LCC) pociaga <.

(ili) = (i): Przypusémy, ze krata L nie jest modularna, tzn. zawiera pieciokat
zgodnie z 6.1. Oznaczenia elementéw tego pieciokata przyjmijmy jak na rys. 5.1.
Woéwcezas

h(i) = h(b) + h(c) — (o)

oraz

h(i) = h(a) + h(c) — h(o),
ale to oznacza, ze h(a) = h(b), co jest sprzeczne z okresleniem a i b. O

Z udowodnionego przed chwila twierdzenia oraz z 8.2 mozemy teraz wywniosko-
wacé inna charakteryzacje krat modularnych.

TWIERDZENIE 8.7 (Stern). Jesli krata skoniczonej wysokosci spetnia warunki (Sm)
i (Sm¥*), to jest modularna. Kazda krata modularna spelnia (Sm) i (Sm*).

W kracie L ograniczonej z dotu bezposredni nastepnik elementu 0, tzn, takie
a € L, 7ze 0 < a, nazywamy atomem kraty L. Dualnie, jedli krata L jest ograniczona
z gory, to takie a € L, ze a < 1 nazywamy koatomem kraty L.

LEMAT 8.8. W ograniczonej kracie potmodularnej, jesli a € L jest atomem, to
podkrata [a, 1] spelnia (LCC).

Dowo6bp. CDN... O

TWIERDZENIE 8.9. W ograniczonej kracie potmodularnej skonczonej wysokosci,
jesli a € L jest atomem, to podkrata [a, 1] jest modularna.

DowOD. Wynika wprost z 8.8 oraz 8.57777. O

Uporzadkowana para elementéw (a,b) w kracie L nazywa sie parg modularng,
co zapisuje sic a M b, gdy dlaxz € L

x <b implikuje zV (aAb)=(zVa)Ab. (37)

Krate, w ktorej relacja M jest symetryczna nazywamy M-symetryczng. Zgodnie z
(M) krata, w ktérej relacja M jest totalna, jest krata modularna i na odwrét.

Niech L bedzie dowolng krata. Ustalmy dwa elementy a,b € L i rozwazmy
nastepujace odwzorowania (patrz rys. 8.4):

p: la,a Vbl — [a Ab,b], Yp: T~ T A D, (38)
e [aANb,b] — [a,a V b], Ya: x> xVa. (39)
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aVb

albd
Rysunek 8.4

LEMAT 8.10. Niech L bedzie kratg i a,b € L. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) aMb,

(il) p jest surjekcia,

(iii) 1, jest injekcjq.
DowoOD. (i) = (ii): Zakladamy, ze dla a,b spelniony jest warunek (37). Niech
x € [a Ab,b]. Woéwezas a Ab < z < b1 mamy

op(xVa)=(xVa)ANb=xV(aNb) =z,

co oznacza, ze p jest surjekcja.

(ii) = (iii): Niech teraz z,y € [a A b,b], x # y i zalézmy, ze ,(x) = Pu(y).
Wtedy

Ya(xVy) =z VaVyVa=1u(r)Via(y) = ta(z) = ta(y).
Poniewaz nie moze by¢ jednoczesnie x = x V y oraz y = x V y, wiec albo z < z V y,
albo y < x V y. Przjmijmy, ze zachodzi pierwsza z nieréwnosci. Z zalozenia, istnieje
z € [a,a V b] taki, ze pp(2) = x. Zauwazmy, ze ¢ < z oraz a < z. Stad zV a < z.
Poniewaz
zVy<zVyVa=1i.(zVy) =1v.(r) =2Va<xz,

wiec mamy = V y < z. Zatem, z wczesniejszych obserwacji oraz z tego, ze x Vy < b
mamy
r<azVy<zAb=yp(z) =z

i powstaje sprzecznosc.
(iii) = (i): Niech z < b. Latwo sprawdzié¢, ze

YoV (aNb)=xzV(aAb)Va=zVa. (40)

Pokazemy teraz, ze
((xVa)Ab)Va=zVa. (41)

Poniewaz a < x V a oraz (zVa) Ab <z V a, wiec

((xVa)Ab)Va<zVa.
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Oznaczmy przez t lewa strone tej nieréwnosci i zauwazmy, ze (x V a) A b) < t oraz
a < t. Z uwagi na to, ze x < b jak zalozyliSm na poczatku i tego, ze © < x V a
otrzymujemy x < (zVa) Ab<t. Stad x V a < t. Zatem ostatecznie

Ya((xVa)ANb)=((zVa)Ab)Va==zxVa, (42)

co razem z (40) i zalozeniem, ze 1), jest injekcja daje réwno$¢ wymagana w warunku
(37) definiujacym pare modularna . O

Jak wiemy, w kracie rzutowej (kracie podprzestrzeni geometrii rzutowej) posia-
danie przez dwa elementy wspolnego poprzednika jest réwnowazne z posiadaniem
wspdlnego nastepnika. Inaczej jest w kracie afinicznej. Tutaj posiadanie wspdlne-
go poprzednika przez dwa elementy implikuje posiadanie wspélnego nastepnika, ale
nie dla kazdych dwéch elementéw twierdzenie odwrotne jest prawdziwe. Przykla-
dem takich dwoch elementéw sa proste réwnolegle — rozpinaja plaszczyzne, ale nie
przecinajg sie.

Wracajac do 8.10, dla dowolnej kraty L i dowolnych a,b € L mamy sytuacje
taka jak na rys. 8.5.

aVb

alNb
Rysunek 8.5

STWIERDZENIE 8.11. W kracie pétmodularnej L dla a,b € L, jesli a M b, to
aANb<b wtw., gdy a<aVbh.

DowOD. Na mocy 8.1 w kracie L, dla a,b € L zawsze prawdziwa jest implikacja
jesli anb<b, to a=<aVbd.

Wystarczy dowie$¢ te druga. Zatézmy zatem, ze a < a V b i przypudémy, ze istnieje
taki z € L, ze
aNb<xz<b. (43)

Albo ¢4(x) = a, albo ¥,(z) = a V b, ale w obu przypadkach mamy sprzecznosé z
réznowartosciowoscia odwzorowania v, w 8.10. Nasze przypuszczenie (43) okazalo
sie zatem falszywe, a wiec a A b < b, co byto do okazania. O
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