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Wstep

Jedna z typowych konstrukecji w matematyce jest produkt prosty. W algebrze
bierze sie produkt kartezjanski zbioréw i okresla sie na nim operacje. W geo-
metrii sprawa sie komplikuje, poniewaz poza zbiorem punktow mamy jeszcze
zbior prostych. Imitacja produktu prostego w geometrii jest produkt Segre.

W pracy badam produkt Segre dwoch przestrzeni, ale mozna rozwazac pro-
dukt wigkszej ilosci przestrzeni. Wiele wtasnosci produktu dwoch przestrzeni
przenosi sie na produkt wielu przestrzeni, dochodza oczywiscie trudnosci tech-
niczne.

Celem mojej pracy byto zbadanie podstawowych wlasnosci tego produk-
tu, zbadanie struktury podprzestrzeni, oraz zbadanie grupy automorfizmow
produktu Segre.

W rozdziale pierwszym zajetam sie wprowadzeniem podstawowych defi-
nicji niezbednych w pracy oraz omoéwieniem kluczowego pojecia przestrzeni
prostych. Opisatam tez rzutowy warunek Veblena i warunek przestrzeni gam-
ma.

W nastepnym rozdziale wprowadzitam tytutowy produkt Segre dwoch cze-
sciowych przestrzeni prostych. Badanie wlasnosci tego produktu zaczetam od
sprawdzenia spojnosci w twierdzeniu 2.5. Zachodzenie spojnosci zilustrowatam
w przyktadzie 2.6. Zbadatam tez strukture podprzestrzeni z uwzglednieniem
mocnych podprzestrzeni w twierdzeniu 2.8.

Przygladajac sie mocnym podprzestrzenieniom wazne jest, aby zna¢ postac
trojkatow. Postaé trojkatow w produkcie Segre jest w twierdzeniu 2.7.
Hiperptaszczyzny w produkcie Segre to zagadnienie nie takie banalne i pelna
ich charakteryzacja wymaga i dodatkowych zatozen i nowych technik. Dlatego
ograniczam sie do zacytowania gotowego wyniku z literatury. Zanim sformu-
towatam twierdzenie charakteryzujace analizowatam rézne mozliwe warianty
postaci hiperptaszczyzn w serii przyktadow 2.9, 2.10, 2.11, 2.12.
Sprawdzitam prawdziwos¢ aksjomatu Veblena w twierdzeniu 2.16 i aksjomatu
przestrzeni gamma w zaleznosci od wtasnosci sktadowych produktu w twier-
dzeniu 2.17. Podsumowujac, podstawowe wtasnosci produktu Segre sg sScisle
zwiazane z odpowiednimi wtasnosciami sktadowych tego produktu. Doktadnie
rzecz biorac, z tego co sprawdzatam w udowodnionych twierdzeniach, produkt
Segre posiada pewna wtasnosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy posiadaja ja rowniez
obie sktadowe tego produktu.
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Trzeci rozdzial poswiecony jest podaniu przyktadéw produktéw Segre zna-
nych geometrii — przestrzeni rzutowych i afinicznych. W przypadku produktu
Segre przestrzeni afinicznych relacje rownolegtosci mozna okresla¢ na roézne
sposoby. W pracy opisuje kilka z nich.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

1.1 Czesciowe przestrzenie prostych

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowego dla naszych dalszych rozwazan
pojecia.

Rozwazmy niepusty zbior S, ktorego elementy dalej bedziemy nazywaé
punktami oraz rodzine £ podzbioréw zbioru S, tzn. £ C 2°, ktérej elementy
bedziemy nazywaé prostymi. Méwimy, ze punkty a,b € S, sa wspétliniowe i
piszemy a ~ b, gdy istnieje prosta k € L, taka ze a,b € k. Prosta k przez
dwa rozne punkty a, b oznaczamy k = a,b. O prostych k,l € £ moéwimy, ze sa
wspdlpekowe, gdy istnieje punkt a € S, taki ze a € k, (. Struktura A = (S, L)
jest czeSciowq przestrzeniq prostych jesli spelnia nastepujace warunki:

Al: na kazdej prostej leza co najmniej dwa punkty,

A2: przez dwa rézne punkty przechodzi co najwyzej jedna prosta.
Gdy 2 spetnia dodatkowy warunek:

A3: przez kazde dwa punkty przechodzi prosta,

to wtedy o A mowimy, ze jest przestrzeniq prostych.

Definicja 1.1. Méwimy, ze podzbiér X C S jest podprzestrzenig w 2, gdy
jest domkniety na prowadzenie prostych, to znaczy, ze dla dowolnej proste;j
leLijesli INX]|>2,tol CX.

Definicja 1.2. Podprzestrzen X przestrzeni 2 jest mocna, gdy kazde dwa jej
punkty sa wspotliniowe.

Definicja 1.3. Méwimy, ze parami rézne punkty a,b,c € S tworza trojkqt
w 2, gdy sa parami wspotliniowe, ale nie leza na jednej prostej. Taki trojkat
oznaczamy wowczas przez abc.

Mowimy, ze trzy parami rézne proste k,l,m € L tworza trojket w 2, gdy
parami przecinaja sie, ale nie sa wspolpekowe. Wtedy taki tréjkat oznaczamy
przez kim.
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1.1.1 Spdéjnosé

Definicja 1.4. Czesciowa przestrzen prostych 2 jest spojna, gdy kazde dwa
jej punkty mozna potaczy¢ tamana, to znaczy, jesli a,b € S, to istnieje ciag
CoyC1y- -+, Cp €5 taki, ze

co=a, ¢,=b i ¢_1~c¢dai=1,...,n.

Gdy przejdziemy do automorfizméw produktu Segre bedziemy potrzebo-
waé podobnego, ale silniejszego warunku.

Definicja 1.5. Czesciowa przestrzen prostych 2 jest mocno spojna, gdy dla
kazdej co najmniej dwuelementowej mocnej podprzestrzeni X i kazdego punk-
tu a € S istnieje taki ciag mocnych podprzestrzeni Yy, Yy, ..., Y, w2, ze

Yo=X, a€Y, i [V nY]>=2dai=1,...,n.
Z poprzedniej definicji wynika, ze |Y;_1 NY;] jest co najmniej prosta.

Lemat 1.6. Jesli czeSciowa przestrzen prostych jest mocno spdojna, to jest
spojna.

DowOD. Zalézmy, ze czeSciowa przestrzen prostych 2 jest mocno spdjna.
Aby wykazaé, ze przestrzen 2 jest spojna, zgodnie z definicjg 1.4, wezmy dwa
dowolne punkty a,b € S.

Niech X to mocna podprzestrzen, do ktorej nalezy punkt a. Taka pod-
przestrzen istnieje, bo 2 jest mocno spdjna, a wiec punkt a jest potaczalny
ciagiem mocnych podprzestrzeni z dowolna prosta w 2. Innymi stowy w 2 nie
ma punktoéw izolowanych.

Chcemy potaczy¢ punkty a i b. Z definicji 1.5 wiemy, ze podprzestrzen
X jest potaczona ciagiem podprzestrzeni z punktem koncowym b, to znaczy
istnieja mocne podprzestrzenie Yy, Y7, ..., Y, w 2 takie, ze

Yy = X, bevy,, oraz YianY|>2 da i=1,...,n

WeZzmy ¢; € Y;_1NY;dlai=1,...,n Zauwazmy, ze punkty a, oraz ¢, leza
w mocnej podprzestrzeni X = Y, a wiec sa wspotliniowe. Dalej, kazde dwa
punkty ¢;, oraz ¢;11 dlai = 1,...,n — 1 leza w mocnej podprzestrzeni Y;, a
wiec sa wspotliniowe. Na koniec mamy tez punkty ¢, i b w Y,,, wiec one tez sa
wspotliniowe. Podsumowujac, mamy ciag prostych

a, Cy, C1,C2y...,Cp—1,Cp, Cn7b7

ktore tacza punkt a z b, co oznacza spojnos¢ 2 zgodnie z 1.4. O
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1.1.2 Hiperptaszczyzny

Moéwimy, ze podprzestrzen X w 2 jest wlasciwa, gdy jest wtasciwa jako pod-
zbior zbioru punktow S, czyli gdy X # S.

Definicja 1.7. Zbior H C S nazywamy hiperplaszczyzng w A, gdy H jest
wtasciwa podprzestrzenia 2, ktoéra z kazda prosta w 2 ma punkt wspolny.

7 powyzszej definicji wynika, ze:

Stwierdzenie 1.8. Zbior H jest hiperplaszczyzng w A wtedy 1 tylko wtedy,
gdy H jest wilasciwym podzbiorem w A, oraz dla kazdej prostej | € L, albo
I C H, albo INH|=1.

DowOD. =: Niech [ € L. Poniewaz H jest hiperplaszczyzna, to z definicji H
jest wlasciwa podprzestrzenia taka ze [[NH| > 1. Mamy tutaj dwie mozliwosci:

albo [INH|>2, albo [INH|=1.

Skoro H jest podprzestrzenia w 2, to w pierwszym przypadku mamy [ C H,
co koncezy te czes¢ dowodu.

< : Musimy pokaza¢ po pierwsze, ze H jest podprzestrzenia, a to oznacza,
ze H przecina kazda prosta.

Niech [ € L. Zatézmy, ze |l N H| > 2. Poniewaz albo ! C H, albo [l N H| =
1, wiec musi by¢ [ C H. Zatem H jest podprzestrzenia.

Dla dowolnej prostej [ € £ wiemy, ze [ C H lub [INH| = 1. W obu
wypadkach mamy [ N H # ) co koficzy dowdd. O

Gdyby w przestrzeni 2 byta okreslona funkcja wymiaru dla podprzestrze-
ni, to mozna by powiedzie¢, ze hiperptaszczyzna, to podprzestrzen kowymiaru
1, to znaczy, ze gdy wymiar calej przestrzeni 2 jest n, to wymiar hiperptasz-
czyzny jest n — 1.

W przestrzeniach prostych hiperptaszczyzna to maksymalna podprzestrzen
wlasciwa.

Lemat 1.9. Niech Sy C S i Lo C L takie, ze Lo C 2°°. Jezeli H jest hiper-
plaszezyzng w A i So € H, to HN Sy jest hiperplaszczyzng w (S, Lo).

DowOD. Zalézmy, ze H jest hiperplaszezyzng w 1. Aby udowodnié, ze Hy =
H N Sy jest hiperptaszezyzna w (Sy, Lo) musimy udowodnié, ze:

1. Hj jest podprzestrzenia,
2. Hj jest hiperptaszczyzna.

Adl1.
Bierzemy prosta k € Ly taka, ze |kNHy| > 2. Zastanéwmy sie czy k C Hy? Aby
ta inkluzja byta prawdziwa musi by¢ tak, ze k C H oraz k C Sy. Poniewaz
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mamy co najmniej dwa rézne punkty a,b € kN Hy = kN H NSy wiee w
szczegblnosci a,b € kN H. Ale H jest podprzestrzenia w 2, a k jest prosta
w 2, zatem zgodnie z definicja podprzestrzeni mamy k C H. 7 zatozenia, ze
proste w Ly sg podzbiorami Sy mamy k C Sy, co konczy ta czesé dowodu.
Ad2.

Mamy udowodnié¢, ze |k N Hy| > 1. Zauwazmy, ze kN Hy = kN H N Sy =
kNSyNH = kN H. Poniewaz k jest prosta w A, a H jest hiperptaszczyzna
w . Zatem z definicji hiperptaszczyzny mamy

kN Ho| = |kNH| > 1,

co konczy dowdd. O

1.1.3 Rzutowy warunek Veblena

Rzutowy warunek Veblena dla czesciowej przestrzeni prostych 21 brzmi naste-
pujaco:

PVC: Jedli prosta [ przecina dwa boki trojkata abc w dwoch réznych punktach,
to przecina trzeci bok tego tréjkata (rys. 1.1).

/ a \ b TS

Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Veblena.

1.1.4 Przestrzenie gamma

Zbior punktéw wspotliniowych z danym punktem a oznaczamy
a”={reS:a~z} (1.1)

Czesciowa przestrzenia prostych A nazywamy przestrzenig gamma, gdy spetnia
ona nastepujacy warunek:
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I': Jesli a jest punktem poza prosta [ w przestrzeni 2 i a jest wspotliniowy z
dwoma r6éznymi punktami na [, to a jest wspotliniowy z kazdym punktem
prostej [. Inaczej:

jeSlia €1, to|la>NI=01ub [a~ Nl =1lubl Ca™.

1.2 Automorfizmy czeSciowych przestrzeni pro-
stych

Definicja 1.10. Niech 2; = (S;, £;), i = 1,2, beda czesciowymi przestrzenia-
mi prostych. Odwzorowanie f : S} — Sy jest kolineacjq (izomorfizmem) 2y
i 912, gdy

(i) f jest bijekcja,

(ii) punkty a,b,c sa wspétliniowe w 2; wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
f(a), f(b), f(c) sa wspotliniowe w s.

Definicja 1.11. Gdy 2 := 2; = 2, to kolineacje f z 1.10 nazywamy auto-
morfizmem przestrzeni 2.

Lemat 1.12. Przeksztalcenie fjest izomorfizmem Ay na Ay wtedy i tylko
wtedy, gdy:

(i) f jest bijekcjq,
(ii) jeslil e Ly, to f(l) € Lo,
(iii) jesli k € Lo, to f~Hk) € L.

DowOD. =-: (i) Z definicji 1.10 wynika, ze odwzorowanie f jest bijekcja.

(ii) Aby udowodni¢ drugi podpunkt wezmy [ € L4 i zalézmy, ze | = a,b.
Zauwazmy z definicji 1.10, ze punkty f(a), f(b) sa wspétiniowe w 5. Niech
k = f(a), f(b) € Ly bedzie prosta taczaca punkty f(a), f(b). Pokazemy, ze
f() =k.

Niech ¢ € f(l). Wtedy ¢ jest obrazem jakiego$ punktu ¢ € [, to znaczy, ¢ =
f(c). Punkty a, b, ¢ leza na prostej | wiec z 1.10 réwniez punkty f(a), f(b), f(c)
leza na jednej prostej i musi to by¢ prosta k. Zatem ¢ = f(c) € k. Z dowolnosci
wyboru ¢ mamy f(l) C k.

Teraz, niech ¢ € k. Poniewaz f jest funkcja odwracalng niech wiec punkt ¢
bedzie przeciwobrazem punktu ¢, to znaczy ¢ = f(c). Punkty f(a), f(b), f(c)
sg wspotliniowe, a wiec z 1.10 punkty a, b, ¢ tez sg wspdtliniowe. Stad punkt
¢ musi leze¢ na prostej [. To oznacza, ze ¢ = f(c) € f(l). Tak otrzymujemy
k C f(I) bo punkt ¢ byl wybrany dowolnie.

Podsumowujac, f(l) =k € Ls.
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(iii) Poniewaz f jest bijekcja, mozemy przeprowadzi¢ rozumowanie podob-
ne do tego z pudpunktu (ii).

«<: Wystarczy wykazaé¢ prawdziwosé warunku (ii) w 1.10. Jesli punkty
a,b, c sa wspotliniowe w 20y, to leza na pewnej prostej [ € Ly. Z (ii) wiemy,
ze f(l) € Lo, zatem punkty f(a), f(b), f(c) leza na prostej f(I) w . Jesli
natomiast punkty f(a), f(b), f(c) sa wspotliniowe w 2y, to leza na pewnej
prostej k € Ly. Z (iii) mamy f~'(k) € £,. Poniewaz a,b,c € f~(k), wiec te
punkty sa wspotliniowe. O



Rozdziat 2

Produkt Segre

Niech 9M; = (S;, L;), i = 1,2, beda czesciowymi przestrzeniami prostych.
Oznaczmy przez

S = Sl X Sg, (21)
G, = {ll X {1’2} € El,xQ € Sg}, (22)
Q2 = {{1’1} X lg X € Sl,lg S £2} (23)

Geometrie
M = 9ﬁ1®9ﬁ2 == <S,g1Ug2>

nazywamy produktem Segre przestrzeni 9y i M.

Fakt 2.1. Produkt Segre czesciowych przestrzeni prostych jest cze$ciowq prze-
strzenig prostych.

DowOD. Sprawdzamy warunki z definicji czesciowej przestrzeni prostych.
Al.
Niech [ bedzie prosta w 9. Z definicji produktu Segre albo [ € G; albo [ € G,.
Powiedzmy, ze | = [; X {22} € G;. Poniewaz 9y jest czesciowa przestrzenia
prostych, wiec |l;| > 2. Niech a,b € l; i a # b. Zauwazmy, ze (a, ), (b, x2) € 1
i(a,xs) # (b, xs), co koniczy dowdd Al.

W drugim wypadku, gdy [ € G5 postepujemy analogicznie.
A2.
Niech k, [ beda prostymi w 90t takimi, ze |k N1| > 2. Zatem mamy punkty

a,beknl
takie, a # b. Mozna przyjac, ze
a = (a17a2>7 b: (bl7b2)

takie, ze al,bl < Sl, ag,bg < Sg.
Mamy cztery przypadki:
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1) k= ]{31 X {LL’Q} , [ = ll X {yg}, gdzie ]{71,11 c £1,l’2,y2 € Sg,

(1)
(2) k=ky x{xo}, 1l ={y1} x Iy, gdzie ky € Ly,ly € Lo, 15 € So, 51 € 5S4,
(3) k={x1} X ko, L ={y1} X lo, gdzie ky,ly € Lo, 21,11 € S,

(

4) k={x1} x ko, l=1; x {y2}, gdzie ky € Lo,l; € L1, 21 € S1,y2 € Ss.

Ad. 1.
Musi by¢ x9 = ag = ys 1 5 = by = 5. To oznacza, ze as = by = x5 = 15, ale
a1 # by. Tak wiec

(CLl,CEQ), (bl7a2) € kl X {a2}7l1 X {CLQ},

gdzie aq,b, € k1 Nly. Wiemy, ze 9y jest czesciowa przestrzeni prostych, wiec
ki =1;. Stad k = L.

Ad. 2.

Tutaj musi by¢ xo = as, yo = a1, x9 = by, Yy = by.

Zatem ay, = by i a; = by, ale to oznacza, ze a = b, wiec nie sa spetnione
zatozenia.

Pozostate 2 przypadki dowodzi si¢ podobnie. O

7 faktu 2.1 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.2. Punkty a = (a1,as), b = (by,bs) sq wspétliniowe w M wtedy i
tylko wtedy, gdy

a] = bl 1 a9 ~ b2 albo a; ~ bl 1 a9 = bg.
Fakt 2.3. Produkt Segre nigdy nie jest przestrzenig prostych.

DowOD. Zgodnie z warunkiem A3 definicji przestrzeni prostych trzeba wska-
za¢ takie dwa punkty a, b aby a byl niewspotliniowy z b.

Wezmy a = (ay,az) , b = (by,by) tak, aby a3 # by i ag # be. Z wniosku 2.2
mamy teze, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.4. Niech X = X; x Xy C S; x Sy takie, ze X1 # () # X,.
Zbior X jest podprzestrzenig w 9y @ My wtedy @ tylko wtedy, gdy X1,X5 sq
podprzestrzeniami odpowiednio 9y © My

DowOD. =-: Niech X bedzie podprzestrzenig produktu Segre. Musimy spraw-
dzi¢, czy X1,Xs sa podprzestrzeniami odpowiednio 2 i 9,. WeZmy prosta
ly € Ly. Zatozmy, ze

Woweczas istnieja aq, by € [y, X; takie, ze a; # b;. Pytanie, czy [; C X7
Wezmy teraz zo € X5 i niech

a = (al, ZL’Q) oraz b = (bl, ZL’Q).
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Zauwazmy, ze a,b € X. Rozpatrzmy prosta
k= ll X {ZL’Q} c £1.

Poniewaz aq, by € [y, wiec a,b € k. Ale a,b € X, stad dostajemy, ze |kNX| > 2.
Mamy wiec, ze k C X, bo tak jak zatozyliSmy X jest podprzestrzenia w 9.
A zatem ll Q Xl-

Otrzymalismy, ze X, jest podprzestrzenia 91;. Podobnie wykazuje sie, ze
X5 jest podprzestrzenig Ms.

<«: Zgodnie z 1.1 niech k bedzie prosta z produktu Segre I taka, ze

kN X|>2

i niech X; beda podprzestrzeniami na i-tej wspotrzednej. Zatem istniejg a, b €
k, X takie, ze a # b. Albo k = {x1} x Iy albo k = |} x {x3}, gdzie x; € S; oraz
l; € L;. Rozpatrzmy pierwszg sytuacje. Wowczas

a=(x1,a2) 1 b= (x1,by), gdzie ag, by € Iy oraz ay # bs.

Zauwazmy, ze 1 € X; oraz as,by € Xs5. Poniewaz X5 jest podprzestrzenia
w My, wiec Iy C Xo. Teraz wezmy dowolne ¢ € k. Wtedy ¢ = (21, ¢2), gdzie
¢y € ly. Zatem ¢y € Xo, a wiec ¢ = (x1,c9) € X. Ostatecznie otrzymujemy,
ze k € X. W przypadku prostej drugiego rodzaju rozumowanie przebiega
analogicznie. O

2.1 Spodjnosé

Twierdzenie 2.5. Produkt Segre 9 jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy prze-
strzenie My 1 My sq spojne.

DowOD. =: Zaktadamy, ze produkt 90t jest sp6jny. Musimy pokazaé, ze 90t
i My sa spojne. Wystarczy wykazac, ze 9, jest spdjne, bo dowdd dla 9, jest
analogiczny.

W takim razie, zgodnie z definicjg spojnosci 1.4, wezmy dwa dowolne punkty
w 9y, ktore musimy potaczy¢ tamana.

Niech e € Sy. Wéwcezas (a,e), (b,e) sa punktami z produktu 9. Poniewaz
produkt 91 jest spojny z naszego zatozenia to z definicji 1.4 w 9 istnieje ciag
punktow

(20, Y0)s (T1,91), -+ (Tns Yn)
takich, ze
(z0,50) = (a,€),  (Tn,yn) = (by€)
oraz
(i1, Yim1) ~ (i, Ys)
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dlaz=1,...,n.
Zauwazmy, ze z wniosku 2.2, dla kazdego ¢ = 1, ..., n mamy

Tii1 = X; albo Tii1 ~ T;.

To oznacza, ze na pierwszej wspolrzednej naszego ciagu mam tamana w 9t
taczaca punkty a, b.
«<: Niech (ai,as), (b1,by) beda dowolnymi punktami 9. Rozwazmy punkt
posredni (b, az). Poniewaz 9y jest spdjna, to istnieje ciag xzo,...,x, € S;
taki, ze

Ty = ai, T, = by oraz rig~x; dla 1=1,...,n.

WeZzmy punkty (zg,as), (21, a2), ..., (s, as). Widaé, ze kazde dwa kolejne z
nich sa wspoétliniowe w 9 tak, ze

(xi_l,a2) ~ (SL’Z',CLQ) dla = 1, o, n.

Daje to nam tamana w 91 taczaca punkt (a1, as) z (by, as).
Podobnie w 9y bierzemy ciag vyo, y1, ..., yn € So taki, ze

Yo = o, Yn = by oraz yi1i~y; dla i=1,...,n.

Biorac punkty (b1, 40), (b1, 1), ..., (b1, yx) otrzymamy tamana w produkcie 9,
a mianowicie

(b1, ¥i1) ~ (b, ys) dla i=1,... k.
Ponadto (b1,v0) = (b1, a2), oraz (by, yx) = (b1, by). Biorac tamana:

(a1,a2) = (20, a2) ... (Tn, az) = (b2, a2) = (b1, %0) - - - (b1, yr) = (b1, ba),
otrzymujemy sp6jnosé¢ produktu 9, co konczy dowdd. O
Przyktad 2.6. Wezmy dwie spojne przestrzenie prostych:

% = ({a,b,c}, {{a, b}, {b,c}, {a,c}}),
% == ({2, 2}, {{z. v}, {v, 2}, {w. 2}}),

czyli takie jak na rysunku 2.1

c z

a b T Y

Rysunek 2.1: Spdjne przestrzenie prostych 24, 2s.
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W produkcie Segre 2(; ® 2y uzyskamy nastepujace proste:

a,bx {z}, b,c x {z}, c,a X {x},
a,bx {y}, b, e x {y}, ¢,ax {y},
a,b x {z}, b,c x {z}, c,a X {z},
) xoy, A xse  {a)xye
{0} x z,y, {0} x z, 2, {0} x y, 2,
{c} x z,y, {c} x x, 2, {c} x 9y, 2.

Powstaty produkt Segre 2l; @2, mozna przedstawi¢ w ten przyktadowy sposob
jak na rysunku 2.2:

(a,x) (b, x)

Rysunek 2.2: Produkt Segre 20y ® 2.

2.2 Trojkaty

Twierdzenie 2.7. Punkty a = (ay,as), b = (b1, b2), ¢ = (¢1,¢2) sq wierzchol-
kami trojkgta w produkcie Segre M wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) albo a; = by = ¢y i wtedy boki tego tréjkqta to:

a'7b:{a1} Xa27b27 b>C:{a'l} Xb2ac2a aac:{al} X Qg, C2,

(il) albo ag = by = ¢y @ wtedy boki tego tréjkata to:

CL,b = al,bl X {CLQ}, b7c = b17cl X {CLQ}, a = (1,01 X {CEQ}.
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DowOD. =-: Niech a,b,c beda wierzchotkami trojkata w 9. Zatem a =
(a1,a9), b= (b1,b2), c = (1, ¢2), gdzie ay, by, c; € Sy, as, by, ca € Sy. Z definicji
1.3 wiemy, ze a,b,c sa parami wspoétliniowe. Zatem z 2.2 mamy koniunkcje
nastepujacych trzech warunkéw:

1. a1:b1 lub a2:b2,
2. bl =C1 lub b2 = Ca,
3. ¢ = a; lub ¢y = as.

Stad a; = by = ¢1 lub ay = by = co.
W pierwszym przypadku, mamy: # (asg, by, ¢o). Wéwezas boki tréjkata sa po-
staci: L - -

{0,1} X &2,62, {al} X 62,02, {al} X a9, Cy.

W drugim przypadku, mamy: # (a1, by, ¢1), wtedy boki trojkata sa postaci:

al,bl X {ag},bl,cl X {ag},cl,al X {CI,Q}.

<« : Zauwazmy, ze punkty abe takie jak w zdaniu (i) lub (ii) tworza tréjkat
w . O

2.3 Mocne podprzestrzenie

Twierdzenie 2.8. Niech X C S. Zbior X jest mocng podprzestrzenig w 9
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(i) albo X = {a1} x X, gdzie ay jest punktem My i Xo jest mocng pod-
przestrzenig w Ma,

(il) albo X = Xy x {az}, gdzie X7 jest mocng podprzestrzenig w My i ay
jest punktem M.

DowOD. =-: Niech X bedzie mocng podprzestrzenig. W takim razie na mocy
2.4 mamy X = X; x Xy, gdzie X; jest podprzestrzenia w 9, a X, jest
podprzestrzeniag w 91,.

Aby udowodni¢ twierdzenie w ta strone trzeba dowies¢, ze albo X; = {a;},
albo Xy = {ay}. Nastepnie udowodnié, ze X5, ewentualnie X;, jest mocng
podprzestrzeniag odpowiednio w My lub w 91;.

Rozwazmy sytuacje, gdy jednocze$nie |Xi| > 2 i |X3| > 2. Powiedzmy, ze
a1, by € X, takie, ze a; # by 1 as, by € X5 takie, ze as # by. Wezmy pary a :=
(a1,a9) 1 b:= (b1, by). Widaé, ze a, b sa punktami w X. Poniewaz z zatozenia
podprzestrzen X jest mocna, wiec punkty a,b musza by¢ wspotiniowe w 1.
Na mocy 2.2 musiatoby by¢ a; = by, albo as = by, co prowadzi do sprzecznosci
z zatozeniem o aq, by 1 as, bs.

Morat z powyzszego wynika taki, ze | X;| = 1, albo |X;3| = 1. Powiedzmy, ze
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X; = {a1}, bo w drugim przypadku, gdy X5 = {as} dowdd biegnie tak samo.
Musimy pokaza¢, ze podprzestrzen X, jest mocna w 9, W tym celu wezmy
dwa dowolne punkty a,b z X. X jest postaci X = {a;} x Xs., wiec mamy
a = (a1, as), b = (a1, bs). Podprzestrzenn X jest mocna, wiec (a1, as) ~ (ag, bs)
w M. To znaczy, ze as, by sa wspodtliniowe w My, W ten sposéb pokazalismy,
ze Xy jest mocna podprzestrzenia w .

< Zatézmy, ze X jest postaci X = {a;1}x X5 jak w przypadku (i). Zauwaz-
my, ze {a;} jest podprzestrzenia w 9y, a z zalozenia X, jest podprzestrzenia
w My. Tak wiec z twierdzenia 2.4 wiemy, ze X jest podprzestrzenia w 1.

Aby sprawdzi¢, ze X jest mocna, wezmy dwa dowolne punkty z X: a =
(a1,a9) 1 b = (a1, be), gdzie ag, by € X5. Poniewaz X5 jest mocna podprzestrze-
nia w My, wiec istnieje prosta ke taczaca as z by w My. Niech k = {a1} X ko.
Prosta k taczy a z b w 9.

Rozumowanie w przypadku (ii) przebiega bardzo podobnie. O

2.4 Hiperplaszczyzny

Przyjrzyjmy sie jak mogtyby wyglada¢ hiperptaszczyzny w produkcie Segre.

Przyktad 2.9. Niech H, = {a1} x Hy, gdzie a; € S1, a Hy jest hiperplasz-
czyzna w My, Powiedzmy jeszcze dodatkowo, ze 91 nie jest wiazka prosytch
przez punkt a; czyli, ze istnieje prosta k; w 91 taka, ze a; € k1. Wezmy dowol-
ny punkt ay € Hy i rozwazmy prosta k = ky X {as} z produktu 9. Zgodnie z
definicjg 1.7 przeciecie k i H, powinno by¢ niepuste tzn. kN H, # (). Zobaczmy

kN Ha = (k‘l X {ag}) N ({al} X Hg) = @ X {0,2}.
Zatem H, nie jest hiperptaszczyzna w 9.

Przyktad 2.10. Niech H, = H; x Hy, gdzie H; jest hiperptaszczyzng w 9;,
1 = 1,2. Bierzemy dowolna prosta ky w 91, oraz punkt ay w 9, taki, ze
ay ¢ Hy (taki punkt istnieje bo hiperptaszczyzna jest podzbiorem wlasci-
wym). Rozwazmy prosta k = ki x {as} z produktu 9. Zgodnie z definicja 1.7
przeciecie k i Hy, powinno by¢ niepuste tzn. k N Hy, # (). Sprawdzamy

kﬂHb:(k‘lx{ag})ﬂ(Hlng):{al}x@ lub k’ﬂHb:]ﬁX@.
W obu przypadkach otrzymujemy zbiér pusty. Zatem H, nie jest hiperptasz-
czyzng w IN.

Przyktad 2.11. Niech H. = S; x Hy, gdzie H, jest hiperptaszczyzng w 9.
Bierzemy prosta k; w 9y, oraz punkt as w 9y taki, ze ay & Hy. Niech teraz
k = ki x {ay} bedzie prosta z produktu 9. Zgodnie z definicja 1.7 przeciecie
ki H. powinno by¢ niepuste tzn. k N H,. # (). Zobaczmy

]{Zﬁch (1{31 X {ag})ﬁ(Sl XHQ)Ikl X(Z),
ale to jest zbiér pusty. Zatem H,. nie jest hiperptaszczyzna w 9.
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Przyktad 2.12. Niech H; = (S} x Hs) U (H; X Ss), gdzie H; jest hiperplasz-
czyzna w M;, i = 1,2. Niech k bedzie dowolna prosta z 9. Mamy wiec dwie
mozliwosci:
k= k’l X {&2} albo k= {al} X k’g,
gdzie ki € £1, as € Sy albo a; € Sl, ko € Lo.
Rozpatrzmy pierwszy przypadek. Zgodnie z definicjg 1.7 przeciecie k i Hy
powinno by¢ niepuste, czyli kN Hy # (). Zweryfikujmy to

k0 Hy = (ky x {a2}) 0 ((Sy x Ha) U (Hy x S5)) =
(k1 x {az}) N (S1 x Hz)) U (k1 x {az}) N (Hy x S)) =
(k1 x ({az} N Ha) ) U (ka0 Hy) x {az}).

Przekréj {as} N Hy moze byé pusty, gdy ay ¢ Hs, ale poniewaz H;p jest hi-
perplaszczyzng w 9y 1 ky jest prosta w My, to ky N Hy # () zgodnie z de-
finicja hiperptaszczyzny. Doktadniej, bedziemy mieli albo kN Hy; = kq, albo
kN Hy = {a;} dla pewnego a; € S;. Ostatecznie k N Hy # (), co oznacza,
ze Hy jest hiperptaszczyzna w 9. W drugim przypadku, gdy k& = {a1} X ko
rozumowanie jest analogiczne.

Niech H bedzie hiperptaszczyznag w 9. Zdefiniujmy dwie funkcje:

5{{ : Sl — 2S2 5{{(&1) = {&2 € Sg : (al,ag) € H}, (24)
55{ : Sy — 251 55{(&2) = {Cll €5 (al,ag) € H} (25)

Lemat 2.13. Dia a; € S; 2bidr 67 (a;) jest podprzestrzeniq w My, i = 1,2.

DowOD. Niech a; € Sy. Zatdzmy, ze ky € Lo i |kg N 0¥ (ay)| > 2. Trzeba
pokazaé, ze ko C 6 (a1). Wezmy wiec ag, by € ko N 6 (ay) takie, ze ay # bs.
Wtedy (a1, az), (a1,b2) € H z (2.4). Mamy (a1, a2), (a1,b2) € ({ar} X ko) =: k.
Tak wiec k C H, bo H to podprzestrzen. Niech teraz xy € ko, czyli (a1, z2) € k.
Wiec mamy (a;,22) € H, bo k C H. Zatem x5 € 6 (a1) z (2.4). Z dowolnogci
wyboru zy mamy ky C 6 (ay), co koticzy dowdd. O

Lemat 2.14. Dla dowolnych ay € S, as € Sy mamy

{a,} x 6 (ay) CH oraz 6 (ay) x {ay} C H.

DowoOD. Niech z € {a;} x 6 (a,). Pokazemy, ze x € H. Mamy x = (ay, ay
Ta para nalezy do H z definicji 67 (a;) w (2.4). Wiec {a;} x 67 (ay) C H.
przypadku 64 (as) x {as} jest analogicznie, co konczy dowdd.

o=

Twierdzenie 2.15. Niech H C S. Zbior H jest hiperptaszczyzng w M wtedy
i tylko wtedy, gdy

(i) dla kaidego a1 € Sy albo 6f(ay) jest hiperplaszczyzng w My albo
6 (ay) = Sy, oraz
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(ii) dla kazdego ay € Sy albo 6% (ay) jest hiperplaszczyzng w 9y albo
68 (ag) = Sy, oraz

(i) H# S xS, =S5.

DowOD. =: Niech H bedzie hiperptaszczyzng w 9 i a; € S;. Oznaczamy
Xy = 6 (ay). Zaldzmy, ze X5 # Sy. Trzeba pokazaé, ze X jest hiperptaszczy-
zna w My. Wezmy zatem dowolng prosta ke w MMy 1 dowiedzmy, ze koM Xo # (.

WeZzmy prosta k = {a1} X ko w 9. Skoro H jest hiperptaszczyznag w I,
wiec kN H # (). To znaczy, ze istnieje takie ay € ky ze (a1, a2) € kN H. Skoro
(a1,ay) € H, wiec z (2.4) ay € 07 (a1) = X,. Z tego wynika, ze ay € ko N Xo.
Dla 64 dowdd przebiega jak wyzej.

Mamy, ze H # S bo H jest hiperptaszczyzna, wiec jest podprzestrzenia
wtasciwag w 9, co konczy dowdd w te strone.

«: Pokazemy, ze H jest podprzestrzenia.Wezmy dowolng prosta k z 9
taka, ze |k N H| > 2. To znaczy istnieja punkty a,b € kN H takie, ze a # b.
Musimy pokazaé, ze k C H. Powiedzmy, ze k = {a1} X ko, gdzie a; € S,
ky € Lo, Wowcezas a = (ag,az), b = (ay,bs), oraz as, by € ky. Z zalozenia
6 (ay) jest hiperplaszczyzna w 9y lub 6f7(a;) = S,. Poniewaz (ay,as) € H i
(a1,by) € H,wiec ag, by € 6f (ay). Mamy wiec |6§7 (a1)Nks| > 2, bo ay # by. Ale
z lematu (2.4) 67 (a1) jest zawsze podprzestrzenia w M. A wiec ko C 67 (ay).
Zauwazmy, ze {a;} x 6 (a;) € H. Mamy

k= {al} X ]{32 Q {CLl} X 5?(@1) Q H,

co konezy ta cze$¢ dowodu, bo dla k = ky x {ao}, gdzie ky € L1 1 a; € Sy
rozumowanie jest takie samo.

Musimy pokazac, ze dla dowolnej prostej k z 9N przekroj kN H jest nie-
pusty. Niech k = {a;} x ko, gdzie a; € S1, ky € Lo. Wiemy, ze 67 (ay) jest
hiperptaszezyzng Hy w My, albo 67 (a1) = Ss.

Rozpatrzmy pierwszg mozliwo$¢é. Wowcezas ko N Ho # (). Wezmy ag € ky N
H,. Mamy wiec (aj,as) € ki (a1,a2) € H z definicji 6. W takim razie
kN H # 0.

Rozpatrzmy druga mozliwosé. Wowcezas ko N Sy = ky # (). Wezmy dowolne
as € ko. Wige mamy, ze (ay,a2) € ki (a1,a2) € H z definicji 67. W przy-
padku, gdy k& = k; x {as} dowdd przebiega analogicznie. Tak wiec dowdd jest
zakonczony. O

2.5 Warunek Veblena

Twierdzenie 2.16. Produkt Segre MM spetnia warunek Veblena wtedy i tylko
wtedy, gdy przestrzenie My 1 My spelniaje warunek Veblena.

DowOD. =: Rozwazmy przestrzen 2 i wezmy tam trojkat aibyc; oraz pro-
sta [y, ktora przecina dwa jego boki ay, ¢y i by, c; w dwdch réznych punktach
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odpowiednio x1, y;. Niech as bedzie punktem z 95 i niech

a = (a17a2)7 b == <b17a2>7 c= (Clua2>7 €r = (x17a2)7 Yy = <y17a2>-

Na mocy 2.7 punkty a,b, c tworzg trojkat w 9. Zauwazmy tez, ze prosta
[ =13 x{ay} przecina boki a, ¢ i b, ¢ trojkata abc w punktach x,y. Poniewaz 9t

jest Vablenowska, to [ przecina bok ﬂ w pewnym punkcie z. Wiec z = (z1, az),

gdzie z; jest punktem z 91y, oraz z; € ay,b;. To oznacza, ze 9, spetnia
warunek Veblena.

< Niech a, b, c beda wierzchotkami trojkata w 9. Zatem z 2.7 mamy dwa
przypadki:

1. a; = by = ¢; 1 boki trojkata wygladaja nastepujaco

{a1} x ag, by, {ai} x by, c2, {a1} x ag, ¢,
2. as = by = c9 1 wtedy boki tego trojkata to
ay, by x {as}, by, c1 x {as}, c1, a1 X {az}.

Ad. 1.
Niech [ bedzie prosta przecinajaca dwa boki trojkata abc w dwéch roéznych
punktach z,y. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przypuscié, ze x € a,c i

y € b, c. To oznacza, ze

Tr = (CLl,lUQ), Yy = (a17y2)7

gdzie x9 € ag,co 1 Yo € by, o, Oraz Ty # yo. Wowezas | = {a1} X xq,ys.

Mamy znalez¢ punkt przeciecia prostej [ z bokiem a,b. Zauwazmy, ze w MMy

prosta xs,ys przecina dwa boki trojkata asbscy w dwoch réznych punktach,
a mianowicie w o i yo. Poniewaz My jest Veblenowska, wiec w 9, instnieje
punkt zo taki, ze

29 € To,Yo 1z € ag,by.

Niech z = (ag, 22). Z auwazmy, ze [ przecina ﬂ w punkcie z, co konczy dowod
w przypadku 1.
Ad. 2.

W tym przypadku dowdd przebiega analogicznie. O

2.6 Przestrzenie gamma

Twierdzenie 2.17. Produkt Segre MM spelnia warunek I' wtedy @ tylko wtedy,
gdy przestrzenie My 1 My spetniajq warunek I'.
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DowOD. =: W 9, wezmy punkt a; i prosta [; takie, ze a; ¢ [;. Chcemy
pokazac, ze M, spetnia [', wiec przypusémy, ze sa proste ki, m; przechodza-
ce przez punkt a; i przecinajace prostg ;. Musimy pokazac¢, ze dla kazdego
punktu z; z prostej [; istnieje prosta w M, taczaca x1 z a;. Niech

a=(ay,as), =1 x{ax}, k=k x{a}, m=myx{a}, == (x1,a9)
dla dowolnego ay € Sy. Zauwazmy, ze
x €l adl, ackm i INk#£D#INm.

Zatem [, k., m sa bokami trojkata w produkcie 9. Z zalozenia, ze M spetnia
warunek I' mamy prosta taczaca punkt z z punktem a. Musi by¢ zatem a4
wspoétliniowe z 1 w MMy, co konczy dowod dla 901;.

Odpowiednio dobierajac indeksy pakazemy, ze rowniez w przestrzeni M,
spetniony jest warunek I'.

<: Niech a i [ beda punktem i prosta z 9N takimi, ze a ¢ [. Poniewaz
mamy dowies¢ warunek I', to zatozymy dodatkowo, ze sg dwie proste k; i
ko przechodzace przez punkt a i przecinajace prosta [. W takim razie mamy
trojkat o bokach ky, ko, l. Zatem z 2.7 mamy dwie mozliwosci:

1. a = (ay,ay), oraz
ki = {CL1} X ag, by, [ = {CL1} X b, ca, ko = {Ch} X A2, C2,
gdzie a; € Si, ag, by, co € So,

2. a = (ay,as), oraz

ki = a1, by x {as}, [ =0by,c1 x {az}, ky = c1,a1 % {as},

gdzie al,bl,cl € Sl, as € 5s.
Ad. 1.

Aby przestrzen 9t spetniata warunek I' musimy pokazaé¢, ze dla dowolnego
punktu x € [ bedzie taka prosta, ktora potaczy x z a. Wezmy wiec punkt x
na prostej [ rozny od b, c. Zatem

x = (a1, xs), gdzie x5 € by, Co.

W tej sytuacji mamy w 9, trojkat o wierzchotkach as, by, co i punkt zs na
boku bs, co. 7Z uwagi na to, ze My spetnia ' mamy prosta taczaca as z ws.
Wezmy wiegc L

{a1} X ag, zy =:m.

Widag¢, ze m jest prosta w 9 taczaca punkt a z x, co nalezalo wykazac.

Ad. 2.
Analogicznie. 0
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2.7 Automorfizmy

Zgodnie z przyjeta w 1.10 i 1.11 definicja automorfizm produktu Segre 9T to
bijekcja f: S7 x .Sy — S X S5 zachowujaca wspotliniowosé i niewspotliniwosé
punktow.

Stwierdzenie 2.18. Jesli fi € Aut(IMy) i fo € Aut(IMy) to f = (f1, f2) jest
automorfizmem produktu Segre 9.

DowOD. Aby dowieéé, ze f jest automorfizmem przestrzeni 91, zgodnie z
definicja 1.10, musimy pokazac, ze f jest bijekcja i dowolne punkty a, b, c sa
wspotliniowe w 9 wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich obrazy f(a), f(b), f(c) sa
wspotliniowe w 1.

Pokazemy najpierw, ze f jest iniekcja. W tym celu zat6zmy, ze f(a) = f(b)
dla punktéw a, b z 9. Wtedy

a = (a,az),b= (b1,bs) € S1 x Sy,

oraz

(f1(01)> f2(@2)) = f(a) = f(b) = (fl(bl)a fz(bz))-
Stad fi(a1) = fi(b1) 1 fa(az) = fa(bz). Ale fi 1 fy sa bijekcjami, wige a; = by i

as = by, co oznacza, ze a = b.

Trzeba teraz pokazadé, ze f jest surjekcja. Niech b = (by, by) bedzie punktem
z M. Szukamy punktu a w 9 takiego, ze f(a) = b. Poniewaz f; i f to
surjekcje, wiec wezmy takie punkty a;, as, ze

fl(al) = b oraz f2(a2) = by.
Szukany punkt a to para (ai,as), bo
fa) = (filar), fo(a2)) = (b1, bs).
Zalozmy teraz, ze mamy w 9 wspotliniowe punkty a, b, c. To znaczy, ze
a = (ay,as), b= (ay,bs), c=(ay,c9)
i punkty as, bs, co sa wspotliniowe w MMy, albo
a = (ay,as), b= (b, as), c=(c1,a9)

i punkty aq, b1, c; sa wspotliniowe w 9;. Rozwazmy pierwszy przypadek. Po-
niewaz f, jest automorfizmem przestrzeni My, to punkty fo(az), fo(b2), fo(c2)
sg wspotliniowe w 9. To oznacza, ze punkty

fla) = (filar), fola2)),  F0) = (fila1), fo(b2)),  f(0) = (fala), fales))

sa wspoltliniowe w 9. W drugim przypadku jest analogicznie.
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Teraz zatézmy, ze f(a), f(b), f(c) sa wspotliniowe w M dla pewnych punk-
tow a, b, c z 9. Przyjmijmy, ze

a = (al,ag), b= (bl,bg), CcC = (01702),
gdzie aq,by,cq € S1, as, by, co € Sy. Wtedy
fla) = (filar), fola2)),  F0) = (filbr), folla)),  f(0) = (fi(er), fole2))-

Z zalozenia, ze f(a), f(b), f(c) leza na jednej prostej, z wniosku 2.2, mamy
jeden z dwoch przypadkdw:

L fila1) = fi(b1) = fi(er) oraz fa(as), fo(b2), fo(cz) leza na jednej proste]

w My, albo
2. fola2) = fa(be) = fa(ca) oraz fi(ar), fi(b1), fi(c1) leza na jednej proste;
w E)ﬁl.

Rozwazmy pierwszy z nich.

Poniewaz f; jest automorfizmem M, wiec a; = by = ¢;. Poniewaz fy jest
automorfizmem My to aq, bo, co leza na jednej prostej z definicji kolineacji 1.10.
Zatem a, b, ¢ leza na jednej prostej 9.

W drugim przypadku postepujemy analogicznie.

O

Stwierdzenie 2.19. Jesli g, jest kolineacjg MMy na My i g jest kolineacyg
My na My, to f = (g2,01) jest automorfizmem produktu Segre .

DowOD. Aby dowieéé, ze [ jest automorfizmem przestrzeni 91, zgodnie z
definicja 1.10, musimy pokazaé, ze f jest bijekcja i dowolne punkty a,b,c sa
wspotliniowe w 9 wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich obrazy f(a), f(b), f(c) sa
wspotliniowe w 1.

W tym przypadku mamy

flar, az) = (ga2(a2), g1(a1))

dla (al,ag) € Sl X 52.
Pokazemy najpierw, ze f jest iniekcja. W tym celu zatézmy, ze f(a) = f(b)
dla punktéw a, b z 9. Wtedy

a = (a1,az),b= (b1,bs) € S1 x Sy,

(92(a2). ga(@r)) = F(@) = F(8) = (galbe). o (b0))-

Stad go(az) = g2(ba) 1 g1(a1) = g1(b1). Ale g2 i g1 sa bijekcjami, wiec a; = by i
as = by, co oznacza, ze a = b.
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Trzeba teraz pokazadé, ze f jest surjekcja. Niech b = (by, by) bedzie punktem
z M. Szukamy punktu a w 9 takiego, ze f(a) = b. Poniewaz g; i go to
surjekcje, wiec wezmy takie punkty a; € S, as € Sy, ze

92(02) = b oraz 91(01) = by.

Szukany punkt a to para (ai, asz), bo wéwezas

f(a) = (92(a2), g1(ar)) = (b1, bs).

Zalozmy teraz, ze mamy w N wspotliniowe punkty a, b, c. Stad mamy dwa
przypadki: albo

a = (CLl,CL2>, b == <a17b2>7 C= (aluc2>

i punkty aq, by, c; sa wspotliniowe w 9y, albo

a = (alaa2)> b= (b1>a2)> Cc= (Claa2)

i punkty as, be, co sa wspotliniowe w M. Rozwazmy pierwszy z nich. Poniewaz
g1 jest kolineacja przestrzeni 9 na My, to punkty gq1(a1), g1(b1), g1(c1) sa
wspotliniowe w My, To oznacza, ze punkty

F(@) = (laz).ar(@)), FO) = (92(a2).0(0).  F(©) = (gulaz). ga(c))

sa wspotliniowe w 9. W drugim przypadku jest analogicznie.
Teraz zatézmy, ze f(a), f(b), f(c) sa wspotliniowe w 9 dla pewnych punk-
tow a, b, c z 9. Przyjmijmy, ze

a = (a17a2)7 b == (b1762>7 C= (01702)7

gdzie ay, by, cq € Sy oraz as, by, co € Sy, Wtedy

fa) = (g2(a2), 1(@)),  F(b) = (g(b2), 1 (b)), f(e) = (ga(e2), gn(en)).

7 zalozenia, ze f(a), f(b), f(c) leza na jednej prostej i z wniosku 2.2 mamy
jeden z dwoch przypadkow:

1. ga(az) = g2(b2) = g2(c2) oraz gi(a1), g1(b1), g1(c1) leza na jednej proste;
w MMy, albo

2. gi(a1) = g1(b1) = g1(c1) oraz ga(az), ga(b2), g2(c2) leza na jednej prostej
W E)ﬁl.

Rozwazmy pierwszy.

Poniewaz g, jest kolineacja 9y na 9y, wiec as = by = cy. Poniewaz
g1 jest kolineacja 91, na 9y to punkty aq, by, c; tez lezg na jednej prostej
z definicji kolineacji 1.10. Zatem punkty a, b, ¢ leza na jednej prostej 9t. W
drugim przypadku postepujemy analogicznie.

U
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Nie ma innych automorfizméw produktu Segre 9t poza tymi wymienionymi
w 2.18 i 2.19. Dowdd tego twierdzenia jest jednak trudny i wymaga dodat-
kowych zalozen o produkcie. Pelny dowod postaci automorfizméw produktu
Segre znajduje si¢ w pracy [2]. Tutaj przytaczamy tylko wynik.

Twierdzenie 2.20 (Naumowicz, Prazmowski [2]). Jesli My i My sq¢ mocno
spognymi cze$Sciowymsi przestrzeniami prostych i f jest automorfizmem produk-
tu Segre I, to

(i) albo istniejg takie automorfizmy fi € Aut(9My), fo € Aut(My), Ze
f=(fi, f2),

(ii) albo istniejq takie kolineacje g1 z 9y na My oraz gy z M na My, Ze
f=1(92.91).



Rozdzial 3
Przyktady

3.1 Produkt Segre przestrzeni rzutowych

Definicja 3.1. Przestrzen prostych P = (S, L) nazywamy przestrzenig rzu-
towg, gdy:
(i) na kazdej prostej z B leza przynajmniej trzy punkty oraz

(ii) ‘P spetlnia rzutowy warunek Veblena.

Przyktad najmniejszej nietrywialnej ptaszczyzny rzutowej to plaszczyzna
Fano na rysunku 3.1.

as

lo L

b2 bl

ms3

ax b3 I3 az

Rysunek 3.1: Rzutowa ptaszczyzna Fano.

Powyzsza ptaszczyzne Fano mozna przedstawié¢ jako rzutowa plaszczyzne
analityczna nad cialem 7. Konstrukcja jest nastepujaca. Bierzemy dowolng
przestrzen wektorowa V' nad ciatem F', byle dim(V') > 3. Przez Suby (V') ozna-
czamy zbior wszystkich k-wymiarowych podprzestrzeni w V. Wtedy struktura
incydencyjna

P(V) = (Suby(V), Suby(V)),

24
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w ktorej punktami sg 1-wymiarowe podprzestrzenie, a prostymi sg 2-wymiarowe
podprzestrzenie V', to analityczna przestrzenia rzutowa. Gdy dim(V) = 3 i
F =17, to P(V) jest ptaszczyzna Fano.

Stwierdzenie 3.2. Produkt Segre przestrzeni rzutowych jest spojng weblenow-
skq przestrzeniqg gamma.

DowO6D. Wynika to z 3.1, 2.5, 2.16 1 z 2.17. O

3.2 Produkt Segre przestrzeni afinicznych

Niech (S, £) bedzie cze$ciowa przestrzenig prostych. Rozwazmy binarna relacje
|| € £ x L na zbiorze prostych. Nazywamy ja relacja rénwoleglosci, gdy jest
ona relacja réwnowaznosci, to znaczy:

R1: dla kazdej prostej k € L zachodzi k || k,
R2: dla prostych k,l € Ljesli k|| I, to || k,
R3: dla prostych k,l,m € L jesli k || l oraz [ || m, to k || m,

oraz gdy spetnione sg nastepujace dwa warunki Euklidesa:
E1l: dla prostych k,l € L jesli k || L oraz kN1 # 0, to k =1,

E2: dla kazdej prostej k € L i kazdego punktu a € S istnieje taka prosta
le L, zeacll] k.

Strukture 24 = (S, L, ||) nazywamy czeSciowq przestrzeniq prostych z réwnole-
glosciq, gdy (S, L) jest czesSciowa przestrzenig prostych, a relacja || jest relacja
rownolegtosci na L.

Afiniczny warunek Veblena dla czesciowej przestrzeni prostych z rownole-
gloscig 2 brzmi nastepujaco:

AVC: Niech punkty a,b, c tworza trojkat w . Jedli prosta k& € £ przecina bok
a,cikl|| a,b, to k przecina bok b, ¢ (rys. 3.2).

a b\

Rysunek 3.2: Afiniczny warunek Veblena.
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Warunek uzupemiania do rownolegtoboku dla czeSciowe]j przestrzeni pro-
stych z réwnolegtoscig 2 brzmi nastepujaco:

PCC: Niech ki, ko, ly,ls € L. Jesli prosta k; przecina proste [ i ls, prosta [y
przecina proste kq i ko oraz ky || ko 11y || lo, to ko przecina ly (rys. 3.4).

/ /

i W "

2

Rysunek 3.3: Warunek uzupehiania do réwnolegtoboku.

Definicja 3.3. Przestrzen prostych z rownolegtoscia 2 = (S, L, ||) nazywamy
przestrzeniq afiniczng, gdy

(i) A spetnia afiniczny warunek Veblena,
(ii) A spelnia warunek uzupetniania do réwnolegtoboku.

Lemat 3.4. W przestrzeni prostych z réwnolegltoscig (S, L, ||), w ktorej na
kazdej prostej sq co nagmniej 3 punkty, z afinicznego warunku Veblena wynika
warunek uzupetnienia do rownolegtoboku.

DowOD. Zaldzmy, ze spelnione sg zalozenia warunku uzupelnienia do réw-
nolegtoboku, czyli ze prosta k; przecina proste [ i ls, prosta [y przecina proste
ki1 kg oraz Iy || I3, tak jak na rysunku 3.4. Na prostej l; wezmy trzeci punkt c,
rozny od punktéw a, b. Prosta ko jest roéwnolegta do boku &y i przecina bok [y
w trojkacie b, ¢, d, zatem z afinicznego warunku Veblena przecina ona bok m
tego trojkata w pewnym punkcie p. Mamy nowy trojkat a, p, c. Prosta [y prze-
cina bok m tego tréjkata i jest rownolegta do jego boku [y, wiec z afinicznego
warunku Veblena przecina bok ky. W ten sposob zakonczyliSmy dowdd.
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I3
C
b fl
k1
m
a q
/ ko / “’\
l1 Iy

Rysunek 3.4: PCC z AVC przy prostych rzedu co najmniej trzy.

O

Tak jak wczedniej, niech V' bedzie przestrzeniag wektorowa nad cialem F'.
Zbior wszystkich warstw w przestrzeni wektorowej V' oznaczamy przez

WV)={u+S:ueV,SeSub(V)}U{0}.

Poniewaz dla warstwy U = u+ .S jej przestrzen kierunkowa S jest wyznaczona
jednoznacznie, mozemy méwi¢ o wymiarze warstwy; przyjmujemy

dim(U) := dim(S).
Zbior wszystkich k-wymiarowych warstw to
We(V)={u+S:ueV,S e Subg(V)}.
Dodatkowo przyjmujemy, ze W_(V) = {0}.

Definicja 3.5. Méwimy, ze warstwa a + S jest rownolegta do warstwy b+ T
1 piszemy

a+ S| b+T, wtedyitylko wtedy, gdy S =1T.

Struktura
A(V) = (VWi (V), )

jest przestrzenia afiniczng w sensie definicji 3.3. Nazywamy ja analityczng
przestrzeniq afiniczng. Na rysunku 3.5 jest plaszczyzna afiniczna A (V'), gdzie
dim(V) =21 F = Zs.
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Rysunek 3.5: Ptaszczyzna afiniczna nad Zs.

Stwierdzenie 3.6. Produkt Segre przestrzeni afinicznych jest spojng weble-
nowskq przestrzeniq gamma.

Dowo6p. Wynika to z 3.3, 2.5, 2.16 i z 2.17. O

3.3 Relacja réwnoleglosci w produkcie Segre

Niech 21; = (S;, L;,]|;) to czeSciowe przestrzenie prostych z réwnolegloscia
dla = 1,2. W produkcie Segre A = 2; ® A, dla prostej k bedziemy pisac
k; majac na mysli zbiér na i-tej wspotrzednej. Zgodnie z definicjg produktu
Segre k; moze by¢ zbiorem jednoelementowym (punktem) lub prosta z i-tej
przestrzeni.

Tak jak w pracy [4]. Relacje réwnolegtosci w 2 mozna okresli¢ jako row-
noleglosé na jednej ze wspotrzednych:

Ell <=  @3i=12)k|:L] (3.1)
Mozna tez dodatkowo zazadaé, aby na jednej wspoirzednej obie proste

miaty proste rownolegle z jednej z przestrzeni 2l;,%s, a na drugiej ten sam
punkt z drugiej z tych przestrzeni.

Relacje rownoleglosci mozna tez zdefiniowaé¢ wykorzystujac konfiguracje
Veblena. Przyjmujemy tutaj oznaczenie k ~ [ méwiace, ze proste k, [ przeci-
naja sie.

k|°l <= k=1V istnieja takie proste m,n przez punkt a, ze
agkl A kil~mn A kil (3.3)
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Innymi stowy proste k i [, sa réwnolegte w sensie ||° gdy sa wspolplaszczyzna
1 nie przecinaja sie.

W produkcie Segre 2l moga istnie¢ czworokaty, ktére nie maja przekatnych.
Na przyktad: gdy a; # by i a1 ~ by w 2y oraz as # by i ag ~ by w 2y, to wtedy
punkty

(a1, a2), (b, az), (a1, b2), (b1, b2)

tworza czworokat w 2, ale nie ma prostej taczacej punkty (aq,as) z (b1, b2),
ani prostej taczacej punkty (b, as) i (a1, bs).

/ /

(a1,az) (a1,b2)

/(b17a2) /(51752)

Rysunek 3.6: Czworokat, ktory nie ma przekatnych.

W takim uktadzie mozemy okresli¢ rownolegtosé typowa dla produktu Se-
gre:

k"1 :<= Iistnieje taki czworokat a,b, c,d bez przekatnych, ze
k=ab A l=cd (34)
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