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Wstep

Przestrzenie Grassmanna pojawiaja sie w literaturze dosé¢ czesto, w réznych
kontekstach (por. [2, 3, 4, 6]). Na ogét tam gdzie bada sie strukture podprze-
strzeni zadanego wymiaru. W pracy korzystam z klasycznej definicji przestrze-
ni Grassmanna, gdzie jako punkty bierze sie wszystkie podprzestrzenie usta-
lonego wymiaru w przestrzeni wektorowej, natomiast prostymi sa peki takich
podprzestrzeni. Z doktadnoscia do izomorfizmu, pek podprzestrzeni to pek
prostych przez punkt na ptaszczyznie. Taki model analityczny nad przestrze-
niag wektorowa odpowiada modelowi nad przestrzenia rzutowa i stad nazwa
rzutowa przestrzen Grassmanna.

Pojecie podprzestrzeni Grassmanna nie jest utartym terminem. Zwykle
podprzestrzen sama w sobie dziedziczy strukture przestrzeni, w jakiej jest
rozpatrywana — tak jak podgrupie mozna zadaé¢ strukture grupy. W prze-
strzeniach Grassmanna sprawa jest nieco bardziej skomplikowana. Generalnie
w geometrii, gdzie mamy dwa zbiory i relacje pomiedzy ich elementami, pod-
przestrzenie mogg mie¢ roznorodne formy. Nazwa podprzestrzen Grassmanna
bierze si¢ z charakteryzacji. Podprzestrzen Grassmanna to wtasciwie synonim
podprzestrzeni odcinkowej, ktora z doktadnoscia do izomorfizmu, jest prze-
strzenig Grassmanna (por. fakt 2.8). Stad nazwa. Wspomniana charakteryza-
cja, czyli twierdzenie 3.2 to gtowny wynik tej pracy. Twierdzenie to zostato
udowodnione w pracy [5], ale tutaj definiujemy podprzestrzenie Grassmanna
opuszczajac jedno, jak sie okazuje, nadmiarowe zalozenie. Poprawiony zostat
zatem jeden z wynikéw pracy [5].



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

1.1 Czesciowa przestrzen prostych

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowego dla naszych dalszych rozwazan
pojecia czesciowej przestrzeni prostych (por. [1]).

Niech S bedzie niepustym zbiorem, ktérego elementy bedziemy nazywacé
punktami oraz niech £ bedzie rodzing podzbioréw zbioru S, ktorej elementy
bedziemy nazywac prostymi. Niech a, b € S. Powiemy, ze punkty a, b sa wspot-
liniowe, kiedy istnieje prosta k € L taka, ze a,b € k. Bedziemy wtedy pisac¢
a ~ b. Prosta k przez dwa rézne punkty a,b oznaczamy k = ab. O prostych
k,l € L méwimy, ze przecinajg sie, gdy istnieje punkt a € S, taki ze a € k, .

Definicja 1.1. Strukture incydencyjng 2 = (S, L, €) bedziemy nazywaé cze-
Sciowq przestrzeniq prostych wtedy i tylko wtedy gdy:

Al: na kazdej prostej leza co najmniej dwa punkty,
A2: przez dwa roézne punkty przechodzi co najwyzej jedna prosta.
Jezeli struktura 2A spetnia dodatkowo warunek
A3: przez kazde dwa punkty przechodzi prosta,
to méwimy, ze jest to przestrzen prostych.
Jesli relacja incydencji jest relacja nalezenia to zwyczajowo pomijamy €.

Definicja 1.2. Moéwimy, ze podzbior X C S jest podprzestrzenig w 2, gdy
spelnia nastepujacy warunek: jesli jakas prosta przecina zbior X w dwoch lub
wiecej punktach, to cata jest w nim zawarta.

Niech a, b beda niewspotliniowymi punktami z 2. Wowczas zauwazmy, ze
{a, b} jest podprzestrzenig w 2.

Definicja 1.3. Podprzestrzen przestrzeni 2 jest mocna, gdy kazde dwa jej
punkty sa wspotliniowe.
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7 definicji zbiér pusty i jednopunktowy sg mocnymi podprzestrzeniami.

Definicja 1.4. Méwimy, ze parami rézne punkty p, q,r € S tworzg trojkgt w
2, gdy sa parami wspotliniowe i nie lezg na jednej prostej. Taki trojkat ozna-
czamy wowczas przez pqr. Mowimy tez, ze trzy parami rézne proste k, [, m € L
tworza trojkat w 2, gdy parami przecinaja sie i nie przechodzg przez jeden
punkt. Wtedy taki tréjkat oznaczamy przez kim.

Definicja 1.5. Méwimy, ze podzbiér X zbioru S jest spojny w A, jesli dla
dowolnych ré6znych punktéw a,b € X istnieje tamana zawarta w X laczaca a
z b. Przez tamang rozumiemy cigg punktéw takich, ze dwa kolejne punkty w
tym ciggu sa wspotliniowe, formalnie: istnieja punkty co, ..., ¢, € X takie, ze
co=a,c.=borazc;_y ~c;dlatr=1,...,r.

Zauwazmy, ze mocna podprzestrzen jest spojna.

1.2 Przestrzen rzutowa

W geometrii naturalnym pojeciem jest ptaszczyzna. Aby w tak abstrakcyjnym
ujeciu nada¢ mu sens potrzebny jest dodatkowy warunek

A4: jesli prosta przecina dwa boki tréjkata w dwodch réznych punktach, to
przecina takze jego trzeci bok.

Warunek ten nazywamy warunkiem Veblena.

/a \b N

Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Veblena. Prosta k przecina boki acichtrojkata
abc, zatem istnieje punkt ¢ przeciecia k i ab

Definicja 1.6. Bedziemy méwié, ze przestrzen prostych B = (S, L) jest prze-
strzenig rzutowa, gdy spetnia nastepujace warunki:

P1: na kazdej prostej lezg co najmniej trzy punkty,

P2: struktura P spetnia rzutowy warunek Veblena.
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Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzeniag wektorowa nad pierscieniem
z dzieleniem F. Oznaczmy przez Sub(V') rodzine wszystkich podprzestrzeni
przestrzeni V. Gdy 0 < k < n, to przez Subg (V') rozumiemy zbiér wszystkich
k-wymiarowych podprzestrzeni V. Wtedy struktura incydencyjna

P(V) = (Suby(V), Sub,(V), ©), (1.1)

w ktorej punktami sa 1-wymiarowe podprzestrzenie, a prostymi sg 2-wymiarowe
podprzestrzenie V', to przestrzen rzutowa.



Rozdziat 2

Przestrzen Grassmanna

2.1 Pekii trojkaty

W fizyce, i nie tylko, funkcjonuje termin Grassmannian oznaczajacy rodzi-
ne podprzestrzeni ustalonego wymiaru w pewnej przestrzeni, ktorg moze by¢
przestrzen wektorowa, rzutowa, Hilberta albo inna. Geometrzy traktuja te
rodzine jako zbior punktow i doktadaja dodatkowo strukture prostych, aby
uzyskac czesciowa przestrzen prostych. Wowcezas, taki wzbogacony Grassman-
nian to juz przestrzen Grassmanna.

Definicja 2.1. Jesli 0 < k < n, H € Sub,_1(V), B € Suby1 (V)i H C B to
zbior:

P(H,B)={U € Sub(V): HC U C B} (2.1)
nazywamy k-pekiem o wierzchotku H i podstawie B. Zbior wszystkich takich
pekéw przy ustalonym k oznaczamy przez Pr (V). Geometrie, ktorej punkta-
mi sa k-wymiarowe podprzestrzenie V', a prostymi k-peki nazywamy rzutowg
przestrzeniq Grassmanna indeksu k nad V' (por. [2, 3, 4]) i oznaczamy

Py(V) = (Subi(V), Pu(V)). (2.2)

Gdy k=11ub k=n—1, to Pi(V) jest przestrzenig rzutowa.
7 algebry liniowej znamy nastepujacy fakt:

Fakt 2.2. Niech U,/W € Subg(V). Wowczas dim(U N W) = k — m wtedy i
tylko wtedy, gdy dim(U + W) =k + m.

7 definicji 2.1 i faktu 2.2 wynikajg nastepujace wtasnosci prostych prze-
strzeni Grassmanna:

Fakt 2.3. Niech U, W bedg réinymi punktami w przestrzeni Grassmanna
P.(V). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) punkty U, W sq wspétliniowe w Pr(V'),
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2) dim(UNW)=k—1,
(3) dim(U+ W) =k+1.

Fakt 2.4. Niech p bedzie prostg w przestrzeni Grassmanna Pp(V') i niech
Uy, Uy bedg roznyma punktami z prostej p. Wowczas:
(l) P = P(H, B), gdZZG H= U1 N UQ, B = U1 + UQ,

(ii) Uy = H®(u1), Uy = H® (ug) dla pewnych wektorow uy,us € V' takich,
e B=H @ (uy,us), oraz

(i) dla dowolnego U € p mamy U = H & (qu; + asug), dla pewnych
skalarow ay, s € F.

Zanotujmy teraz bardzo wazny fakt, lezacy u podstaw wielu twierdzen o
przestrzeniach Grassmanna. Jego dow6éd mozna znalezé na przyktad w [6].

Fakt 2.5. Niech Uy, Us, Us bedg wierzchotkami trojkgta w przestrzeni Gras-
smanna Pi(V'). Wtedy dim(U;NU2NU3) = k—1 lub dim(U; +Us+Us) = k+1.

Zilustrujemy przyktad tréjkata o wierzchotkach Uy, Us, Us w przestrzeni
Grassmanna P (V). Niech p = P(Hy, B) = UyUs, ¢ = P(Ha, By) = U,Us,
r = P(Hs, B3) = U,U,. Zgodnie z faktem 2.5 rozwazmy pierwszy przypadek,
edy Hi = Hy = H3 = Uy NU; N Usz. O takim tréjkacie bedziemy moéwic, ze
jest typu gwiazda.

Rysunek 2.1: Trojkat typu gwiazda w przestrzeni Grassmanna.

W drugim przypadku, gdy B; = By = By = U; + Us + Us moéwimy, ze
trojkat jest typu uktad.
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Rysunek 2.2: Trojkat typu uktad w przestrzeni Grassmanna.

2.2 Podprzestrzenie odcinkowe

Zwykle podprzestrzen dziedziczy strukture przestrzeni, z ktorej zostata wyjeta.
W czedciowych przestrzeni prostych podprzestrzenie nie zawsze sa jednorodne.
Jedne moga mie¢ strukture przestrzeni rzutowej, inne afinicznej. W przestrzeni
Grassmanna podprzestrzeniami, ktore dziedzicza strukture, sa podprzestrze-
nie odcinkowe.

Lemat 2.6. Zbior postaci [Z,Y], = {U € Suby(V): Z C U C Y}, gdzie
Z,Y € Sub(V) Z CY jest podprzestrzenig.

DowoOD. Niech p bedzie dowolnym k-pekiem oraz niech:
pNIZ Y] > 2.

7 tego wynika, ze mamy na pewno dwie rézne podprzestrzenie Uy, Uy, ktore
naleza do p N [Z,Y]. Z faktu 2.4 mamy, ze:

P = U1U2 = p(U1 N UQ, U1 + UQ)

Niech U € p. Zatem
UoNnU,CcU CU; +Us.

Poniewaz Uy, U, € [Z, Y], wiec
ZQUlﬂU21U1+UQQY
Zatem Z CU C Y, czyli U € [Z,Y];. O

Definicja 2.7. Méwimy, ze podprzestrzen X w przestrzeni Grassmanna P (V)
jest podprzestrzeniq odcinkowq, gdy istnieja Z,Y € Sub(V) takie, ze

X =[Z,Y]
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Podprzestrzenie odcinkowe i tylko takie maja strukture przestrzeni Gras-
smanna.

Fakt 2.8 ([6, Tw. 2.1]). Podprzestrzen odcinkowa [Z,Y], w Pr(V) jest z
doktadnosciq do izomorfizmu przestrzeniq Grassmanna Py_qimz)(Y/Z). Je-
sli podprzestrzenn X w Py (V') jest izomorficzna z przestrzeniqg Grassmanna, to
X jest podprzestrzeniq odcinkowaq.

7 algebry liniowej mamy nastepujacy fakt:
Fakt 2.9. Dla dowolnych Zy, Zs,Y1,Ys € Sub(V') mamy réwnosé

[Z1, Y1k N[22, Yol = [Z1 + Z5, Y1 N Y2y

2.3 Gwiazdy i uklady

Wazna klasa podprzestrzeni w przestrzeni Grassmanna sa mocne podprze-
strzenie. Tutaj maja one strukture przestrzeni rzutowych. Klasa mocnych pod-
przestrzeni przestrzeni Grassmanna rozpada sie na dwie rodziny, w pewnym
sensie nawzajem dualne do siebie.

Lemat 2.10. Jesli H € Subg_1(V) ¢ Y € Sub(V), to odcinek [H,Y]y jest
mocng podprzestrzenig w Py(V).

DowOD. Oznaczmy X := [H,Y]i. Z lematu 2.6 odcinek X jest podprzestrze-
nig. Niech H bedzie (k — 1)-wymiarowa podprzestrzenia V. Jesli X jest zbio-
rem pustym lub jednoelementowym, to X jest mocng podprzestrzenia. Wezmy
dwa dowolne rézne punkty U, W € [H,Y|z. Wtedy dim(UNW) =k—1.7 2.3
mamy, ze punkty U, W sa wspéHtiniowe w Py (V). Z dowolnosci wyboru U, W
mamy, ze kazde dwa punkty z [H,Y%] sa wspotiniowe w Py (1), co oznacza,
ze odcinek [H, Y]y jest mocna podprzestrzenia w Py (V). O

Lemat 2.11. Jesli B € Subg,1(V) ¢« Z € Sub(V), to odcinek [Z, B]y. jest
mocng podprzestrzenig w Py (V).

DowOD. Oznaczmy X := [Z, B]i. Z lematu 2.6 odcinek [Z, B]i jest pod-
przestrzenia. Niech B bedzie (k + 1)-wymiarowa podprzestrzenia V. Jesli X
jest zbiorem pustym lub jednoelementowym, to X jest mocna podprzestrzenia.
Wezmy dwa dowolne rézne punkty U, W € [Z, Bl. Wtedy dim(U+W) = k+1.
Z 2.3 mamy, ze punkty U, W sg wspotliniowe w P (V). Z dowolnosci wyboru
U, W mamy, ze kazde dwa punkty sa wspétliniowe w P(V'), co oznacza, ze
odcinek [Z, Bli jest mocng podprzestrzenia w P(V). O

Zauwazmy, ze dowolne trzy parami rézne i nie lezace na jednej prostej
punkty z odcinka [H, Y], tworza trojkat typu gwiazda. Dlatego takie odcinki
bedziemy nazywaé¢ gwiazdamsi. Podobnie trzy parami rézne i nie lezace na jed-
nej prostej punkty z odcinka [Z, B]; tworza trojkat typu uktad. Dlatego takie
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odcinki bedziemy nazywaé¢ ukltadami. Lematy 2.10 i 2.11 méwia odpowiednio,
ze gwiazdy i uktady sa mocnymi podprzestrzeniami w przestrzeni Grassman-
na. W dalszej czesci pracy beda nas interesowaly maksymalne gwiazdy, czyli

odcinki
S(H) = [H, V],

gdzie H € Suby_;(V') oraz maksymalne uktady, czyli odcinki
T(B) = [0, Bl,
gdzie B € Subg.1(V).

Lemat 2.12. Niech Z,Y € Sub(V).

(i) Jesli Uy, Uy sq réznymi punktami z gqwiazdy S = [H,Y]s, to wtedy
mamy H = U, N Uy

(i) Jesli Uy, Uy sq réznymi punktami z ukladu T = [Z, By, to wtedy mamy
B=U +U,

DowoOD. (i): Zauwazmy, ze H C Uy, Us, czyli H C U N Us. A wiec mamy
k—1 < dim(U;NUs). Z drugiej strony, poniewaz Uy # Us, to dim(U;NU,) < k.
Stad dim(H) = dim(U; NUs), a wiec H = Uy N Us.

(ii): Zauwazmy, ze Uy, Us C B, czyli Uy + Uy C B. Stad dostajemy osza-
cowanie dim(U; + Uy) < k + 1. Z drugiej strony, poniewaz U; # Us, to
k < dim(U; + Us). Stad dim(B) = dim(U; + Us), a wiec B = Uy + Us. O

Z taktu 2.9 wynika, ze

Fakt 2.13.
(1) Gdy Hl,HQ < Subk_l(V), H, 7£ Hs 1 S(Hl) N S(HQ) 7é @, to

S(Hy) N S(Hy) = {Hy + Ha}.

(11) Gdy .Bl7 BQ € Suka(V), B1 7£ B2 /) T(Bl) N T(BQ) 7é @, to
T(B,)NT(By) = {B1 N By}.

(i) Gdy H € Suby_1(V), B € Subyy1(V) i S(H) N T(B) # 0, to
S(H)NT(B) = p(H, B).

Fakt 2.14 ([6, Tw. 2.2]). Zbiér X jest maksymalng mocng podprzestrzeniq w
P.(V), wtedy i tylko wtedy, gdy X = S(H) dla pewnego H € Suby_1(V') lub
X =T(B) dla pewnego B € Suby, (V).

Zatem klasa mocnych podprzestrzeni w przestrzeni Grassmana sktada sie
tylko z gwiazd i uktadow. Badajac czeSciowe przestrzenie prostych wazng role
odgrywaja mocne podprzestrzenie. W przestrzeniach Grassmanna odpowiada-
ja one przestrzeniom rzutowym, ktore dobrze znamy(por. [6, Rozdzial 2.1]).
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Fakt 2.15. Mocna podprzestrzen w Py (V') jest z dokladnoscig do izomorfizmu
przestrzeniq rzutowg.

Zauwazmy, ze na mocy lematu 2.12 dla kazdej prostej P(H, B) w Py (V)
mamy jednoznacznie wyznaczone: maksymalna gwiazde S(H) oraz maksymal-
ny uktad T'(B). Zatem mozemy pisaé:

oraz

Oczywiscie
Sp)NT(p) =p.

7 uwagi na lemat 2.12 oraz fakt 2.4 dla dowolnej prostej g z maksymalnej
gwiazdy S mamy S = S(q). Analogicznie, gdy prosta ¢ lezy w maksymalnym
uktadzie T to T' = T(q).

Stwierdzenie 2.16. Przestrzen Py(V') jest spdjna.

DowOD. WeZzmy dwa dowolne punkty A, B € Subg(V). Szukamy lamane;
taczacej te punkty. Niech C':= AN B. Zatem

A=Co® (aj,ag,...,q,)
oraz
B:C@<517527'”76T>7
gdzie k = r + dim(C) dla pewnych oy, as, ..., ., (1, Ps, ..., 3 € V. Wezmy
Py:=C&{a,qe,...,q,) = A,

Pl Z:C@<ﬁ1,062,...,061n>,
PQ ::C@<ﬁla62a"'7ar>v

Prfl =C @ <ﬁ17 cee 7ﬁr717ar>7
P?" ::C@<ﬂ1aﬁ2a"'7ﬁr> = B.
Zauwazmy, ze dim(P;,_; N P;) = k — 1, zatem na mocy faktu 2.3 P, i Py

sg wspotliniowe dla ¢ = 1,...,r. Tak, wiec istnieje wymagana tamana A =
Fy,...,P.=B. O



Rozdziat 3

Podprzestrzenie GGrassmanna

3.1 Charakteryzacja

Pojecie podprzestrzeni Grassmana wprowadzono w pracy [5]. Mocno sie tutaj
na tej pracy opieramy, ale nieco inaczej formutujemy definicje i opuszczamy
w niej jedno zalozenie, jak si¢ okazuje nadmiarowe.

Definicja 3.1. Podprzestrzenn X przestrzeni Grassmanna Py (V) nazywamy
podprzestrzenig Grassmanna, gdy:

G1: podprzestrzen X jest spojna,

G2: dla dowolnej prostej p z Pr(V) takiej, ze |S(p) N X| > 21 |T(p) N X| > 2
mamy p C X.

W tej wersji, mamy nadzieje, powyzsza definicja jest bardziej czytelna.
Opuscilismy zaltozenie, ze S(p) N T(p) N X # . Nie korzystamy z niego w
dalszych rozumowaniach, do scharakteryzowania podprzestrzeni Grassmanna.

7 definicji zbiér pusty i zbior jednoelementowy sa podprzestrzeniami Gras-
smanna. Natomiast zbior {Uy, Us}, w ktérym Uy, Us nie sa wspotiniowe jest
podprzestrzenia w Py (1), ale nie jest podprzestrzenia Grassmanna, poniewaz
ten zbior nie jest spojny.

W dalszej czesci pracy bede dowodzi¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.2 ([5, Tw. 2.6]). X jest podprzestrzeniq Grassmanna wtedy i
tylko wtedy gdy X jest podprzestrzeniq odcinkowq.

3.2 Dowdd gléwnego twierdzenia

Dowdd naszego gtéwnego twierdzenia 3.2 rozbity jest na serie lematow, ktore
tutaj prezentujemy.

Lemat 3.3. Podprzestrzen odcinkowa jest spojna.

11
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DowOD. Wynika ze stwierdzenia 2.16 oraz faktu 2.8. [

Lemat 3.4. Podprzestrzen odcinkowa jest podprzestrzenig Grassmanna.

DowODp. Niech X = [Z, Y]y, gdzie Z,Y € Sub(V') bedzie nasza podprzestrze-
nig odcinkowa w Py (V). Z lematu 3.3 mamy, ze warunek G1 jest speliony.
Sprawdzmy warunek G2. Wezmy wiec dowolng prosta p o tej wtasnodci, ze
IS(p)NX|>21|T(p) N X| > 2. Pokazemy, ze p C X. W tym celu rozwazmy
dowolny punkt U € p. Przyjmijmy, ze p = [H, Bli, gdzie H € Suby_1(V) i
B € Suby1(V). Wowezas H C U C B oraz S(p) = [H, V], i T(p) = [0, B
7 faktu 2.9 dostajemy

SWNX=[H+2ZY], oraz TpNX=[ZBNY].

Zauwazmy, ze k—1 = dim(H) < dim(H + Z). Poniewaz w przekroju S(p) N X
mamy co najmniej 2 rézne punkty, wiec dim(H + Z) < k — 1. Ostatecznie
dim(H 4+ Z) = k—1, co oznacza, ze H+ Z = H, czyli Z C H. I podobnie dla
BNY. Widzimy, ze k + 1 = dim(B) > dim(BNY). W przekroju T'(p) N X
mamy co najmniej 2 rézne punkty, wiec dim(B NY) > k + 1. Otrzymujemy
dim(BNY)=k+1, cooznacza, ze BNY = B, czyli BCY.
Otrzymalismy
ZCHCUCBCY.

Stad natychmiast mamy
Ue[Z,Y],=X

i dowdd jest zakonczony. O

Lemat 3.5. Niech X bedzie podprzestrzenig Grassmanna i niech S; = S(H;)
bedzie maksymalng gwiazdg w Py(V) dla pewnego H; € Suby_1(V), i = 1,2.
Jesli

?

I X NS >2, | X NSy >2 oraz X NSNSy #0D,
to istnieje Y € Sub(V') takie, ze S;N X = [H;, Y]y, i = 1,2.

DowOD. Oznaczmy S; := S; N X, i = 1,2. Poniewaz X jest podprzestrzenia
w Pi(V), wiec S7, 5% sa gwiazdami, cho¢ niekoniecznie maksymalnymi. Zatem
musi by¢ S = [H;, Y], dla pewnego Y; € Sub(V), i = 1,2. Mamy pokazaé, ze
Y1 = Y5. Na mocy zatozen w lemacie wezmy

WeXNnS NsS,=S5 NS, (3.1)
Widzimy, ze
H17H2 g Wgyla}/Q

Gwiazdy 51,5, sa maksymalne, a gwiazdy S}, S5 maja po co najmniej dwa
elementy, wiec

H,Hy,CW CY,Y5. (3.2)
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Zaczniemy od wykazania inkluzji Y7 C Y5. W tym celu wezmy dowolne y € Y;.
Jesli y € W, to z (3.2) od razu mamy y € Y. Rozwazmy zatem przypadek,
gdy y € Y1 \ W. Mozemy wtedy wziaé prosta

p=P(H;, W & (y))
przechodzaca przez punkt W, lezacy w S;. Widzimy, ze
Hy Cc W (y) €Y.

Z tego mamy, ze p C S} C X. Rozwazmy maksymalny uktad 7" := T'(p).
Zauwazmy, ze punkt W lezy na prostej p i jednocze$nie w S, z (3.1). Z kolei
S, C Sy, wiec uktad T' i gwiazda Sy maja wspolny punkt W. Na mocy pod-
punktu (iii) z faktu 2.13 uktad T' i gwiazda S, maja wspdlna prosta. Oznaczmy
ja przez q. Zatem mozemy napisac, ze

T ="T(q) oraz, Se = S(q).

Wiemy, ze prosta p zawarta jest w uktadzie 7' i w podprzestrzeni X, tak wiec
mamy |T'(q) N X| > 2. Z zalozenia do lematu mamy |S(g) N X| > 2. Poniewaz
X jest podprzestrzenig Grassmanna, wiec z warunku G2 otrzymujemy ¢ C X.
Zauwazmy, ze

g=XNg=XNTNS,=TNS,CS,=[H,, Yo (3.3)
7 drugiej strony na mocy faktu 2.9 mamy
q¢=TNS = [0, W& y)|xN[Hs, V]y = [Hy, W ()] = P(Hz, Wb (y)). (3.4)

Poréwnujac (3.3) i (3.4) dostajemy W @ (y) C Ys, co oznacza, ze y € Y,. Tak
wiec Y] C Y; z dowolnosci wyboru y.

Zamieniajac ze sobg indeksy 1 i 2 w powyzszym rozumowaniu dostaniemy
dowdd inkluzji Yy C V). Ostatecznie Y] = Y5, co mieliSmy pokazac. m

Lemat 3.6. Niech X bedzie podprzestrzeniqg Grassmanna i niech T; = T(B;)
bedzie maksymalnym uktadem w Py(V) dla pewnego B; € Subg,1(V), i =1,2.
Jesli

X NTy| > 2, X NTy| > 2, oraz  XNTiNTy #0,
to istnieje Z € Sub(V') takie, ze T; N X = [By, Z]i, i = 1, 2.

DowOD. Oznaczmy T) :=T; N X, i = 1,2. Poniewaz X jest podprzestrzenia
w P(V), wiec T7, T; sa uktadami, cho¢ niekoniecznie maksymalnymi. Zatem
T! = [Z;, Bi]i dla pewnego Z; € Sub(V),i = 1,2. Mamy pokaza¢, ze Z; = Z,.
Na mocy zalozen w lemacie wezmy

WeXnTinT,=T,NT,. (3.5)
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Widzimy, ze
21,2y CW C By, Bs.

Uktady T3, T5 sa maksymalne, a uktady 77,7, maja po co najmniej dwa ele-
menty, wiec

Z1,Zy CW C By, Bs. (3.6)

Mozemy przyjac, ze
W = ZQ@ <w1,...,w,,>,

dla pewnych liniowo niezaleznych nad Zs wektorow wy,...,w, z W, gdzie
r =k — dim(Z5). Niech teraz 1 < i < r. Rozwazmy

Hi = ZQ D <’w1, vy Wi, Wiy e - - ,wr>.

Zauwazmy, ze dim(H;) = k— 11 H; C W. Z (3.6) mamy W C By, zatem
H; C By. Mozemy zatem wziaé¢ prosta

pi = P(H;, By)
przechodzacy przez punkt W. Ponadto, z samego okreslenia, Z, C H;, wiec
p; CTy, C X.
Rozwazmy rozszerzenie prostej p; do maksymalnej gwiazdy
Si = S(pi) = [H;, V.

Punkt W lezy w gwiezdzie S;, a na mocy (3.5) punkt W lezy réwniez w
uktadzie Ti. Korzystajac z podpunktu (iii) faktu 2.13, gwiazda S; oraz uktad
T7 maja wspolna prosta. Oznaczmy ja ¢;. Zauwazmy na mocy faktu 2.9, ze

q; ‘= Sz N T1 = [Hl, V]k N [0, Bl]k = [Hz, Bl]k = p(Hz, Bl) (37)
Mozemy pisac, ze
S; = S(q;) oraz Ty =T(q).

Z zalozenia do lematu mamy |7'(¢;) N X| > 2. Ponadto wiemy, ze prosta p;
zawarta jest w S; oraz w X, a wiec |S(g;) N X| > 2. Podprzestrzen X jest
podprzestrzenig Grassmanna, wiec z warunku G2 musi by¢ ¢; C X. Zatem, z
faktu 2.9 mamy

q; :Xﬂqi :XﬂSZ-ﬂTl = SZQT{ = [HZ,V]kﬂ [Zl,Bl]k == [Hz—f-Zl,Bl]k

Razem z (3.7) daje to
H,+ 7, = H;,

czyli Z, C H;. W ten sposob wykazalismy, ze
Z1 ngﬂHgmer:ZQ

Zamieniajac ze sobg indeksy 1 z 2 w powyzszym rozumowaniu otrzymujemy
dowod inkluzji Zy C Z;. W ten sposob ostatecznie pokazemy, ze Z, = Z,. [



PODPRZESTRZENIE GRASSMANNA 15

Korzystajac ze spojnosci podprzestrzeni Grassmanna mozna znaczaco wzmoc-
ni¢ lemat 3.5 usuwajac zatozenie o przecinaniu sie gwiazd.

Lemat 3.7. Niech X bedzie podprzestrzenig Grassmanna i niech S; = S(H;)
bedzie maksymalng qwiazdg w Pr(V) dla pewnego H; € Subg_1(V), i = 1,2.
Jesli

IX NS >2 oraz | X NSy > 2,

to istnieje Y € Sub(V') takie, ze S;N X = [H;, Y]y, i = 1,2.

DowOD. Oznaczmy S; := S; N X, i = 1,2. Poniewaz X jest podprzestrzenia
w Pr(V), wiec S! sa gwiazdami, cho¢ niekoniecznie maksymalnymi. Zatem
S! = [H;, Y], dla pewnego Y; € Sub(V), i = 1,2. Mamy pokaza¢, ze Y; = Y.

Rozwazmy dowolny punkt U; € S}, i = 1,2. Korzystajac z warunku G1,
méwigcego o spdjnosci podprzestrzeni Grassmanna, w X istnieje ciag punk-
tow Dy, Dy, ..., D, taczacy punkty Uy, Us, to znaczy U, = Dy, Uy = D, oraz
D;_1 ~ D;dlai=1,...,r. Dla prostej p; := D;_1D; mozemy wzig¢ maksy-
malna gwiazde S(p;), gdzie i = 1,...,r. Oczywiscie kazda z tych gwiazd ma z
X co najmniej wspélna prosta p;. Zauwazmy tez, ze S(p;) N S(piy1) = {D;}.
Poniewaz D; € X, wiec dla sasiednich gwiazd S(p;) oraz S(p;41) mozemy za-
stosowac lemat 3.5, z ktorego wynika, ze te gwiazdy maja wspolng podstawe.
Jest tak dla kazdej pary sasiednich gwiazd w ciagu S(p;), i = 1, ..., r. Dlatego
wnioskujemy ostatecznie, ze Y; = V5. ]

Podobnie mozemy wzmocni¢ lemat 3.6.

Lemat 3.8. Niech X bedzie podprzestrzeniq Grassmanna i niech T; = T'(B;)
bedzie maksymalnym uktadem w Pp(V) dla pewnego B; € Suby1(V), i = 1,2.
Jesli

X NTi| > 2, oraz | X NTy| > 2,

to istnieje Z € Sub(V) takie, ze T, N X = [B;, Z]y, i = 1,2.

DowOD. Dowdd przebiega w oparciu o lemat 3.6 analogicznie jak dowdd le-
matu 3.7 wykorzystujac spojnos¢ X. O

Lemat 3.9. Niech X bedzie podprzestrzeniqg Grassmanna w Py(V'). Wéwczas
istniejg Z,Y € Sub(V) takie, Ze
i) X C[Z, Y],

(ii) dla kazdej maksymalnej qwiazdy S = S(H), gdzie H € Suby_1(V),
jesli | X NS|>2, to XNS=[HY],

(iii) dla kazdego maksymalnego uktadu T = T(B), gdzie B € Subg1(V),
jesli | X NT| > 2, to XNT = [Z, B.
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Dowop. (i): Wezmy dowolny punkt U € X. Jedli U jest jedynym punktem w
X, to nie ma gwiazdy ani uktadu, ktore przecinatyby X w co najmniej dwoch
punktach. Zatozenia G2 spetnione sa wiec pusto i mozemy przyja¢ Z =Y = U.
Jesli w X mamy jeszcze jakie$ punkty, to z warunku G1 w X musi by¢ zawarta
prosta p przechodzaca przez U. Wezmy S := S(p). Zauwazmy, ze U € S. Z
lematu 3.7 mamy

XNSs= [H,Y]k 5 U,

zatem U C Y. Wezmy teraz maksymalny uktad T := T(p) rozszerzajacy
prosta p. Zauwazmy, ze U € T'. Z lematu 3.8 mamy

XNT=1[ZB|>U.
Zatem Z C U. Punkt U byl wybrany dowolnie, wiec ostatecznie otrzymujemy

(ii): Na mocy lematu 3.7 istnieje Y € Sub(V') takie, ze dla kazdej maksymalnej
gwiazdy S = S(H), gdzie H € Suby_1(V), jesli tylko | X NS| > 2,to X NS =
(iii): Podobnie, na mocy lematu 3.8 istnieje Z € Sub(V') takie, ze dla kazdego
maksymalnego uktadu T = T'(B), gdzie B € Suby1(V), jesli tylko | X NT| >
2, to XNT = [Z,Bl.

[

Lemat 3.10. Niech X bedzie takg co najmniej dwuelementowq podprzestrze-
nig Grassmanna w Py(V), ze X C [Z,Y |y dla Z,Y jak w lemacie 3.9. Jesli
U jest punktem z odcinka [Z,Y |, W jest punktem z X iU ~W, to U € X.

DowOD. W przypadku, gdy U = W mamy, ze U = W € X, co konczy nasz
dowod. Rozwazmy przypadek, gdy U # W. Wezmy prosta

p:=P(Hy, By)
w X przechodzacg przez W oraz prosta
q:= WU = P(H,, By)
dla odpowiednich H;, B;, © = 1,2. Korzystajac z lematéw 3.7 i 3.8 mamy
S":=S(p)NX = [Hy, Y] oraz T :=T(p)NX =[Z, B

Z tego, ze W € X C [Z, Y]y mamy W € T’ zatem Z C W. Wiemy takze z
zatozen, ze U jest punktem z odcinka [Z, Y]y, wiec Z C U. Stad otrzymujemy
Z CWNU = Hy. To oznacza, ze Z + Hy = Hy. Tak wiec w oparciu o fakt
2.9 dostajemy

T, N S(q) = [Z+ HQ,Bl N V] = [Hg,Bl]k.
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Poniewaz W € p, q, wiec Hy C W C B;. Wowczas m :=T" N S(q) jest prosta
orazm C XNS(q). Analogicznie dowodzimy, ze | := S'NT'(q) jest prosta oraz
| C XNT(q). Pokazalidmy, ze |S(q) N X| > 2 oraz |T(q) N X| > 2. Z uwagi
na to, ze X jest podprzestrzenia Grassmanna, z warunku G2 zastosowanego
do X, S(q) i T(q) dostajemy ¢ C X. Poniewaz U € ¢, wigc otrzymujemy stad,
ze U € X, co konczy nasz dowod. [

Lemat 3.11. Niech X bedzie takg co nagmniej dwuelementowq podprzestrze-
nig Grassmanna w Pi(V), ze X C[Z, Y]y dla Z,Y jak w lemacie 3.9. Wow-
czas [Z,Y ], C X.

DowOD. Niech X bedzie takg podprzestrzenig Grassmanna jak w zaloze-
niach. Wezmy dowolne U € [Z,Y];. Rozwazmy punkt W € X. Z zalo-
zen do naszego lematu widzimy, ze W € [Z,Y]y. Z lematu 3.3 mozemy za-
uwazy¢, ze podprzestrzen odcinkowa [Z, Y], jest spdjna. Zatem istnieje ciag
Dq, Dy, ..., D, ktory taczy U i W, to znaczy Do =W, D, = U oraz D;_1 ~ D;
dlaz=1,...,r. Na mocy lematu 3.10 dostajemy, ze D; € X. Stosujac go r
razy otrzymujemy, ze Dy, ..., D, € X. Zatem, U = D, € X, wiec z dowolnosci
wyboru U mamy, ze
[Zv Y]k C X.

W ten sposéb dowdd jest zakonczony. O

Zbioér pusty oraz jednoelementowy jest podprzestrzenig odcinkowa bo mo-
zemy odpowiednio dobraé¢ konce odcinka [Z,Y],. Na przyktad 0 = [Z, Y],
gdzie Z ¢ Y, natomiast {U} = [U,U];, dla U € Suby(V). Dlatego, podsu-
mowujac, z lematow 3.9 oraz 3.11 wynika, ze podprzestrzen Grassmanna jest
podprzestrzenia odcinkowsg. W ten sposob, uwzgledniajac lemat 3.4, nasze
gtowne twierdzenie 3.2 zostato udowodnione.
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