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Wstep

W pracy [8] znalezé mozna uogdlnienia klasycznych rzutéw w przestrzeni rzu-
towej na krate rzutowa. Celem tej pracy jest zbudowanie aparatu do rzuto-
wania w kracie afinicznej i znalezienie zwigzku z wynikami cytowanej pracy.
Wszystkie rozwazania dotyczace relacji zachodzacych w przestrzeni afinicznej
staram si¢ prowadzi¢ konsekwentnie w terminach kratowych.

W rozdziale 1 podaje podstawowe wlasnosci kraty podprzestrzeni prze-
strzeni afinicznej oraz definicje kluczowych dla pracy pojeé: sasiedniosci i réw-
noleglosci elementow kraty:.

W nastepnym rozdziale wprowadzam pojecie odcinka kraty i dowodze po-
trzebne dalej wtasnosci tych odcinkow.

Rozdziat 3 zaczynam od wprowadzenia pojecia quasi-peku odcinkéw kraty
afinicznej. W 3.2 charakteryzuje minimalne peki odcinkéw kraty, ktore dalej
nazywam krotko pekami odcinkéw (definicja 3.3). Przyjete przeze mnie okre-
Slenie peku odcinkéw obejmuje peki zwane wtasciwymi oraz tak zwane wafle.
Terminologia zapozyczona jest z kraty rzutowej (por. [8]). Dalej dokonuje kla-
syfikacji pekoéw odcinkow i kazdemu przypisuje jeden z jedenastu typow.

Drobiazgowa analiza wtasnosci pekow odcinkéow pozwolita mi zdefiniowaé
pewna klase rzutéw. Dla kazdego z typow pekéw odcinkow rzut okresla sie
formalnie inaczej, ze wzgledu na specyficzne wtasciwosci danego typu peku. I
tak dla wafli, w 4.2, zdefiniowany jest $lizg. Slizgi wyznaczone sg jednoznacznie
przez samg strukture wafla (por. 4.1). Kolejnym zdefiniowanym w 4.7 rzutem
jest $lizg réwnolegly w pekach odcinkéw typu pr\pr, I\pr, pr\s i I\s. W 4.9
podana jest definicja nastepnego rzutu — uogoélnionego rzutu $rodkowego dla
pekow wlasciwych odcinkéw typu réznego od 0\pw. Dla pekéw typu 0\pw i
0\pr w 4.17 okreglam uogélniony rzut réwnolegty.

Na koniec rozdzialu o rzutach pokazuje, korzystajac z wtasnosci rzutow
kratowych obcietych do uniwersum przestrzeni jezowych, ze zdefniniowane
wczesniej rzuty w kracie afinicznej mozna traktowaé jako obciecia rzutéw w
domknieciu rzutowym przestrzeni afinicznej. W 4.20 podaje jakiej klasie rzu-
tow w kracie rzutowej odpowiadaja rozpatrywane w mojej pracy rzuty w kracie
afinicznej.



Rozdziat 1

Krata podprzestrzeni
przestrzeni afinicznej

Zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym nazywamy pare (L, <), gdzie L jest zbio-
rem, a < relacja binarng na L (podzbiorem L?) spetiajaca warunki:

1. z < x dla kazdego x € L,
2. jeSliz<yiy<zxtoxr =y,
3. jeSliz<yiy<ztoxr<z

Czesciowo uporzadkowany zbior £ = (L, <) jest kratg, jesli kazda para ele-
mentéw ma najmniejsze gérne ograniczenie i najwieksze dolne ograniczenie.
Dla x,y € L, z jest ich nagmniejszym gornym ograniczeniem, gdy © < z,y < 2
ijesli z,y < t, to z < t. Element w jest najwickszym dolnym ograniczeniem
riy, gdy w < z,w < yizu < x,y wynika v < w. Najmniejsze goérne
ograniczenie (kres gorny)r i y w kracie £ zapisujemy z V y, a ich najwiecksze
dolne ograniczenie (kres dolny) x A y. Operacje kreséw A i V sg wzajemnie
definiowalne z relacja czesciowego porzadku <. Mozna zatem traktowac krate
£ jak algebre (L, A, V). Dla elementéw a,b kraty £ piszemy réwniez a < b,
gdy a <bia#b.

Krata £ jest ograniczona jesli posiada element najmniejszy, ktory oznacza-
my 0, oraz element najwickszy oznaczany jako 1. Element a jest poprzednikiem
b (b jest nastepnikiem a) w £, co zapisujemy a < b, jesli a < b i nie istnieje
element c taki, ze a < ¢ < b. Uzywamy oznaczenia a =< b, gdy a < b lub a = b.
Piszemy czasem réwniez a < b, gdy a < bijedlia <c<d<b,toc=d. Jesl
£ jest karata z 0, to A nazywamy atomem £, jesli O jest poprzednikiem A.
Krate nazywamy atomowq jesli kazdy jej niezerowy element jest kresem gor-
nym atoméw ponizej niego. Krata £ jest zupeha, jesli kazdy podzbior H C L
posiada kres gorny i kres dolny.

Niech £ bedzie krata zupelna, zas a elementem £. Wtedy a nazywamy
zwartym, jesli z faktu, ze a < V X dla X C L, wynika a < VY dla pewnego
skonczonego Y C X.
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Krate £ nazywamy poétmodularna, gdy dla dowolnych a,b,c € L
jesli a<b, to avVec=bVe (1.1)

W [1] krata pélmodularna zdefiniowana jest innym warunkiem, ktory tutaj
traktujemy jako jej wlasno$¢. Otoz krata jest pétmodularna wtw., gdy

jesli aAb=<a,b, to ab=<aVbd (1.2)

dla dowolnych a, b, c € L.

Innymi stowy w kracie pétmodularnej (i tylko w takiej) jesli dwa elementy
maja wspolny poprzednik, to maja réwniez wspélny nastepnik. Warunek ten
ma bardzo naturalng interpretacje geometryczng, mianowicie mowi sie, ze jesli
proste przecinaja sie, to leza na plaszczyznie(sa wspotplaszezyznowe, wyzna-
czaja plaszczyzne), lub ogdlniej, jesli dwie k-wymiarowe podprzestrzenie maja
przekréj (k-1)-wymiarowy, to rozpinaja przestrzen (k+1)-wymiarowa.

Przyktadem kraty potmodularnej jest pieciokat. Zauwazmy, ze krata pod-
przestrzeni, zarowno przestrzeni afinicznej jak i rzutowej, jest pétmodularna.

Wazna klase krat stanowia kraty modularne, czyli takie, gdzie

jesli a<e, to aV(bAc)=(aVb)Ac. (1.3)

dla wszystkich a,b,c € L.

Pieciokat nie jest kratg modularng. Co wiecej, krata jest modularna wtw.,
gdy nie zawiera podkraty izomorficznej z pieciokatem.

W tej pracy interesowac nas beda kraty geometryczne. Krata geometrycz-
na jest to potlmodularna, zupetna krata atomowa, gdzie atomy sg zwarte.
Kraty geometryczne dzielg sie na modularne i niemodularne. W pierwszej z
klas znajduje sie krata podprzestrzeni przestrzeni rzutowej, ktora dla desar-
geusowskich przestrzeni rzutowych mozna utozsami¢ z krata podprzestrzeni
przestrzeni wektorowej. Takie kraty nazywa si¢ krotko kratami rzutowymi.
W drugiej klasie znajduja sie kraty afiniczne, tzn. kraty podprzestrzeni prze-
strzeni afinicznych. W obu tych klasach krat geometrycznych spelniony jest
warunek (1.2). Zasadnicza réznica pomiedzy kratami geometrycznymi modu-
larnymi i niemodularnymi polega na tym, ze w kratach modularnych spetiony
jest réwniez warunek (zob. [1])

jesli a,b<aVb to aAb=<a,b. (1.4)

W jezyku geometrii warunek ten mowi w szczegdlnosci, ze na plaszczyznie
kazde dwie proste przecinaja sie. Zatem spetniony jest w kratach rzutowych.
Wiemy natomiast, ze w przestrzeni afinicznej, na plaszczyznie proste przeci-
naja sie albo sg réwnolegte.

Rozwazania podjete w pracy opieraé sie beda na pojeciu kraty afinicznej.
Okreslimy teraz doktadnie przedmiot naszych rozwazan. Niech V' bedzie prze-
strzenia wektorowa nad niekoniecznie przemiennym ciatem K. Przez Sub(V)
oznaczamy rodzine wszystkich podprzestrzeni przestrzeni V', natomiast

H(V)={a+S:acV, SeSub(V)}
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to zbior wszystkich warstw nad V. Poniewaz dla warstwy U = a+S jej podprze-
strzen kierunkowa S jest wyznaczona jednoznacznie, mozemy méwi¢ o wymia-
rze warstw; przyjmujemy dim U = dim S. Zbiér wszystkich k-wymiarowych
podprzestrzeni V' oznaczamy jako Suby(V'), natomiast zbiér wszystkich k-
wymiarowych warstw to

Hp(V) ={a+S:aeV, §eSuby(V)}.
Przestrzenig afiniczng nazywamy stukture
A =2AV) = (V,Hi(V)).

Elementy V' nazywamy punktami, a elementy H;(V') prostymi przestrzeni 2.

Rozwazania, ktére prowadzimy w tej pracy oparte sa na pojeciu kraty
£(21) podprzestrzeni przestrzeni 2. Formalnie krata £(21) to zbiér H(V) :=
H(V)U{0D} wraz z relacja czesciowego porzadku <, albo réwnowaznie, algebra

(H(V), A, V),
gdzie

UNW=UnNW,
UVW =u+(S,T,u—w),

jak wiadomo z wyktadu Geometrii elementarnej, sg kresami dolnym i gérnym
dla wszystkich U, W e H(V) takich, ze U = u+ S, W = w+ T, u,w € V,
S, T € Sub(V).
Atomy w £(2) to jednoelementowe zbiory punktéw 2. Czasem utozsamia-
my atomy £(2A) z punktami 2, co nie powinno prowadzi¢ do nieporozumie.
Zanotujmy kilka podstawowych faktéw dotyczacych kraty £(2(), na ktore
czesto powotujemy sie w pracy.

Fakt 1.1. [1, Roz. IV.1] Jedli A jest atomem kraty geometrycznej, to odcinek?
[A, 1] niesie strukture modularnej kraty geometrycznej.

7 powyzszego faktu wynika, ze odcinek [A, 1] w kracie afinicznej, gdzie
A to atom tej kraty, jest (jako krata z doktadnoscia do izomorfizmu) krata
rzutowa. Takie odcinki bedziemy nazywaé krétko rzutowymi.

Fakt 1.2. Niech U, W, B bedq elementami kraty £(A). Jesli U NW # 0 i
U=<B,toUNW XBAW.

DowOD. Z zatozenia UAW # 0, skad UAW jest co najmniej punktem. Istnie-
je wiec atom A w kracie £(2() taki, ze U, W, B € [A,1] i na mocy 1.1 odcinek
[A, 1] niesie strukture kraty rzutowej, w ktérej prawdziwe jest twierdzenie |2,
Tw. 4, Roz. IV.1], ze jesi U X B,to U AW < BAW. O

17Zbiér elementéw kraty pomiedzy A i 1, wraz z A i 1. Formalna definicja znajduje sie
w Roz. 2.
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Lemat 1.3. Niech H,Uy,Us,, B bedg elementami kraty £(A), takimi, ze Uy #
Us.
(1) Jesli H < Ui, Us, to H=U; \Us,

(11) Jesli Ui, Uy < B, to B=U; VU,.

DowoOD. (i) Wynika bezposrednio z whasnosci (1.2).

(ii) Poniewaz Uy, Uy C B oraz Uy VU, C B, to mamy Uy, Uy C Uy VU, C B,
a poniewaz Uy, Uy < B, to musiatoby by¢ U; = Uy = U; VU, co jest sprzeczne
z zatozeniem U; # Us, lub Uy V Uy = B, co daje teze. O

Fakt 1.4. Jesli A jest atomem kraty £(2) i U € H(V) to albo A C U, albo
U<UVA.

Definicja 1.5. Elementy U, W w kracie £(2() sa sgsiednie i piszemy U ~
W, gdy posiadaja wspélny poprzednik (posiadaja woéwczas rowniez wspolny
nastepnik, co wynika z (1.2)). Dwa rozne, sasiednie elementy wyznaczaja pek
wia$ciwy, to znaczy zbiér postaci

P(H,B)={X e H(V): H=< X < B} (1.5)
gdzie H=UANW iB=UVW

Dla atoméw A; = {a1}, Ay = {as} zawsze zachodzi A; ~ A,. Oznacza to
wspotliniowo$¢ punktow aq, as w wyjsciowej przestrzeni afinicznej 2.

Definicja 1.6. Elementy U, W w kracie £(2() nazywamy réwnoleglymi, co
zapisujemy U || W, gdy posiadaja wspélny nastepnik i U A W = 0, lub gdy
U = W. Dwa rozne, réwnolegte elementy wyznaczaja pek réwnoleglych, to
znaczy zbior postaci

p'(UB)={XeH(V):U| X =< B} (1.6)

Zauwazmy, ze wprowadzona relacja rownolegtosci odpowiada réwnolegtosci
w przestrzeni 2.

Stwierdzenie 1.7. Niech U = u+ SSW = w+ T, gdzieu,w € V 1 ST €
Sub(V). Wowszas
Ul|W wtw. gdy S=T.

DowOD. Mozemy przyjaé, ze U # W, gdyz dla U = W mamy U || W oraz
S=T.

=: Zauwazmy, ze UV W = u + (S,T,u — w). Na mocy 1.6 UV W jest
nastepnikiem U i W. Stad dimU = dimW =: k oraz musi zaj$¢ jeden z
nastepujacych przypadkdow:

1. S=Tiu—w¢S,T.
W tym wypadku teza jest natychmiastowa.



RZUTOWANIA W KRACIE PODPRZESTRZENI PRZESTRZENI AFINICZNEJ 6

2. dmSAT=k—1liu—weSs.
Wowezas, jedli wezmiemy =z = w + (u — w), to z jednej strony z €
w+ S = W, z drugiej natomiast x = u € U. Zatem x € U AW, co
przeczy zatozeniu, ze U | W 1 U # W.

3. dmSAT=k—1liu—weTl.
Sprzeczne, na podstawie rozumowania jak w p. 2.

< Przy zalozeniu, ze S = T mamy wykazaé, ze U || W, czyli zgodnie z
1.6,22 UNW =0iUW <UVW.

Zgodnie z zatozeniem mamy U = u+ S, W = w + S. Przy$¢my, ze istnieje
x € UANW. Mamy wéwczas © = u + s; = w + s9, gdzie s1,5, € S. Stad
u—w =8 — S €5, acozatym idzie U = W. Przeczy to przyjetemu na
wstepie zatozeniu, ze U # W. Zatem U AW = 0.

Teraz zauwazmy, ze UV W = u + (S,u —w). Poniewaz u —w ¢ S, to
UV W musi by¢ nastepnikiem U i W, ze wzgledu na wymiary. O

Definicja 1.8. Méwimy, ze dwa elementy U i W kraty £(2), sa wspélpekowe,
jesli sg sasiednie lub réwnolegte. Dla wspotpekowych i réznych elementow U,
W kraty £(20) definiujemy pek wyznaczony przez U, W, jako zbior

U W = PUANWUVW), gdy U~W,
o wuvw),  gdy UJ|IW.

Z definicji 1.5 1 1.6 wynika, ze wspéipekowe elementy kraty £(2() sa pod-
przestrzeniami 2 o tym samym wymiarze. Zauwazmy tez, ze zbiér punktow,
traktowanych jak atomy £(2(), na prostej z przestrzeni 2 jest zar6wno pekiem
wlasciwym jak i pekiem réwnolegtych.

Lemat 1.9. Jesli U i W sq elementami kraty £(2A) posiadajgcymi wspdlny
nastepnik, takimi ze U AW # 0, to U ¢ W posiadajg wspolny poprzednik i w
konsekwencji U ~ W.

DowoOD. 7 faktu 1.1 wynika, ze U, W sg w pewnej podkracie modularnej,
w ktérej posiadaja wspélny nastepnik. Zgodnie z (1.4) maja tez wspdlny po-
przednik, a co za tym idzie z 1.5 sa sasiednie. O

Whniosek 1.10. Jesli U i W sq elementami kraty £(2) posiadajgcymi wspdlny
nastepnik, to sq rownolegle lub sqsiednie, czyli zawsze sqg wspolpekowe.

Zauwazmy, ze wniosek 1.10 méwi w szczegdlnosci, ze na plaszezyznie afi-
nicznej proste sa albo réwnolegle, albo przecinaja sie. Jest to znany fakt w
geometrii afiniczne;j.

Lemat 1.11. Jesli Uy, Uy, Us sq parami sqsiednimi elementami £(2L), to po-
siadajg one albo wspdlny poprzednik, albo nastepnik.
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Dowop. Jesli U; = U; dla pewnych i, j € {1,2,3} takich, ze ¢ # j, to teza
jest natychmiastowa. Zat6zmy wiec, ze Uy, Us, Us sa parami rézne.

Niech Hy = Uy AUz, Hy = Uy A U3, H3 = U; N\ Us. Rozwazmy sytuacje
gdy ktorekolwiek dwa elementy sposréod H; sg sobie réwne. Jesli H; = H,, to
H,=H,\NHy=U; NUy ANUs. Zatem Hy; C Hs i ponadto Hy, H3 < Uy z 1.5,
tak wiec Hy = Hj, czyli Hy = Hy = Hj. Oznacza to, ze H; jest wspolnym
poprzednikiem Uy, Us, Us i dowdd jest zakonczony. W przypadku, gdy Hy = Hy
lub Hy = H3 rozumowanie jest analogiczne.

Zatoézmy, ze Hq, Hy, H3 sa parami rozne.

Hl/\HQIUl/\UQ/\Ug:Hl/\H3:H2/\H3

Jesli H;ANH; # 0, to na podstawie 1.1 Uy, Us, Us leza w podkracie modularnej i
lemat jest prawdziwy. Zalézmy wiec, ze H; N\H; =0 dlaid,j € {1,2,3} 14 # j.
Poniewaz H;, H; < Us_;—;, wiec z definicji réwnolegtoéci 1.6 otrzymujemy
H; || H;. Zatem mozemy przyja¢, ze H; = h; + S dla pewnego S. Dalej mamy

U1 :HQVH3:h3+<S,h2—h3> - <S,h2>,
U2:H1\/H3:h3+<5,h1—h3> :<S,h1>,
U3:H1\/H2:h1—|—<5,h1—h2>.

Bez zmniejszania ogblnosci mozna przyjaé hy = 0 (przesuwajac caly uktad o
translacje 7_p,: @ v x—hg). Zauwazmy, ze hy, he musza by¢ liniowo niezalezne
nad S.

Pokazemy, ze Uy, Us, Us posiadaja wspélny nastepnik. Poniewaz Uy, Uy <
U1 V UQ, WIQC U1 V U2 = <S, h2> V <S, h1> = <S, hl, h2> St@d

(Ul V UQ) V U3 == <S, hl, h2> V (hl + <S, hl - hg)) —
= hy + (S, h1, ho, S, hy — ha) = (S, hy, ha).

Znalezlismy takie B := Uy V Uy V Uy = (S, hy, ho), ze Uy,Us,Us < B, za-
tem z uwagi na fakt, ze hi, ho sa liniowo niezalezne nad S, B jest wspolnym
nastepnikiem Uy, Us, Us. O

Lemat 1.12. Jesli Uy, U, Us sq elementami, ale nie atomami, kraty £(2)
takimi, ze Uy || Us i Uy ~ Uy ~ Us, to posiadajq wspdlny nastepnik.

DowOD. Elementy Uy, Us, Us nie sg atomami, wiec Uy A Uy # 0 # Uy A Us.
Bez zmniejszania ogdlnosci mozna przyjac, ze Uy, Uy € Sub(V) (wystarczy
przesung¢ caty uktad o translacje 7,, gdzie x € Uy AUy i x # O; taki x
istnieje, poniewaz U; A Uy # 0). Jesli U; = Us to dowdd jest zakoniczony,
bo U; i Uy majg wspolny nastepnik z definicji sgsiedniosci. Zaktadamy wiec,
ze Uy # Us. Z zalozenia Uy || Us i z 1.8 mozemy przyjaé, ze U3 = u + Uy,
poniewaz Us A Us # 0 wiec mozemy wzia¢ w € Us A Us, taki ze w # O.
Nie mozliwe jest aby w € Uy, gdyz mielibysmy Uy || Us i w € Uy A Us, a
wiec Uy = Us, co jest sprzeczne z wcze$niejszym zatozeniem. Zauwazmy, ze
u,w € Us. Zatem v —w € Uy. Mamy v = w + (u — w) € Uy + Uy, a wiec
Uy VU, = (U VU),Up,u)y = Uy V Uy V Us. Zatem Uy V U, jest wspolnym
nastepnikiem Uy, Us, Us. O
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W przestrzeni afinicznej, jesli dla podprzestrzeni U, W istnieje taka trans-
lacja 7, ze T(U) C W to piszemy U C|| W. Zauwazmy, ze 7~ (W) jest wtedy
podprzestrzenia rownolegta do W zawierajacg U. Uzasadnia to ponizsza defi-
nicje.

Definicja 1.13. Niech U, W beda takimi elementami kraty £(21), ze U C|| W.
Element U % W jest elementem réownolegtym do W zawierajacym U.

W szczegbdlnym przypadku, gdy U jest punktem a W prostg w A, to U « W
jest prosta réwnolegta do prostej W, przechodzaca przez U. Operacja * jest
dobrze okreslona dla dowolnego punku i prostej w przestrzeni z réwnolegtoscia
spetniajacg postulat Euklidesa.

Operacje * mozna wyrazi¢ w terminach kraty £(2):

U=UxW wtw.gdy UCU i U | W. (1.7)
Lemat 1.14. Niech U, W bedg takimi elementami £(A), ze U C|| W, wtedy
UCU«xW CUVW.

DowOD. Oznaczmy Z := U x W. Z definicji 1.13 mamy U C Z. Niech U =
u+SiW = w+T. Wtedy UVW = u+(S, T, u — w), natomiast Z = u+(S,T),
stad UxW CUVW. OJ

Nastepny lemat bedzie potrzebny do wykazania poprawnoéci defninicji no-
wego pojecia: walca.

Lemat 1.15. Niech U bedzie elementem £(21) i L prostg w . Jesli Ly, Ly sq
takimi prostymi w A, ze Ly || L i LN U # 0 dlai=1,2, to

UV L =UVL,.

DowoOD. Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy przyjaé, ze L € Suby (V). Niech
a €V, S e Sub(V) takie, ze U = a + S oraz a; € V takie, ze L; = a; + L,
gdzie i = 1,2. Z zalozenia mamy b; takie, ze b; € L; N U. Stad

bi = a+ s;,
dla pewnych s; € S. Zgodnie z okresleniem kresu gérnego w £(2() mamy
UVL =b+(S,Ly=a+s +(S,L)=a+ (S, L) =
a+sy+ (S,L)y=b+ (S,L) =UV Ly,
co konczy dowdd. O

Definicja 1.16. Niech U bedzie elementem £(2() i L prosta w A. Walec o
podstawie U w kierunku L to

UoL:=UvL
dla pewnej prostej L' takiej, ze L' | Li L' NU # (.
Fakt 1.17. Jesli U jest elementem £(2A), a L prostq w A, to
UXU®@L.



Rozdziatl 2

Odcinki kraty

Odcinkiem domknietym kraty £(2() nazywamy zbiér postaci
ZY]={UeH(\V): ZCUCY}, (2.1)

gdzie Z,Y € H(V). Méwimy, ze elementy U, W sq pordwnywalne w £(A) je-
iU C W lub W C U. Lancuch w £(2) jest to podkrata £(A), w ktorej
kazde dwa elementy sa poréwnywalne. Kazdemu odcinkowi X = [Z, Y] przy-
porzadkowujemy jego diugosé (X)) w nastepujacy sposob: [(X) jest to dlugosé
maksymalnego tancucha zawartego w X', o ile istnieje taki tancuch skonczonej
dtugosci, lub I(X) = co w przeciwnym razie. Poprawnosé definicji usprawie-
dliwia fakt, ze w kracie potmodularnej, skonczonej dtugoéci, dwa maksymalne
tancuchy maja tg sama dtugosc.

Jesli U € H(V) to istnieje doktadnie jedna podprzestrzenn S € Sub(V)
taka, ze U = u+ S € H(V) dla pewnego u € V. Mozemy zatem przyjaé,
ze dimU := dim S. Wysokos¢ elementu U w kracie £(2), oznaczana przez
h(U), to dtugos¢ odcinka [0, U]. Zauwazmy, ze dim U = h(U) — 1. Natomiast
codim U to dtugosé odcinka [U, 1].

W pracy rozwazamy takze odcinki otwarte, tzn. zbiory postaci

1Z,Y[={UeH(V): ZcUcY}, (2.2)

gdzie Z,Y € H(V).

Mowimy, ze odcinek jest niezdegenerowany jesli zawiera co najmniej dwa
rozne elementy. Zauwazmy, ze niepusty odcinek jest niezdegenerowany. Odci-
nek nazywamy nietrywialnym jesli zawiera co najmniej trzy rézne elementy.
Niezdegenerowane odcinki otwarte sa nietrywialne.

Zauwazmy, ze pek wlasciwy P(H, B) to odcinek otwarty |H, B|. Zatem
odcinki otwarte sa uogo6lnieniem pekow wilasciwych. Nasuwa sie pytanie jak
"u0go6lni¢” pek rownolegtych?

Odcinkiem afinicznym w kracie £(21) nazywamy zbioér postaci

ZY) ={Uen(V): Zc|UcCY}, (2.3)
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gdzie Z,Y € 7:£(V) takie, ze Z jest co najmniej prosta w 2. Dalej w pra-
cy nie zajmujemy sie takimi odcinkami, ale jak sie p6zniej okaze w 4.20 sa
one potrzebne aby scharakteryzowaé obciecia rzutow miedzy odcinkami kraty
rzutowej do uniwersum odpowiedniej kraty afnicznej.

Koniec Z odcinka nazywamy wierzchotkiem, natomiast koniec Y podstawg.

Fakt 2.1. Niech Z,Y bedg elementami kraty £(A). Jesli X jest niezdegenero-
wanym odcinkiem domknietym lub otwartym o wierzchotku Z @ podstawie Y,
to

Nx=z i Yx=vY.

Powyzszy fakt jest prawdziwy dla wszystkich krat zupeinych, a wiec w
szczegblnosci dla naszej kraty. Tak wiec odcinki w kracie £(2() jednoznacznie
wyznaczaja swoje konce. Odcinki sa przyktadami wypuktych podkrat kraty
L£(A) (por. [2, Roz. 1.3]). Wtasnosé te wykorzystuje ponizsze twierdzenie.

Stwierdzenie 2.2. Niech X; = [Z;,Y:], i = 1,2 beda odcinkami kraty £(21).
1) XiNXy=1[Z1V Z5, Y1 \Ya),

(i) (X1, Ao) = [Z1 A Za, Y1 V Ys,

gdzie (X1, Xy) jest najmniejszym odcinkiem domknietym zawierajgcym Xy, Xs.

DowoOD. (i) C: Wystarczy zauwazyé, ze dla kazdego U € X; A X, spelnione
sg inkluzje 21,2 CU CY1,Ys, czyli Z1V Z, CU C Y] A Y.

D: Niech U € [Z; V Z5, Y1 AN Y] Wtedy 73,7y C U C Y1,Ys, a zatem
U e Xy, &s.

(i) Niech X bedzie dowolnym domknietym zawierajacym A;, Xo. Wowczas
Z1, 4y € X1Y1,Ys € X, aponiewaz X jest podkratg to Z1AZ, € X 1Y VY, €
X. Stad [Z1 A Z5,Y1 VY, C X, gdyz X jest podkrata wypukta. O

Lemat 2.3. Niech p bedzie dowolnym pekiem w kracie £(), wowczas p =
Uy, Us dla dowolnych Uy, Us € p, takich, ze Uy # Us,.

DowOD. Niech p bedzie dowolnym pekiem i Uy, Uy € p, Uy # U,. Na mocy
definicji 1.8 rozwazmy przypadek, gdzie p jest pekiem wtasciwym. Wowczas
z definicji 1.5 p = U, W dla pewnych sasiednich i réznych U, W € H(V). Z
okreslenia peku wtasciwego

UNW <U;,Us < UV W.

Zatem z 1.3(i), (ii) mamy odpowiednio U AW =U; AUy i UV W = U, V Us,
a wtedy

P(U, W) = ]U VAN VV, UvV W[ = ]Ul VAN UQ,Ul V UQ[ = p(Ul,Ug).

Niech teraz p bedzie pekiem réwnolegtych, tzn. p = U, W dla pewnych U, W €
H(V) takich, ze U || W. Poniewaz

Ul,U2-<U\/VV,
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to z 1.3(ii) otrzymujemy U VW = U; V Uy. Mamy réwniez U || W || Uy || Us,
a wtedy

p (UW)={XeH(V): U || X CUVW}=
(X em(V): Ui | X CUV L} = P(ULTR). (24)
0

Lemat 2.4. Niech p bedzie dowolnym pekiem wiasciwym w kracie £(2), wow-
czas jesli Uy, Uy € p N[ Z,Y] i Uy # Us, top C [Z,Y].

DowOD. Z 2.3 mamy p = Uy, Uy. Wezmy U € p. Poniewaz odcinek [Z, Y] jest
wypukta podkratg to

ZQUl/\Ug-<U—<U1\/U2§Y,
co oznacza, ze U € [Z,Y]. O

Lemat 2.5. Niech p bedzie pekiem oraz Uy, Us elementami w kracie £(21)

takimi, ze p = Uy, Us.
(i) Jesli W C Uy, Us, to dla kazdego U € p mamy W C U.

(ii) Jesli Uy, Uy C W, to dla kazdego U € p mamy U C W.

DowoOD. (i) Jesli W # 0 to p jest pekiem wlasciwym. Zgodnie z definicja peku
wlasciwego w kracie £(A) mamy p = |U; A Uy, Uy V Us|. Dla kazdego U € p
zachodzi wiec Uy A Uy C U. 7 zalozenia natomiast wynika, ze W C U; A Us,
zatem z przechodniosci inklugzji W C U.

Gdy W = 0 to zawsze W C U.

(ii) Zaréwno dla peku wlasciwego, jak i peku réwnoleglych mamy U C
Uy V U, dla dowolnego U € p. 7 zatozenia U C U; V Uy C W co konczy
dowdd. O

Lemat 2.6. Niech X = [Z,Y] bedzie odcinkiem w £(2) i niech U, Wy, Wy bedg
elementami £(A) takimi, ze Wy # Wy i Wi, Wy € X. Jesli U jest wspotpekowy
Wi iWs, to Z CU lubU CY.

DowOD. Jesli U = Wy lub U = W, to U € X i dowdd jest skoniczony.
Zatézmy wiec ze U # Wy i U # Wy, Mozemy tez zatozyé, ze U, W1, Wy nie sa
atomami, poniewaz w przeciwnym wypadku Z = 0, a stad Z C U, co konczy
dowdd.

Mozliwe sg nastepujace przypadki:
(a) U~Wy, U~Wy 1 Wy~ Wy,
(b) U~Wy, U~Wy i Wy Wy,
(c) U~Wy, Ul Wy i Wp~Ws,
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(d) Un~Wy, U|| Wy i Wy Wy,
() U Wy, UlWy i Wi| W,

Dalej kolejno je rozwazamy.
(a): Elementy U, W;, W, spelniaja zatozenia 1.11, posiadaja wiec wspdlny
poprzednik badz nastepnik. Zatem z 1.3 odpowiednio

i) UANW,=UAW,y lub (ii) UVW, =UVW,.
W przypadku (i) mamy U < U V W; dla i = 1,2, tak wiec
U=({UVW))A(UVW,),
natomiast z zalozenia, ze Wy, Wy € X mamy
ZCWi AWy, C(UV W) AUV W),

co razem daje Z C U.
W przypadku (ii) dualnie wykazuje sie, ze

U=UANW)VUANW) CW VW, CY.
(b): Zauwazmy, ze
UAW, <UW, dla i=1,2. (2.5)

Gdyby UANW, = UAWy, to z powyzszego Wy, Wy miatyby wspélny poprzednik,
co przeczy zatozeniu, ze Wy, W5 nie sa sasiednie. Tak wiec

UNW, 4 U AW,
Stad oraz z (2.5) otrzymujemy
U=({UANW)VUANW,) CW VI, CY.
(c): Zgodnie z 1.12 elementy U, Wi, Wy maja wspélny nastepnik. Stad
UCUVW, =UVWy,=W;vVIW, CY.

(d): Zauwazmy tutaj, ze Wi Jf Ws, gdyz w przeciwnym razie musiatoby
by¢ U || Wi, a to mozliwe jest jedynie wtedy gdy U, Wi, Wy sa atomami, co
wykluczyliSmy na poczatku dowodu. Fakt ten, razem z zatozeniem W; ~ Wy
oznacza, ze Wi i W5 nie moga mie¢ wspolnego nastepnika. Ponadto mamy
tutaj

UW,<UVW, dla 1=1,2. (2.6)

Gdyby U Vv Wy, = U VvV Wy, to Wi, Wy miatyby wspdlny nastepnik, co jest
niemozliwe. Zatem

UVW, £ UV W,
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i razem 7z (2.6) otrzymujemy
ZCWIANW, C(UVW) AUV W,) =U.

(e): Jesli Z =0, to Z C U. Jedli natomiast Z # 0, to poniewaz Z C W, Wy
i Wy || Wy, wiec Wy = Wy, co przeczy zalozeniom lematu.

W kazdym z przypadkéw (a)—(e) otrzymujemy Z C U lub U C Y, tak
wiec dowdd jest zakonczony. O

Zgodnie z ogblna teoria, podprzestrzen kowymiaru 1 to maksymalna, wta-
Sciwa podprzestrzeni. W przypadku odcinkéw X; = [Z;,Y;], i = 1,2 kraty £(2)
moéwimy, ze odcinek X jest kowymiaru 1 w odcinku A5 jesli albo Z; = Zs
iY, <Y, albo Z; = Z5 1Y) =Y, czyli gdy A, jest maksymalnym i wtasci-
wym pododcinkiem AXj.

Mowimy, ze odcinki &, Xy sa komplementarne lub uzupeiniajq sie wzgle-
dem odcinka X jesli Xy A Xy =01 (X, Ap) = X

Lemat 2.7. Niech X = [Z,Y] bedzie dowolnym odcinkiem kraty £(2). Jesli
V1 jest odcinkiem o wierzchotku Z lub podstawie Y, takim, ze Yy C X, to
istnieje odcinek Vo komplementarny z Yy wzgledem X .

DowOD. Mozemy zaltozy¢, ze Yy = [Z,Y1], gdyz w drugim przypadku rozu-
mowanie jest dualne. Poniewaz w kracie £(2() istnieja wzgledne uzupehienia
(por. [2, Tw. 4, Roz IV.3]), rozwazmy uzupelnienie Y; w odcinku X, czyli
element Zs taki, ze Zo AY), = Z 1 Z,VY; =Y. Polézmy Yy = [Z5,Y]. Zgodnie
2 2.2(i)
VWAV =12V Zy, Y1 NY] = [Zy,Y1].

Gdyby Z; C Y, to mielibySmy Y = Z5 VY] = Yj, co przeczy zatozeniom o
V1. 7 2.2(ii) mamy

V) =[ZANZ,YAVY]=[Z,Y] =X,
co konczy dowod. 0

Lemat 2.8. Jesli V1, Yo sq komplementarnymi odcinkami kowymiaru 1 w od-
cinku X = [Z,Y] kraty £(2A), to Yy = [Z,Y1], Yo = [Z5,Y] (albo, Yy = [Z,Y]
i Vo =1[2,Y1]) i Zy jest wzglednym uzupelnieniem Yy w odcinku X .

DowOD. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zaltozyé¢, ze Yy = [Z,Y;]. Ponie-
waz ) jest kowymiaru 1 w X', wiec albo Yy = [Z, Y5] dla pewnego Y5 takiego,
ze Yo <Y, albo Vo = [Z,,Y] dla pewnego Z, takiego, ze Z < Zy. W pierw-
szym przypadku jednak Z € )Y A Vs i odcinki Yy, Vs nie sa komplementarne.
Zatem Yy = [Zs,Y]. Zauwazmy, ze musi by¢ Zy € Yy, gdyz w przeciwnym
razie
VNYo =2, Y1] #0

zgodnie z 2.2(i). Pokazemy, ze Zs jest wzglednym uzupehieniem Y; w odcinku
X. Poniewaz Y7 C Zo VY, C Y, to Zo VY, € [Y1,Y] ={Y1,Y}. Jedli Z, VY, =
Y1, woéwezas Zy C Y, a stad Yy A Yy # (). Tak wiee Zo, VY =Y. Poniewaz
L CZyNYT C 2y, t0 Zy NY € [Z, Zg] = {Z, Zg} Jesli Zy NY, = Zy, wtedy
Zy C Yy skad Yy AV # 0. Zatem Zy AY, = Z, co koriczy dowdd. O



Rozdzial 3
Peki odcinkéw

W ponizszym rozdziale zajmiemy sie badaniem pekéw odcinkéow w kracie
L£(A). Do okredlenia takiego peku potrzebujemy pojecia wspdélpekowych od-
cinkéw. Méwimy, ze odcinki X; = [Z;, Y], i = 1,2 sa wspdtpekowe jesli wspot-
pekowe sa ich wierzchotki 73, Z5 oraz podstawy Y7, Ys. Jesli odcinki Ay, X, sa
rozne i wspotpekowe, to zbiér postaci

Xl,Xg = {[Z, Y] Z € Zl,Zg, Y € }/1,}/2, Z Q Y} (31)

nazywamy quasi-pekiem odcinkow.
W dalszej czedci pracy rozwazamy nietrywialne, domknigte odcinki &; =
[Z:,Yi],i=1,2,- -, oraz stosujemy nastepujace konwencje:

7 =Ny, Z"=71NZs, Y =YiAYs, Y'=YiVYy,  (32)
X =X ANXy=[2"Y]), X =(X,X) =[ZY"]. (3.3)

O rozwazanych dalej quasi-pekach zaktadamy, ze sa co najmniej dwuelemen-
towe.

Niech
v:={Z,Y]: ZCY, Y e H(V)} (3.4)

bedzie rodzina wszystkich domknietych odcinkéw kraty £(2(). Przez Sub(X)
oznaczamy rodzine wszystkich podzbioréw zbioru . Okreslamy operacje

X: ¥ x 3 — Sub()
w nastepujacy sposob: niech Z,) € ¥ wowczas
ZRY={[zY]ex: Ze2 Y eV} (3.5)
Operacje X mozna rozszerzy¢ dopuszczajac odcinki otwarte w miejscu odcin-
kéw Z, Y. Jedli p, ¢ sa pekami w kracie £(2), wzglednie p albo ¢ jest single-

tonem elementu kraty £(21), to p X ¢ jest quasi-pekiem. Na odwrdt, kazdy
quasi-pek mozna przedstawi¢ jako X produkt pewnych odcinkow.

14
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3.1 Peki minimalne

Quasi-pek G odcinkéw nazywamy tranzytywnym, gdy G = A}, Ay dla dowol-
nych, réznych Xy, Xy € G. Ta wlasnosé przystuguje wytacznie minimalnym,
w sensie relacji bycia podzbiorem, quasi-pekom.

Twierdzenie 1.28 z pracy [8] pozostaje prawdziwe, gdyz w jego dowodzie
nie wykorzystuje sie wtasnosci kraty rzutowej. Przytaczamy je tutaj jako

Fakt 3.1. Quasi-pek jest tranzytywny wtw., gdy jest minimalny.

Twierdzenie 3.2. Niech G = Xy, Xy bedzie quasi-pekiem odcinkéw w £(2L).
Quasi-pek G jest minimalny wtw., gdy zachodzi jeden z nastepujgcych warun-
kow:

(i) Z1=2Z5 lubY) =Ys,

(i) Z1 & Yo i Zy & Y.

DowOD. Oznaczmy p := Zy, Zy i q := Y7, Y.
=: Zalézmy, ze G jest minimalnym quasi-pekiem i nie zachodzi (i), tzn.
Zy # Zy 1Y) # Y, Przypusémy ponadto, ze Z; C Ys.

Rysunek 3.1

Zauwazmy, ze {71} M q, jak rowniez p X {Y7}, sa quasi-pekami zawartymi
w G réznymi od G, co przeczy minimalno$ci G. Analogicznie, w przypadku,
gdy Zy C Y, uzyskamy sprzeczno$¢. WykazaliSmy zatem, ze spetniony jest
warunek (ii).

< (i) Zalozmy, ze Zy = Zy = Z. Wowcezas G = {Z} K q. Niech A3, Xy € G
i Xy #£ Xy Zauwazmy, ze Y3, Yy € ¢ i Y3 # Yy, wiec z 2.3 ¢ = Y3,Y)y, a tym
samym G = A3, Xy, co oznacza, ze G jest tranzytywny. Z 3.1 quasi-pek G jest
minimalny.

W sytuacji, gdy Y; = Y5 dowdd biegnie analogicznie.

(ii) Niech X3, X; € G i X3 # Xy Pokazemy, ze G = X3, X;. Poniewaz
G = pX g, wystarczy wiec dowies¢ réwnosci p = Z3, Z4 i ¢ = Y3,Y,. Z uwagi
na to, ze Z3, Z4 € p oraz Y3, Yy € ¢ dowdd sprowadza sie do wykazania réznosci
Z3# Zy1Ys # Yy
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Z4

Rysunek 3.2

Przypusémy, ze Y3 = Yy = Y (rys. 3.2). Wowczas Z3 # Z4 bo X3 #
Xy. Tak wiec z 2.3 mamy p = Z3, Z,. Z 2.5(ii) natomiast Z;, Zy C Y. Jesli
Yi =Y, to Zy C Y iotrzymujemy sprzecznosé¢ z zalozeniami. Gdy Y, #
Y, to ¢ = Y1,Y. Ponadto Z; C Y1,Y iz 2.5(i) dostaniemy Z; C Y3, co
przeczy zatozeniom. W stosunku do pary Y, Y; mozna zastosowaé¢ analogiczne
rozumowanie i otrzymac sprzecznos¢. Ostatecznie, nasze przypuszczenie jest
falszywe, czyli Y3 # Yj.

Dualnie mozna dowies¢, ze Z3 # Zy. O

Definicja 3.3. Niech G = A}, A, bedzie co najmniej dwuelementowym quasi-
pekiem odcinkéw w kracie £(2). Jesli quasi-pek G jest minimalny, to nazywa-
my go pekiem odcinkéw w kracie £(21).

Jesli Zy = Zs, to G nazywamy pekiem wiasciwym odcinkow typu gwiazda
(rys. 3.3), jesli natomiast Y7 = Y3, to G nazywamy pekiem wlasciwym odcinkdéw
typu ukiad (rys. 3.4). Méwimy krétko, ze G jest pekiem wlasciwym, gdy G jest
pekiem wlasciwym typu gwiazda lub uktad.

Rysunek 3.3 Rysunek 3.4

Odcinek X’ = NG nazywamy wierzchotkiem peku odcinkéw G, natomiast
odcinek X" = (X}, Xy) jego podstawq.
Pek odcinkéw G nazywamy waflem jesli Zy € Yo i Zy €Yy (rys. 3.5).
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Rysunek 3.5

Fakt 3.4. W kazdym peku odcinkow G = Xy, Xy zachodzq nastepujgce zwiqzki
Z/ C Y/ Z// C Y//
Gdy G jest waflem, to ponadto

XNX,=0, zZ;¢Y', 7'¢Y, Z'¢Y.

3.2 Klasyfikacja pekéw odcinkow

Kazdemu pekowi G = p X ¢ odcinkéw kraty £(2A) przypisujemy typ £\n, w
ten sposob, ze jesli p jest pekiem wlasciwym, ale nie jest prosta w 2, to w
miejscu & piszemy pw, itd. zgodnie z tabela 3.1. W miejscu n wpisujemy typ
q okreslony w analogiczny sposob jak dla p.

3 p

pw pek wladciwy nie bedacy prosta' w A
pr pek rownoleglych nie bedacy prosta w 2
1 prosta w2

s  singleton niepustej podprzestrzeni 2

0 {0}

Tabela 3.1: Mozliwe wartosci wystepujace w nazwie typu peku odcinkow.

1Uzycie terminu prosta w tabeli 3.1 jest naduzyciem, ktére mamy nadzieje nie prowadzi
jednak do niejasnosci. Formalnie, zamiast prostej powinien by¢ zbiér atoméw odpowiada-
jacych punktom na proste;j.
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&\n pw pr s

pw wafel X pek wi. typu uktad
pr wafel (afiniczny)? wafel pek wi. typu uklad
1 wafel (afiniczny) wafel pek wi. typu uktad
s  pek wl. typu gwiazda X X

0 pek wl typu gwiazda pek wi. typu gwiazda X

Tabela 3.2: Klasyfikacja pekéw odcinkéw w £(21).

Twierdzenie 3.5. Wszystkie mozliwe typy pekéw odcinkéow w kracie £(21)
przedstawia tabela 3.2.

DowOD. Niech G = p K g bedzie dowolnym pekiem odcinkéw w £(2(). Pek
G nie moze byé¢ typu pw\pr, gdyz zgodnie z 3.4, mamy 0 # 2’ C Y’ =
0. Z tego samego powodu nie jest mozliwe by G byl typu s\pr. Peki s\s,
0\s sa jednoelementowe, a takie wykluczamy z rozwazan. Przyktady pekow
pozostatych typéw przedstawiono na rysunkach 3.1 — 3.11. U

Lemat 3.6. Jesli G = X, X; jest typu pr\pw lub I\pw, to Z1,Zy C|| Y.

DowoOD. Dla G typu 1\pw dowdd jest zbedny. Zalézmy wiec, ze G jest typu
pr\pw. Wéwczas po pierwsze: Z; || Zs, po drugie: Z; jest co najmniej prosta
lezaca w Y7 i po trzecie: Y jest hiperptaszczyzna (podprzestrzeniag kowymiaru
1) w V7. W takim razie Z; NY' # ), albo Z; C|| Y’'. W pierwszym przypadku
wezmy a € Z; NY'. Punkt a nie moze leze¢ na Zy, gdyz Z, || Zy i Z1 # Zs.
Zatem Z" = (Zy,a), bo Zy < Z" i a € Z". Ale to oznacza, ze Z" C Y;, gdyz
zardwno Z, jak i a leza w Y5. Dostajemy sprzecznos¢ z 3.4, a wiec musi by¢
Z1 C|| Y. W przypadku Zs dowdd przebiega analogicznie. O

Lemat 3.7. Niech G bedzie pekiem odcinkow w kracie £(4) i Xy, Xy € G.

(i) JeSli Zy # Zs, to dla Z € Zy, Zy istnieje dokladnie jeden taki element
Y eY1,Ys, e [Z,Y] € G. Jesli G jest typu pr\pr lub \pr, to Y = Z x Y}, w
pozostatych przypadkach Y = Z VY.

(ii) Jesli G = Xy, Xy jest typu pr\pw lub 1\pw, to istnieje dokladnie jeden
Y e 1,Y; taki, ze Z" C|| Y.

(ili) Niech Yy # Yo i Y € Y1,Y,. Jesli G jest typu pr\pw lub 1\pw, to
dodatkowo zaktadamy, ze Z"J| Y. Element Z =Y N Z" jest jedynym takim
elementem Zy,Z,, Ze [Z,Y] € G.

2Przymiotnik afiniczny oznacza, ze w peku G = p X ¢ mamy doladnie jeden element
Z € p taki, ze nie ma dla niego odpowiedniego Y € ¢, aby [Z,Y] € G (por. 3.7).
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DowoOD. (i) Jedli G jest pekiem wlasciwym, to Y1,Ys = {YV}, gdzie YV =
Y1 =Y, =Y’ =YY" Odcinek [Z,Y] jest wyznaczony jednoznacznie. Réwnos¢
Y =Z VY jest prawdziwa, gdyz Z CY'iY =Y.

W sytuacji, gdy G jest waflem, mamy dwa przypadki do rozwazenia. Niech
najpierw Y’ # 0. Wtedy Y7, Y5 jest pekiem wlasciwym, a wiec G jest typu
pw\pw, pr\pw lub I\pw. Gdy G jest typu pw\pw to na mocy 1.1 mozemy
skorzysta¢ z [8, Lem. 1.38].

Potézmy Y := Z v Y’'. Gdyby Y/ =Y, czyli gdy Z C Y’, to mielibysSmy
Z" CY’, co przeczy 3.4. Tak wiec zauwazmy, ze

YCYcy” i Y <Y (3.6)

Zat6zmy, ze G jest typu pr\pw. Z 3.6 mamy Z; C|| Y’. Stad Z C|| Y’, gdyz
Z || Zy. Zgodnie z (3.6) mamy Y’ # Y, tak wiec Y’ <Y, a zatem Y € Y7, Y.

Teraz zaldzmy, ze G jest typu I\pw. W tym przypadku 0 < Z i stad zgodnie
z (1.1) i (3.6) mamy Y’ <Y, co ponownie z (3.6) oznacza, ze Y € Y7, Y5.

Pozostaje do rozwazenia sytuacja, w ktorej Y/ = 0, czyli gdy G jest typu
pr\pr lub I\pr. Tutaj wezmy Y := Z % Y]. Zgodnie z definicja 1.13 mamy
Y || Y7, natomiast z 1.14 mamy ¥ € ZVY; C Y” co w oparciu o 1.6
wystarczy by twierdzi¢, ze Y € Y7, Ys.

Gdyby istniat Yy # Y taki, ze [Z, Yj] € G, to mieliby$my dwa r6zne odcinki
[Z,Yo] 1 [Z,Y] o wspblnym wierzchotku, wyznaczajace G, co nie jest mozliwe
z definicji wafla 3.3.

(ii) Niech A; beda takimi atomami, ze A; C Z;, dla i = 1,2. Poniewaz
|| Zo i Zy # Zy wiec Ay # Ay, Kazde dwa atomy sa wspétpekowe, niech
wiec L bedzie prosta, na ktorej leza. Zauwazmy, ze

Z\NL=2,VL=2" (3.7)

Przyjmijmy Y := Y’ @ L. Z 1.17 mamy Y’ < Y. Przypu$émy, ze Y’ =Y.
Wowcezas L C|| Y. Z 3.6 mamy Z; C|| Y’, wiec z (3.7) Z” C|| Y, co oznacza,
ze Z" C|| Y1, Ys. Poniewaz Z; C Z" NY;, to Z” C Y; i dostajemy sprzecznosé
z 3.4. Takze Y’ <Y, a ponadto Y C Y” wiec pokazaliSmy, ze Y € Y7, Y5.

Na mocy 3.6 mamy Z; C|| Y’ skad Z; @ L C|| Y’ @ L. Korzystajac z (3.7)
dostajemy Z” C|| Y.

Wezmy teraz Yy € Y1,Y; taki, ze Z” C|| Yy. Jak wezesniej pokazali$my
Z"| Y’ a wiemy, ze ) Y’ C Y NY,. Stad Yo =Y i dlatego Y jest jedyny
taki, ze Z" C|| Y.

(iii) Jesli G jest pekiem wlasciwym odcinkow to Z;, Zy = {Z}, gdzie Z =
7y =7y =7 =Z". Wéwezas odcinek [Z, Y] wyznaczony jest jednoznacznie i
dowdd jest zakonczony.

Zat6zmy wiec, ze G jest waflem. Podobnie jak w (i), gdy G jest typu pw\pw
to na mocy 1.1 mozemy uzy¢ [8, Lem. 1.38|. Zostaja wiec typy pr\pw, 1\pw,
pr\pr i I\pr. Zauwazmy, ze w takich pekach odcinkéw Z” jest co najmniej
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prosta, a Y jest hiperptaszczyzng kowymiaru 1 w Y”. Poniewaz Z” C Y,
z 34, wiec albo Z” C|| Y 1 Z" € Y, albo Y N Z" # (. Pokazemy, ze Y i
Z" przecinaja sie niepusto. Dla G typu pr\pw lub 1\pw mamy to z zalozenia.
W peku G typu pr\pr i I\pr, gdyby Z” C|| Y to takze Z"” C|| Y; gdyz w tej
sytuacji Y; || Y. Z uwagi na to, ze Z; C Z"NY; mieliby$my Z"” C Y}, co przeczy
3.4. Tak wiec ostatecznie Y A Z" # 0. Mozemy teraz skorzystaé z 1.2 i dlatego,
ze Y <YY" otrzymamy

Z=YNZ"IY"NZ"=2".
Nie moze by¢ Z = Z", gdyz wtedy mielibySmy Z” C Y, skad Z; CY NY; dla
1=1,2. Przy Y = Y] lub Y = Y5 mam od razu sprzecznos¢ z definicja wafla

3.3, natomiast dla Y # Y7, Ys mamy Z; C Y’ co przeczy 3.4. Zatem

Z =< 7"

W przypadku, gdy G jest typu I\pw lub I\pr to wystarczy by Z € Zy, Zy. W
G typu pr\pr mamy Y || Y; oraz ZAZ; CY AY; =0dlai = 1,2, co zgodnie z
definicja 1.6 oznacza, ze Z € Zy, Z,. Pozostaje G typu pr\pw. Mozemy przyjaé,
zeY #Y1. Y, gdyzdlaY =Y; lub Y =Y}, dpowiednio Z = Z; lub Z = Z5 i
Z € Zy,Zy. Gdyby Z A Z; # 0, to mielibySmy

04ZNZ;,C(YANY)NZ=Y'NZ,

dlai=11lubi=2.7 3.6 mamy 71,7, C|| Y, co oznacza, ze Z; C Y’ i mamy
sprzecznosé z 3.4.
Pokazalismy, ze Z € Zy, Zs we wszystkich typach wafla G.

Gdyby istnial Zy, # Z taki, ze [Zy,Y] € G, to mielibySmy dwa rézne
odcinki [Zy,Y] i [Z,Y] o wspélnej podstawie, wyznaczajace G, co nie jest
mozliwe z definicji wafla 3.3. O

/\

Yy Ya

Y/

Z/

Rysunek 3.1: Pek odcinkéw typu pw\pw.
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/\

Y1 Yo

Zl Z2

/\

Rysunek 3.2: Pek odcinkéw typu pr\pw.

//

Y1 Y2

Rysunek 3.3: Pek odcinkéw typu pr\pr.

Y1 Y2
Y/
Z1 Z2

Rysunek 3.4: Pek odcinkéw typu 1\pw.
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Y1 YZ
Zy Za

Rysunek 3.5: Pek odcinkéw typu 1\pr.

/\

U1 U2

Uy

Y
Uz
Zy " Za A
Z/
/’x

Rysunek 3.6: Pek odcinkéw typu pw\s.

Y / /

U1 U2

Rysunek 3.7: Pek odcinkéw typu pr\s.
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0

Rysunek 3.8: Pek odcinkéw typu 1\s.

V

N

Rysunek 3.9: Pek odcinkéw typu s\pw.

YH

VA
[

Rysunek 3.10: Pek odcinkéw typu 0\pw.
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< / /

Y1 Ys Yi Ya

; / /

Rysunek 3.11: Pek odcinkéw typu 0\pr.



Rozdziat 4

Rzuty

W przestrzeni afninicznej, klasyczny rzut srodkowy o srodku w punkcie ¢ z
prostej p na prosty g to bijekcja f: p — ¢, dana nastepujacym przepisem:
punkt a € p taczymy z punktem c, prosta a,c przecinamy z prosta ¢, punkt
przeciecia to f(a). Aby taka konstrukcja byla mozliwa, spetnionych musi by¢
kilka warunkéw: a € pUq, p || ¢ia € (p,q).

Rzut réwnoleglty f z prostej p na prosta g o kierunku k okresla si¢ jako
bijekcje f: p — q, przy ktorej obrazy punktéw z p znajduje sie w ten sposéb,
ze przez punkt a € p prowadzi si¢ prostag [ réwnolegta do £k i punkt przeciecia
liqto f(a). Tutaj tez musi byé: ¢ C (p,a * k) dla dowolnego a € pi k }f p,q.

Zauwazmy, ze te klasyczne rzuty dziataja w pekach prostych. Wzorujac sie
na przytoczonych przepisach sprébujemy okresli¢ rzuty dziatajace w pekach
odcinkéw w kracie £(2).

4.1 Slizg

Zaczniemy od przedstawienia bardzo waznej wlasnoéci wafli. Analogiczny fakt
prawdziwy jest w kracie rzutowej £(V') (por. [8]).

Twierdzenie 4.1. Niech G = &}, Xy bedzie waflem w £(A). Wiedy jesli Uy €
X1, to element
Uy= U1V Zy) \NYs,

jest jedyny w Xy wspolpekowy z Uy,

DowOD. Zaczniemy od wykazania, ze Uy, Us posiadaja wspdlny nastepnik, a
mianowicie U; V Z,.

Poniewaz 7' < Z,, wiec zgodnie z (1.1) mamy Z' vV Uy <X Zy V Uy, czyli
Ul j Ul V ZQ, gdyz A Q Ul. Gdyby U1 = U1 V ZQ, to mlehbyémy Z2 Q Ul, a
wiec Zo C Y], co jest sprzeczne z definicja wafla 3.3. Tak wiec Uy < Uy V Zj.

Zauwazmy, ze 0 #£ Zy C Yy, Uy V Zy oraz Yy < Y. Zatem, na mocy 1.2
mamy

Y*Q/\(Ul\/Zg) jY///\(Ul\/Zg) :Ul\/ZQ.

25
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Gdyby lewa strona byta réwna prawej, to mielibysSmy U; V Zy C Y3, co z kolei
oznacza, ze 41 C Ys, poniewaz Z; C U;. W ten sposob otrzymamy sprzecznosé
z definicjg wafla 3.3.

Wykazalismy, ze Uy, Uy < Uy V Zs, a stad na mocy 1.10 Uy i Uy sg wspot-
pekowe.

Teraz pokazemy, ze istnieje tylko jedno takie Uy w Xy, ze Uy 1 U, sa wspol-
pekowe. Zaldzmy nie wprost, ze U; jest wspoéipekowy z Us i z pewnym U
takim, ze Uj € Xy i U} # U,. Na mocy 2.6, gdzie Uy = Wy i Uy = Wy mamy
Z C U lub U; CY, co jest sprzeczne z definicja wafla i konczy dowod. O

Definicja 4.2. Niech G bedzie waflem w kracie £(2() i niech X7, X beda rézny-
mi elementami G. Na mocy 4.1 mozemy okresli¢ odwzorowanie %2 Xy — &
warunkiem

%E(Ul) =U;, wtw., gdy U, U, sg wspdlpekowe, (4.1)
gdzie U; € X;. Takie odwzorowanie nazywamy slizgiem z X} na Xs.
Wzoér analityczny $lizgu jest nastepujacy:
f(U) = (ZeVU)ANY, dla U; € A (4.2)

Przy pomocy tak okreslonego slizgu mozemy rzutowaé¢ w pekach odcinkéw
typu pw\pw, pr\pw, pr\pr, I\pr i I\pw.

Przyktad 4.3. Rozwazmy w przestrzeni afinicznej dwie plaszczyzny Y; i Yo
przecinajace sie w prostej Y. Na plaszczyznie Y; wybieramy punkt Z;, a na
ptaszczyznie Y, punkt Z,. Okreslimy teraz odwzorowanie f przyporzadkowu-
jace prostym z peku przez Z;, proste z peku przez Z,. Prosta przechodzaca
przez Zp lezaca na Y albo przecina prostg Y, albo jest do niej réwnolegta.

W pierwszym przypadku oznaczmy taka prosta przez U;. Rozpatrzmy
plaszczyzne rozpieta przez prostg U; i punkt Z;. Plaszczyzna ta przecina
ptaszczyzne Yo w prostej Us, ktérg bedziemy traktowac jako obraz U; przy
f.

W drugim przypadku mamy prosta U] réwnolegta do Y'. Plaszczyzna roz-
pieta przez U] i Zy przetnie Ya w prostej U, rownoleglej do Uy (i Y') prze-
chodzacej przez punkt Z,. Wowczas, obrazem prostej U] przy [ jest prosta
Uy

Zauwazmy, ze punkt Z, proste przechodzace przez przez Z, i ptaszczyzna
Y] tworza odcinek Xy = [Z7,Y:] w kracie £(). W taki sam sposob otrzymuje-
my odcinek Xy = [Z5, Ys]. Poniewaz Z; || Zs, a ptaszezyzny Y, Ys tworza pek
wlasciwy, to X, Xy tworza wafel G typu 1\pw w kracie £(2). Wezmy prosta U;
z Y1, (Zy vV Uy) jest plaszczyzng rozpieta przez U; i punkt Z,. Obrazem prostej
Uy w slizgu f jest przeciecie tej ptaszczyzny z Ys, czyli (Zo V U) A Yy = Us.

W waflu typu pr\pr i [\pr Zs x U; jest okreslone dla dowolnego U; € A.
Twierdzenie 4.4. W waflu typu pr\pr lub \pr jesli Uy € X to
Zg*Ul = (Ul\/Zg)/\Yé. (43)
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DowoOD. Niech Uy = (U V Z3) A Y. Musimy pokazaé, ze Uy || Uy i Zy C Us.
Poniewaz Y; || Y2, to mamy Uy A Uy = O,poniewaz Uy AUy C Y1 AYy = 0. Z
4.1 natomiast wiemy, ze Uy, Uy sa wspotpekowe, wiec musi by¢ Uy || Us z 1.6.
Poniewaz Zy C Uy V Zy oraz Zs C Ys, wiec Zy C (Uy V Zy) A Yy = Us. O

Twierdzenie 4.4 moze by¢ traktowane jako uzasadnienie faktu, ze operacja
Zy x Uy dla Uy € A} jest dobrze okreslona. Z drugiej strony, Z, x Uy jest
wyznaczone jednoznacznie, co wynika z wtasnosci relacji rownoleglosci.

Przyklad 4.5. Rozwazmy dwie roéwnolegle ptaszczyzny Y; i Ys. Na plasz-
czyznie Y7 wybieramy punkt Z;, a na plaszczyznie Y, punkt Z;. Okreslimy
teraz odwzorowanie f przyporzadkowujgce prostym z peku przez Zi, proste
z peku przez Z,. Wezmy prosta U; na Y; przechodzaca przez punkt Z;. Na
plaszczyznie Y istnieje prosta Us réwnolegta do Uy, przechodzaca przez punkt
Zs. Prosta Us bedziemy traktowac jako obraz U przy f.

Zauwazmy, ze punkt Z, proste przechodzace przez przez Z; i ptaszczyzna
Y1 tworza odcinek X} = [Z7,Y1] w kracie £(2(). W taki sam sposéb otrzymu-
jemy odcinek Xy = [Z5,Y3]. Poniewaz Y] || Ya, to odcinki X, &5 tworza wafel
typu I\pr w kracie £(21). Przeksztalcenie f jest Slizgiem z X; na X,.

Z okreslenia operacji * oraz z 1.14 mamy

Fakt 4.6. Niech G bedzie pekiem odcinkow typu pr\s lub1\s i niech Xy, Xy € G.
Dla Uy € X element
U2 = ZQ * Ul

jest jedynym elementem Xy, réwnolegtym do Uy .
Twierdzenie 4.4 i powyzszy fakt uzasadniaja poprawnos¢ ponizszej definicji.

Definicja 4.7. Niech G bedzie pekiem odcinkéw typu pr\pr, 1\pr, pr\s lub

X
I\s i niech X}, Xy € G. Odwzorowanie ﬂ:: X, — X, zadane warunkiem
2

x
ﬂ;(Ul) =U; wtw., gdy U || Us, (4.4)
2

gdzie U; € X;, nazywamy Slizgiem réownoleglym.

4.2 Uogdlniony rzut srodkowy

W kolejnych sekcjach tego rozdziatu bedziemy dowodzi¢ nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 4.8. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odcinkow typu réznego
od O\pw w £(A), X1, X, X5 € G, X3 # X, Xy, X' := NG oraz niech ) be-
dzie odcinkiem kowymiaru 1 w X3 takim, Ze odcinki X',) sq komplementarne
wzgledem Xj.
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(i) Dla kazdego Uy € X1\ X’ istnieje dokladnie jeden Us € Y wspdlpekowy
z Ul.

(ii) Dla Uy € X istnieje dokladnie jeden Uy € Xy wspdlpekowy z Uy taki,
Ze pek przez Uy, Uy przecina ). Jesli Uy € X) \ X/, to Uy € Xy \ X', jesli
natomiast Uy € X', to Uy = U;.

Twierdzenie 4.8 uzasadnia poprawnos¢ ponizszej definicji.

Definicja 4.9. Niech X}, X5, ) beda odcinkami kraty £(2l) spelniajacymi
zatozenia 4.8. Okreslamy odwzorowanie ﬁlz X, — Xy warunkiem
2

x
%%1((]1) = Uy wtw., gdy Uy, Us, Uz lezg w jednym peku dla pewnego Uz € Y,
2

(4.5)
gdzie U; € A;. Tak okreslone przeksztalcenie nazywamy uogolnionym rzutem
srodkowym z X} na Xy o $rodku ).

Posta¢ srodka rzutu ) w defninicji 4.9, oraz wzor analityczny ﬁl zalezy
2

od typu peku G, w ktérym rzutujemy. W dalszej czesci tego rozdziatu rozpa-
trujemy poszczegdlne typy i podajemy wiecej szczegdtow.

4.2.1 Peki typu pw\s i s\pw

W przypadku peku odcinkéw G typu pw\s lub s\pw mamy Z’ # 0. W takim
razie na podstawie 1.1 pek G lezy w pewnej podkracie rzutowej. Dlatego tez,
twierdzenie 4.8 jest w tym wypadku przeformutowaniem [8, 1.75]. Ponadto,
mozemy tutaj zacytowaé wyniki z [8]:
Fakt 4.10. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odcinkéw typu pw\s lub s\pw
w L£(A) oraz niech Xy, Xo, X3, X' i Y takie jak w 4.8.

(i) Jesli Zy = Zy = Z, to istnieje C takie, Ze Y = [C,Y3] oraz Z < C CYj
i Z=Y'NC,Ys=Y'VC,

(i) Jesli Y1 =Yy =Y, to istnieje C takie, ze Y = [Z3,C| oraz Zs C C' <
YiY=2"VC, Z3s=7"NC.

(iii) Wzdr analityczny rzutu f = %32 jest nastepujgcy:

(U\/C)/\Yé, 21:Z2,U€X1\X,
U, UeX'.
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4.2.2 Pek typu pr\si l\s
Lemat 4.11. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odcinkéw typu pr\s lub 1\s w
L) oraz niech Xy, Xy, X3, X' 1Y takie jak w 4.8.

(i) Istnieje C takie, ze Y = [Z3,C| oraz Zs C C <Y 1Y = 2"V C,
Zs=27"NC.

(ii) Jesli Uy € X1 \ X' to U3 = (Uy V Z") N C jest dokladnie jednym
elementem Y wspotpekowym z Uy .

(i) Jesli Uy € X\ X' to

U, — (Ul/\C)VZQ, gdy Ul/\C#O,
2T Zyx UL, gdy Uy ANC =0,

jest doktadnie jednym takim elementem Xy wspotpekowym z Uy, ze pek Uy, Us
przecina .

(iv) JesliUy € X', to po pierwsze, istnieje pek zawierajgcy Uy i przecinajgcy
Y, po drugie, kazdy pek przez Uy przecinajgcy Y przecina X jedynie w Uy .

Dowop. (i) Mamy X’ = [Z”,Y], X5 = [Z3,Y]. Element C o zadanych wta-
snosciach istnieje z 2.8.
(i) Z (i) istnieje C takie, ze Y = [Z3, C] oraz

() ZsCC<Y, (b)) Y=2"VC, (4.7)

Niech U; € &1\ X'. Oznaczmy B = U; V Z". Poniewaz Z; < Z", to z (1.1)
Z1V U = Z"V U, a stad poniewaz Z; C U; mamy U; < Z” vV U; Gdyby
Uy = Z" Vv Uy, to mielibysmy Z” C U, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze
Uy € X1\ X'. Tak wiec U; < B. Wezmy Uz = C' A B. Poniewaz Z3 C C, B,
wiec CAB # 0, ponadto C <Y z1.2CAB <Y AB. Stad CAB < B, gdyz
B C Y. Ostatecznie U3 < B. Zatem U; i Us posiadajg wspélny nastepnik, a
stad na podstawie 1.10 sa wspotpekowe.

Pokazemy, ze istnieje tylko jedno takie Us w Y, ze U; 1 Uz sa wspolpekowe.
Odcinki X’ i ) sa komplementarne wiec Uz € J = Y\ X’. Przypusémy, ze poza
Us w Y\ X' istnieje U} rézny od Us i wspolpekowy z U;. Wowezas Zs C Uy
lub U; C C z 2.6 dla odcinka Y \ X’ . W pierwszym przypadku U; € X5 i
U1 musiatoby by¢ w X’'. W drugim Z” C C', mieliby$my zatem sprzecznosé z
(4.7.b). Pokazalismy zatem, ze takie Uj nie istnieje.

(iii) Na poczatku pokazemy, ze Uy V Zy = Uy V Z3 = Uy V Z”. Mamy
Uy C UiV Z3 C B, alez (ii) wiemy, ze U; < B, stad Uy V Z3 = B. Analogicznie
mozna pokazacé, ze Uy V Zy = B.

Teraz pokazemy, ze istnieje Uy € X5 wspotpekowe z U takie, ze pek Uy, Uy
przecina Y. Wezmy H = U; A C. W pierwszym przypadku, jesli H = 0,
to Uy CJ| C. Istnieje wowezas Us = Zs * Uy, ktére jest wspolpekowe z U na
podstawie wtasnosci relacji . Poniewaz z 1.14 wiemy, ze Zy C ZoxU, C ZoVU;,
to 2o CU; CY, St@d U, € Xs.
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W drugim przypadku, gdy H # 0 na podstawie 1.1 odcinek [H, Y| niesie
strukture kraty rzutowej. Pokazemy, ze w X, istnieje Uy = (U A C) V Zy
wspoétpekowe z U;. Wezmy wspélny nastepnik U; i Us, czyli B = Uy vV Z”.
Rozwazmy Us postaci Us = (Uy AC)V Zs = Z3 VvV (Uy A C), z (1.3) mamy
Zg V (Ul /\C) = (Zg V Ul) ANC =B /\C, czyli U3 =BANC.Z (11) Wiemy, ze
U3 =< B, a WIQC U3 VAN U1 = BA U1 = Ul. Gdyby U3 N U1 = Ul, to mlellbyémy
Us C Uy, a wiec Z3 C Uy, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze U; € X7\ X', stad
U3 AU, < Uj.

UNANU,=(BANC)ANUy=BAN(CANU,))=BANH=H

Otrzymalismy H < Uj.

Weimy Uy = (Ui ANC)V Zy = HV Zy, mamy H < Uy, wiec HVZy, C B CY.
Poniewaz Z; CU; C Y, to Uy C As.

Pokazemy, ze istnieje tylko jedno takie Uy w X5, wspotpekowe z U; | ze
pek Uy, Us przecina Y. Przypusémy, ze poza Uy w X istnieje Uj rézny od Us i

wspotpekowy z U;. Pek p = Uy, Uy przecina )Y w doktadnie jednum elemencie

Us, wspotpekowym z U;. Pek p = Uy, Uj réwniez przecina ) w elemencie Us,
stad

b= U1>U3 = U1>U2 = UlaUé

Jesli Uy ~ Uj,wowcezas z 2.4 mamy p = Uy, Uy C [Z5, Y], co jest sperzeczne
poniewaz U; C A].

Jesli natomiast U, || Uj, to mamy Us AU, = Zs, co jest sprzeczne z definicja
1.6.

(iv) Z zalozen odcinki X’ i ) sa odcinkami komplementarnymi kowymia-
ru 1 w odcinku X3 = [Z3,Y], gdzie Z3 # 0. Takze, zgodnie z 1.1 mozemy
skorzysta¢ z lematu [8, 1.21], ktéry mowi, ze: (a) dla kazdego U; € X' ist-
nieje Us € Y sasiedni z U; oraz (b) kazda prosta przez U; € X’ przecina )
w doktadnie jednym elemencie lub nie przecina ) wcale. Poniewaz X’ i )
sa komplementarne (stad réwniez roztaczne), wiec Uy # Us. Zatem Uy, Us
wyznaczaja pek wlasciwy p = Uy, Us.

Zauwazmy, ze pek p przecina X, w U;. Gdyby pek p przecinat Xy w U,
réznym od Uy, to mielibysmy p C X5 z 2.4, astad U3 € Ao NA3 = X7, co
przeczy komplementarnosci X’ 1 ). O

Dla peku odcinkéw typu pr\s lub 1\s Twierdzenie 4.8 jest bezposrednia
konsekwencja powyzszego lematu.

Przykltad 4.12. Rozwazmy w przestrzeni afinicznej ptaszczyzne Y. Wszyst-
kie dalej rozwazane obiekty leza na Y. Bierzemy prosta [ na tej ptaszczyznie
i wyrézniamy na niej trzy parami rézne punkty: 7, Z,, Z3. Ustalmy pro-
sta C' przechodzaca przez Zs, rézna od [. Okreslimy teraz odwzorowanie f
przyporzadkowujace prostym z peku przez Z,, proste z peku przez Zs.
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Rysunek 4.1

Prosta przechodzaca przez Z; lezaca na Y albo przecina prosta C, albo
jest do niej rownolegta.

W pierwszym przypadku oznaczmy taka prosta przez U;, natomiast punkt
przeciecia U; i C' oznaczmy przez H (por. rys. 4.1). Prosta U, taczaca punkty
Zy i H bedziemy traktowaé jako obraz U; przy f.

W drugim przypadku mamy prosta U] rownolegta do C'. Wowczas, obrazem
prostej U] przy f jest prosta Ul réwnolegta do Uy (i C) przechodzaca przez
punkt Z,.

Zauwazmy, ze punkt Z;, proste przechodzace przez przez Z; lezace na Y
razem z plaszczyzna Y tworza odcinek Xy = [Z;, Y] w kracie £(2(). W taki sam
sposob otrzymujemy odcinki Xy = [Zs, Y] 1 X3 = [Z3,Y]. Poniewaz 21, Zy, Z3
sa wspolliniowe, to odcinki X}, Xy i A3 tworza pek typu 1\s. Odwzorowanie
f jest uogdlnionym rzutem $rodkowym z odcinka X} na odcinek X5 o srodku

Y =[Z;5C].

4.2.3 Pek typu 0\pr

Lemat 4.13. Niech G bedzie pekiem wilasciwym odcinkéw typu 0\pr w £(2A)
oraz niech Xy, Xy, X3, X' 1 Y takie jak w 4.8. W tym wypadku Z, = Zy = 0
oraz X' = {0}.

(i) Istnieje C takie, ze Y = [C,Ys] oraz 0 < C C Y;.

(i) Jesli Uy € X1\ X', to U3 = (Uy V C) AYs jest dokladnie jednym
elementem Y wspotpekowym z Uy .

iii) Jesli Uy € X\ X' to
(i) \

Uy=(UVC)NY,

jest doktadnie jednym takim elementem Xy wspotpekowym z Uy, ze pek Uy, Us
przecina Y.
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DowoOD. (i) Niech C' bedzie dowolnym atomem zawartym w Y3. Wowczas
mamy 0 < C' C Y3. Zauwazmy, ze odcinek X' = [C,Y3] jest kowymiaru 1 w
Xs3. Poniewaz w naszym peku X’ = {0}, wiec X N X" = (i (X, X') = A,
co oznacza, ze odcinki X' i X’ sa komplementarne wzgledem X3. Z definicji
odcinka kowymiaru 1 wynika, ze J = X.

(ii) Poniewaz U; # 0, to mozemy wziaé atom A taki, ze 0 < A C U;. Z (i)
wiadomo, ze Y = [C, Y], gdzie C jest atomem. Dlatego [ = A, C' jest pekiem
réwnolegtych (I jest prosta w 2A). Z uwagi na to, ze G jest pekiem odcinkéw
typu 0\pr wiemy, ze Y;,Y3 jest takze pekiem réwnoleglych. Zauwazmy, ze

A, C K Y, Y; jest waflem typu pr\pr. Z twierdzenia 4.1, istnieje doktadnie
jedno Uz € Y wspolpekowe z U; € [A, Y]] takie, ze

Us = (U, VCO) A Y.

(iii) Niech [ = A, C bedzie prosta jak w (ii). Zauwazmy, ze Y5 jest ko-
wymiaru 1 w Y” 1 [ lezy w Y”. W taki razie albo [ przecina Y5, albo [ jest
réwnolegta do Ys (w sensie C||). Jesli [ C|| Ya, to poniewaz A C Y1 1Y) || Y5,
wiec mielibyémy C' C Yj, co nie jest mozliwe z uwagi na to, ze C' € AXj i
X1 N X3 = {0}. Prosta [ przecina wiec Ys; oznaczmy punkt przeciecia jako Z,.
Musi byé¢ Zy # A, gdyz w przeciwnym razie mielibySmy Z, = A € X' = {0}.

Podobnie jak w (ii) zauwazmy, ze A, Zo X Y], Y; jest waflem typu pr\pri z
4.1 otrzymujemy, ze
Uy= (U1 V Zy) NYs (4.8)

jest jedynym elementem X, wspotpekowym z Uj.
Ze wzgledu na to, ze prosta [ przecina podprzestrzenn U; (w A) i nie jest
zawarta w Uy, wiec

Uy Vv C=(U,C)=(U,l)=(Uy,Zs) =U, V Zs.
Stad razem z (4.8) i (ii) mamy
Uy = (U VC) A Ya.
U

W przypadku peku 0\pr Twierdzenie 4.8 wynika bezposrednio z wyzej
udowodnionego lematu.

Przyklad 4.14. Rozwazmy dwie réwnolegle ptaszczyzny Y; i Ys. Ustalamy
punkt C, nie nalezacy do zadnej z nich. Okre$limy teraz odwzorowanie f
przyporzadkowujgce punktom ptaszczyzny Y, punkty z ptaszczyzny Y,. Na
plaszczyznie Y; wybieramy dowolny punkt, oznaczamy ja U;. Punkty C'i U;
wyznaczaja prosta. Przecieciem tej prostej i Y5 jest punkt Us, ktéry bedziemy
traktowaé jako obraz U, przy f. Obrazy prostych z Y) znajdziemy punkt po
punkcie, beda to odpowiednie proste na Y.

Plaszczyzny Y1,Ys,, wraz lezacymi na nich punktami i prostymi tworza
odpowiednio odcinki X; = [0,Y;] i &y = [0, Ys]. Poniewaz plaszczyzny Y, Ys
sa rownolegte, to X} 1 Xy tworza pek typu 0\pr. Okreslone odwzorowanie jest
f rzutem srodkowym o $rodku C'.
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4.3 Uogdlniony rzut réwnolegly

Z elementarnej geometri wiadomo, ze w przestrzeni afinicznej nie da sie dobrze
okresli¢ rzutu s$rodkowego dla prostych przecinajacych sie. Na rys. 4.2 nie
znajdziemy obrazu punktu b. Odzwierciedleniem tej klasycznej sytuacji jest
pek typu 0\pw, dla ktérego jak do tej pory nie mamy okreslonego rzutu.

Rysunek 4.2

Dla elementéw Uy, Us i prostej L w kracie £(2A) piszemy U; [ Us, gdy
dla kazdego a € U, \ U, istnieje b € U, takie, ze a,b || L oraz dla kazdego
b e U, \ U, istnieje a € Uy takie, ze a,b || L.

Stwierdzenie 4.15. Niech Uy, Uy bedq roznymi, wspolpekowymsi elementamsi
w kracie £(2A). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) Ui o Us,
2) U,oL=0,0L,
(3) LS| UiV U, i LY U

Uwaga: Implikacja (1) = (2) jest prawdziwa bez zalozZenia wspdlpekowosci
Uy, Us.

DowoOD. (1) = (2) Pokazemy, ze Uy @ L C Us @ L. Niech a € U; @ L. Albo
(i) a € Uy, albo (ii) (a* L) N Uy # 0.

W przypadku (i), gdyby a € Us, to z faktu, ze Uy C Uy @ L mieliby$my
a € Uy @ L. Zatézmy, wiec teraz ze a € Uy \ U,. Z okreslenia relacji /;, mamy
b € U, takie, ze a,b || L. Poniewaz a,b N Us # 0, wiec a € Uy @ L.

W przypadku (ii), niech a’ € (ax L)NU;. Jesdli o' € Uy, to a € Us @ L, jesli
natomiast a’ ¢ Us, to z definicji /;, mamy b € U, takie, ze a’,b || L. Poniewaz
a € (axL), wieca',b=axListad a € Uy @ L.

Inkluzje odwrotna dowodzi sie analogicznie, gdyz relacja //, jest symetrycz-
na.

(2) = (3) Wezmy jakiekolwiek a € U, \ Us. Zauwazmy, ze z zalozenia
a* L C Uy @ L. Oznacza to, ze (a* L) N Uy # 0. Niech wiec b € (a* L) N Us.
Otrzymujemy a,b C Uy V Us, czyli L C|| Uy V Us.
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Gdyby LY U; dla i = 1 lub ¢ = 2, to mieliby$my
Ui CU3 QL =U; @ L=U;,

co przeczy zatozeniu, ze Uy, Uy sa rézne i wspotpekowe.

(3) = (1) Niech a € U, \ Us. Rozwazmy prosta a * L. Mamy a x L C
Uy VU, boa € U VU iz zalozen a x L C|| Uy V Us. Przypusémy, ze
(a* L) N Uy = 0. Poniewaz LY|| Us, wiec

UQ-«UQ\/(CL*L)QUl\/UQ,

ale Uy, Uy < Uy V Uy, bo Uy, U, sa wspotpekowe. Zatem nasze przypuszczenie
byto falszywe i prosta a * L przecina Us. Stad b € U, takie, ze a,b || L.
Dla b € Uy \ Uy znajdziemy zadane a € U; w analogiczny sposob. O

Lemat 4.16. Niech G bedzie pekiem odcinkéw typu 0\pw lub 0\pr w £(2),
X1, Xy € G i niech L bedzie prostqg w R takq, ze LY Y;, orazY; C Y3_;@L dla
i=1,2. Jesli Uy € Xy, to Uy = (Uy @ L) NYs jest jedynym takim elementem
Xy wspdtpekowym z Uy, ze Uy I, Us.

DowoOD. Niech Uy = (U @ L) AY; , woéwezas 0 C Uy C Vs, a wiec Uy € Xs.

Zaczniemy od pokazania, ze U; [ Us. Wezmy a C Up \ Us, woéwczas
a@ L C U @L. Niech b = (a @ L) A\'Y,. Poniewaz a @ L jest prosta, taka
ze L J|| Y;, to przecina ona Ys w punkcie, stad b jest punktem. Ponadto
skoro a @ L C U,, to b C U,. Pokazalidmy zatem, ze istnieje b o zadanych
wlasnosciach. Wezmy b € Uy \ Uy, wtedy b € (U @ L) i b € Ys. Poniewaz z
zalozenia b ¢ Uy, wiec b lezy na prostej L' takiej, ze L' || Li L'’ n Uy # 0.
Wystarczy wzia¢ a € L' N Uy, ktére spetia zadang teze.

Z powyzszego i 4.15 mamy

Ub@L=U,@L.

Wykazemy, ze U; i Us sa wspotpekowe. Z 1.16 dla pewnej prostej L' || L
takiego, ze L' NU; # (), mamy Uy @ L =U; @ L'. Gdyby L' C Uy, to L C|| Uy,
czyli L C|| Y1, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze LY|| Y;. Ze wzgledu na to,
ze prosta L' przecina podprzestrzen U i nie jest zawarta w Uy, wiec

U1 V L/ - <U1, L/>,

a stad poniewaz (U, L') jest najmniejsza podprzestrzenia zawierajaca U i

L', to Uy < Uy V L. W wyniku analogicznego rozumowania otrzymamy U <

U, @ L, ponadto jak pokazalismy Uy @ L = U, @ L, a wiec Uy < Uy VL. Uy VvV L

jest wspolnym nastepnikiem U i Uy, wiec z 1.10 sa one wspotpekowe. U

Definicja 4.17. Niech G bedzie pekiem odcinkéow w £(2(), X}, Xy odcinkami
X

w G i L prosta w 2 spelniajacymi zatozenia 4.16. Odwzorowanie &Ll okreslone
2

warunkiem

X1
%!YL(UI) = Uy wtw., gdy Uy /1, Us. (4.9)

nazywamy uogolnionym rzutem rownolegtym o kierunku L.
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Przyktad 4.18. Rozwazmy w przestrzeni afinicznej dwie ptaszczyzny Y; i Ys
przecinajgce sie w prostej Y’ oraz prostg L nieréwnolegla do zadnej z nich.
Okredlimy teraz odwzorowanie f przyporzadkowujace podprzestrzeniom Y
podprzestrzenie Y;. Wezmy na ptaszczyznie Y; punkt a i poprowadzimy przez
niego prosta rownolegta do L. Ta prosta przetnie Y5 w pewnym punkcie b, bo
nie jest do Y, réwnolegla, a Y5 i L leza w jednej przestrzeni Y” wymiaru 3.
Pubkt b traktujemy jako obraz a przy f. Obraz prostej U; z Y; znajdziemy
punkt po punkcie.

Zauwazmy, ze plaszczyzna Y oraz wszystkie punkty i proste na niej tworzg
odcinek &) = [0, Y]] w kracie £(21). W taki sam sposéb otrzymujemy odcinek
Xy = [0, Y3]. Plaszezyzny Y1, Y, tworza pek wlasciwy, natomiast A, Xy tworza
wafel G typu 0\pw. Odwzorowanie f jest uogdélnionym rzutem réwnolegtym z
Xl na XQ.

Rozwazmy czy mozemy rzutowaé¢ réwnolegle w przypadku pekéw typu
pr\pr i [\pr.
Stwierdzenie 4.19. Niech G bedzie waflem typu pr\pr lub 1\pr w £(2A), X, Xy
odcinkami w G i L prostqg w 2 spelniajgcymi zalozenia 4.16. Jesli L C|| Z”,

to dla Uy C X1 mamy
(U @ L) NYy = Zy x Uy

DowéDp. Niech U = (Uy @ L) A Yy, Musimy pokazaé, ze Uy || Uy i Zy C Us.
Poniewaz Y; || Ya, to mamy U; A Us C Y] A Yy = 0. Z 4.16 natomiast wiemy,
ze Uy, Uy sa wspotpekowe, wiec musi by¢ Uy || Uy z 1.6.

Z okreslenia peku odcinkéw Zy jest wspotpekowy z 7y, wiec z 4.1 Zy jest
jedynym elementem X, wspotpekowym z Z;. Stad na mocy 4.16 Zy = (Z; @
L) \'Ys, zatem Zy C Us, co koniczy dowdd. O

4.4 Zwigzki z kratg rzutowg

W tym podrozdziale chcemy pokazac¢ jakiej klasie rzutow w kracie rzutowej
odpowiadaja przedstawione do tej pory rzuty w kracie afinicznej. W tym celu
zanurzamy nasza przestrzen afiniczna 20 w przestrzen rzutowa

P = (Subi(V'), Subs(V'), C),
gdzie V! = K &V, za pomoca przeksztalcenia
p:Vo— Subi(V'); p(v) = ((1,0)). (4.10)
To przeksztalcenie mozna rozszerzy¢ na zbiér podprzestrzeni A
O: H(V) — Sub(V');  ®(U) = (u(U)). (4.11)

Dodatkowo przyjmijmy, ze ®(0) = O. Na Sub(V’) mozemy okresli¢ krate
£(V") jako algebre
£(V') = (Sub(V"),n, +).
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Krata £(V’) jest rzutowa, tzn. jest to modularna krata geometryczna.

Niech W = {0} x V. Zauwazmy, ze W jest podprzestrzeniag kowymiaru 1 w
V'. 7 przestrzeni rzutowej P mozemy odzyskaé przestrzen afiniczng 2 poprzez
usuniecie W.

Dla dowolnego S € Sub(V’) mamy dwie mozliwosci:

(1) SNW < S — woéwczas istnieje U € H(V) takie, ze ®(U) = S; przekrdj
SN W jest horyzontem S i piszemy S := SNW,

(2) S € W — wbéwczas S nie jest obrazem zadnej podprzestrzeni 2 przy
zanurzeniu @, S jest horyzontem tzn. S = T dla wszystkich takich
T eSub(V'), 26 S <T ¢ W.

Zauwazmy, ze Im ® = {S e Sub(V"): SNW < S } Mozemy okresli¢ odwzo-
rowanie 7 dane warunkiem:

v: Im® — H(V); ~(S) =@~ 1(9). (4.12)

Przestrzen jezowa I = A, o(V', W), zdefiniowana w [8], jest z doktadno-
Scig do odwzorowania p przestrzenia afiniczna 2. Zatem, twierdzenia dowie-
dzione dla 9 w [8] pozostaja prawdziwe dla .

Niech F bedzie rzutem z odcinka X na odcinek Xy w kracie £(V"). Zgodnie
z [8, 3.63] mamy

FXNIm®)=XNIm® oraz F ' (ANIm®) =X NImd, (4.13)
gdy
F(Z +(WNY1)) = Zy+ (WNY). (4.14)

Pytanie jakie tutaj stawiamy to jakie dodatkowe warunki musi spelia¢ F,
aby yo F ’Im ® o ® byt jednym z wczedniej okreslonych rzutéw na odcinkach

£(2). OdpowiedzZ na to pytanie daje nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 4.20. Niech G = Xy, Xy bedzie pekiem odcinkéw w kracie £(V).
Jesl F(Zl +(Wn Yl)) =Zo+ (W NY3) oraz Zy, Zy C Im @, to istnieje taki
rzut f miedzy pewnymi odcinkami 21, Zy kraty £(A), Ze ponizszy diagram jest
przemienny.

X, NIm ® i X, N Im ®

¥ ¥

Zl I Z2

DowOD. Oznaczmy p := Zy, 7y, q := Y, Y3 oraz Z; = y(X;NIm®), i = 1,2.
Zatozenie p C Im ® moéwi, ze przy przejsciu z B do 2 nie ,wyrzucamy” zadnego
z elementéw na peku p. Oznacza to, ze v(AX; N Im @) jest odcinkiem w £(2A)
dla ¢ = 1,2 i podobnie dla pozostalych odcinkéw lezacych w G.

Zacznijmy od rozpatrzenia przypadku, gdy G jest waflem. W tej sytuacji
zaréwno v(Zy), v(Zs), jak i v(Y7), v(Ys), wyznaczaja peki w £(2). Obrazem
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G przy v bedzie wiec wafel w £(2). Z 4.2 mamy w tym waflu slizg f := ﬁ;
Niech U € X; NIm ®. Wéwcezas z (4.13) mamy F(U) € Im ®. Elementy F'(U)
i U sa wspotpekowe, wiec v(F(U)) i v(U) sa réwniez wspéipekowe. Zatem
zgodnie z 4.2

VEW)) = f(v(U)),

co w tm wypadku konczy dowdd.

Teraz niech G bedzie pekiem wtasciwym odcinkéw typu gwiazda, czyli
Zy = 4y =: Z. Poniewaz F jest tutaj uogoélnionym rzutem srodkowym, to
mamy tez srodek rzutu Y = [C,Y3] dla pewnego C takiego, ze Z < C' C Y5,
CNY =2, C+Y' =Y5i1Y; € q, Ys # Y, Y, Zgodnie z [8] wzér na F
wyglada nastepujaco:

FU)=(U+C)nYy) dla Uex\X. (4.15)

Jesli Z #0, to [Z,Y"] CIm® gdyz Z € Im ®. W takim razie F‘Im@ =F, a
stad zgodnie z 4.8 f = yo F o ® jest uogdlnionym rzutem srodkowym w £(21).
Rozwazmy sytuacje gdy Z = ©. Dodatkowo zalézmy, ze Y’ € W, czyli
v(Y1),v(Ys) rozpinaja pek wlasciwy w £(21), a wiec G przy v przejdzie na
pek typu 0\pw. Wowezas YINW =Y #Y° =YoNW iz [8, 3.66(b)] mamy
WnNY; € Y, toznaczy C C WNY; C W. Wezmy atom A C Y'\ W i oznaczmy
L := A+ C. Zauwazmy, ze L jest prosta i L™ = C. Ponadto L™ ¢ Y,* dla
1 = 1,2, gdyz w przeciwnym razie bytoby C' C Y; N W C Y, i w konsekwencji
C CYsNY; =Y’ To oznacza, ze

VL) A (Yi). (4.16)

Spetniony jest réwniez warunek, ze
(i) € y(Ysi) @ (L), (4.17)

bo Y; C Y3 ; 4+ L. Zgodnie zatem z 4.17 mozemy rozwazaé rzut rownolegty
f z 2y na 2, o kierunku y(L). Niech U € (X; \ &) N Im ®. Zgodnie z (4.15)

YEU)) =7((U+C)NYz) =4(U +C) Ay(Ya) =
V(U + L%) Ay(Ya) = (Y(U) @ (L)) Ay(Ya) = F(3(U)).

Gdy U e X’'NIm®, to v(F(U)) =~(U) = f(~(U)). Pokazaliémy, ze diagram
jest przemienny.

Dalej Z = O, ale teraz Y/ C W, czyli v(Y1),v(Y2) rozpinaja pek réwnolegtych
w £(2). Sa dwie mozliwosci: albo C' C W, albo C' ¢ W. W pierwszym przy-
padku znajdziemy rzut réwnolegly. Niech L = C' + A, gdzie A to atom taki,
ze A ¢ W. Spelnione sa (4.16) i (4.17) bo teraz C C W tak jak poprzednio.
Podobnie jak wyzej pokazemy, ze v(F(U)) = f(v(U)) dla f rzutu réwnolegte-
go o kierunku (L).

Pozostaje do przeanalizowania przypadek, gdy Z =0, Y C Wi C ¢ W.
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Tutaj Y C Im @, a wiec spelnione sa zatozenia 4.13, skad v(F(U)) = f(y(U))
dla uogélnionego rzutu srodkowego f w £(2), o srodku w (Y.

Ostatni przypadek G to pek witasciwy odcinkéw typu uklad, czyli Y7 =
Y, =: Y. Srodkiem rzutu F jest tutaj ) = [Zs, C] dla pewnego C' takiego, ze
Zg QCKY, CmZ//:Zg, C+Z//:Y1Z3 cp, Zg#Zl,ZQ.
Jesli Z' € W, to Y C Im @ i mozemy wzia¢ uogdlniony rzut srodkowy f z 2,
na 2, o rodku w (). Z 4.8 v(F(U)) = f(v(U)). Zgodnie z [8] wzér na F
jest nastepujacy:

FU)=(UNC)+2) dla Uex\a&" (4.18)

Rozwazmy teraz przypadek gdy Z' C W. Oznacza to, ze v(Z1),v(Z2) wyzna-
czaja pek rownolegtych lub prosta w £(2) i otrzymujemy odpowiednio pek
odcinkéw typu pr\s lub I\s.

Zalozmy, ze C' ¢ W. Poniewaz Z3 € p C Im®, wiec mozemy wzigé uogdl-
niony rzut srodkowy f z Z; na Z5 o srodku () i tak jak przed chwila
WF(U)) = f((U)) 7 15,

Teraz zatézmy, ze C' C W. Poniewaz C' < Y, wiec UNC X UNY = U. Nie mo-
ze by¢ UNC = U, gdyz bytoby wtedy Z; C U C C'istad CNZ" = Z" #+ Z3. To
oznacza, ze UNC < U. AleUNW < UiUNC CUNW,wiecUNC =UNW.
Niech f bedzie §lizgiem rownolegltym z Z; na 2, okreslonym w 4.7. Zgodnie z
(4.18) dla U € (&} \ &’) N Im ® mamy

VFW) =v(Z+UNC)) =v(Z+UNW)) =
V(Zy +U>) = v(Z2) xy(U) = f(7(U)),

zgodnie z 4.6. Jesli U € X’ NIm @, to y(F(U)) = v(U) = f(v(U)). Zatem w
tej sytuacji diagram jest przemienny. 0

Bez zatozenia, ze Z1,Zy C Im ® w powyzszym twierdzeniu, po usunieciu
Wz £(V') w miejscu 21, Z moga pojawi¢ sie odcinki afiniczne, ktérymi nie
zajmowaliSmy si¢ w tej pracy. Takze, jest to istotne zalozenie, ktére opisuje
jakie rzuty w kracie rzutowej mozna obcigé tak, by uzyskaé¢ studiowane w tej
pracy rzuty w kracie afinicznej.
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