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Wstep

Podstawowe wtasnosci produktéow Segren naleza do folkloru geometrii. Bar-
dziej zaawansowane wyniki mozna znalezé np. w pracy [2], gdzie podana jest
posta¢ mocnych podprzestrzeni.

Wybierajac w zbiorze punktéw produktu Segre odpowiednio regularny
podzbiér mozna uzyska¢ nowe, ciekawe geometrie. W pracy zajmuje sie pro-
duktem Segre N grassmannianéw afinicznych nad ustalong przestrzenig afi-
niczna 2, obcietym do (niesymetrycznej) relacji rownolegtosci C|| w 2.

Celem mojej pracy byto zbadanie podstawowych wlasnosci tego podpro-
duktu. Wtasnosci te wynikaja ze zwiazkow i prawidtowosci zachodzacych w
wyjéciowe] przestrzeni afinicznej, grassmannianie afinicznym i produkcie Se-
gre.

Pierwszy rozdzial pracy poswiecitam w caltosci podstawowym definicjom
wykorzystywanym w nastepnych rozdziatach. W drugim rozdziale, zajmuje
sie badaniem potrzebnych pézZniej wlasnosci grassmannianu afinicznego. Do-
wodze, ze grassmannian afiniczny jest spojny (tw. 2.4). Wyznaczam warunek
konieczny na to, aby trzy punkty tworzyly tréjkat (stw. 2.5), okredlam postaé
maksymalnych mocnych podprzestrzeni (tw. 2.12) oraz badam zaleznosci troj-
katéw z mocnymi podprzestrzeniami (tw. 2.13). Pokazuje takze, iz spetniony
jest afiniczny warunek Veblena (tw. 2.15), warunek Shulta (tw. 2.16), oba wa-
rianty afinicznego warunku Desarguesa (tw. 2.17) oraz warunek o uzupetnieniu
do réwnolegltoboku (tw. 2.18).

Trzeci rozdzial poswiecony jest produktowi Segre M grassmannianow afi-
nicznych. Zaczynam od wyznaczenia postaci prostych przestrzeni M (tw. 3.2).
Nastepnie dowodze, iz przestrzen M jest spojna (tw. 3.3). W rozdziale tym
okreslam takze postacie trojkatéw (lem. 3.4) oraz mocnych podprzestrzeni
(tw. 3.5).

Bardzo wazne dla dalszych rozwazan byto zauwazenie, ze relacja rownole-
glosci CJ|, jako zbior par, jest podprzestrzenia przestrzeni M (lem. 4.1). W
ten sposob upraszcza sie np. ustalenie maksymalnych mocnych podprzestrzeni
w podprodukcie N.

W ostatnim, czwartym rozdziale, zebrane sa zasadnicze wyniki pracy. W
twierdzeniu 4.4 przedstawione sa wszystkie mozliwe postacie prostych prze-
strzeni N. Nastepnie, w 4.5 dowodze, ze przestrzen N jest spdjna. Dokonuje
tu réwniez klasyfikacji maksymalnych mocnych podprzestrzeni w A (tw. 4.11)
oraz przedstawiam dowdd, ze przestrzen N spelnia afiniczny warunek Veblena
(tw. 4.13), warunek Shulta (tw. 4.14), oba Desarguesa (tw. 4.15) i warunek
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Geometria relacji réwnolegiosci na produkcie Segre

uzupelnienia do réwnolegtoboku (tw. 4.16).



Rozdziat 1

Podstawowe definicje

Rozwazmy niepusty zbiér S, ktérego elementy dalej bedziemy nazywaé punk-
tami oraz rodzine £ podzbioréw zbioru S, tzn. £ C 27, ktérej elementy be-
dziemy nazywaé prostymi. Struktura 9t = (S, L) jest czesciowq przestrzenig
prostych jesli spelnia nastepujace warunki:

Al: na kazdej prostej leza co najmniej dwa punkty,

A2: przez dwa rozne punkty przechodzi co najwyzej jedna prosta.
Ponadto, gdy w I

A3: przez kazde dwa rézne punkty przechodzi prosta,

to MM nazywamy przestrzenig prostych.

Jedli punkty a,b € S sa rézne i wspotliniowe, to prosta przez nie wyzna-
czong oznaczamy przez a, b.

Moéwimy, ze podzbior X C S jest podprzestrzenig czesciowej przestrzeni
prostych 9, gdy jest domkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych, tzn. gdy
dla dowolnej prostej I € £ warunek ‘l NnX ‘ > 2 implikuje | C X. Moéwimy, ze
podprzestrzen X jest mocna, gdy kazde dwa punkty z X sg wspotliniowe.

Relacje | € £ x £ nazywamy réwnoleglo$ciq, gdy jest ona relacja réwno-
waznosci i spelnia postulat Euklidesa:

E1l: (jednoznacznos$é) proste réwnolegte sa roztaczne albo réwne,

E2: (istnienie) dla dowolnego punktu a € S i prostej | € L istnieje prosta
m € L przez a réwnolegta do [.

Jedli relacja || spetnia wymienione warunki poza warunkiem E2, to nazywamy
ja relacja czesciowej réwnolegltosci. W ten sposdb o 9 = (S, L, ||) mozemy
méwié (czeSciowa) przestrzent prostych z (czesciowa) réwnolegloscia.

Prosta przechodzaca przez punkt a i réwnoleglty do prostej [ bedziemy
oznaczaé przez a * [.

Podzbiér X C S jest podprzestrzenig 9 = (S, L, ||), gdy X jest podprze-
strzenia (S, L), tzn. jest domkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych, oraz
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[1.1]
eq:zawrow

Geometria relacji réwnolegiosci na produkcie Segre 4

gdy X jest domkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych réwnolegtych, czyli
gdy dla prostych I,m € L z warunku | C X, [ || mimnNX # () wynika, ze
m C X.

Przez tréjkat w czesciowej przestrzeni prostych 9T rozumiemy trzy parami
rézne i potaczalne prostymi z 91, niewspétiniowe (nie lezace na jednej prostej)
punkty.

Czeéciowa przestrzen prostych 9 jest spojna, gdy kazde dwa jej punkty
mozna potaczy¢ tamana, to znaczy, jesli a,b € S, to istnieje ciag cg, ...,c, € S
taki, ze co = a, ¢, = b i c;_q jest wspotliniowy z ¢; dlat=1,....n.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad niekoniecznie przemiennym
ciatem K. Przez Sub(V') oznaczamy rodzine wszystkich podprzestrzeni prze-
strzeni V', natomiast przez Subg(V') rozumiemy zbiér wszystkich k-wymiaro-
wych podprzestrzeni V. Jesli B € Subg,1(V) 1 H € Subg_1(B), to zbibr:

P(H, B) = {U € Suby(V): H CU C B}

nazywamy k-pekiem. Zbior wszystkich takich pekéow przy ustalonym k ozna-
czamy przez Pr(V). Geometrie, ktorej punktami sa k-wymiarowe podprze-
strzenie V| a prostymi k-peki nazywamy grassmannianem rzutowym indeksu
k nad V i oznaczamy

Py (V) = (Subk(V), Pe(V)).

Grassmannian rzutowy jest czedciowa przestrzenia prostych. Dla k = 1 lub
k = dim(V) — 1 grassmannian rzutowy jest przestrzenia rzutowa, natomiast
w pozostatych przypadkach, gdy 1 < k < dim(V), grassmannian rzutowy jest
wladciwg, czeSciowq przestrzenig prostych, to znaczy istniejg w nim punkty nie
potaczalne prostymi. Jesli U, W sa punktami w P, (V') polaczalnymi prosta,
to mowimy, ze U, W sa sasiednie i piszemy U ~ W.

Zbior wszystkich warstw nad V' oznaczamy przez

H(V) =V +Sub(V)U{0} = {a+S:a €V, SeSub(V)}u{}.

Poniewaz dla warstwy U = a + S jej podprzestrzen kierunkowa S jest wy-
znaczona jednoznacznie, mozemy moéwi¢ o wymiarze warstwy; przyjmujemy
dim U = dim S. Zbior wszystkich k-wymiarowych warstw to

He(V) =V +Suby(V) = {a+S: a €V, S € Subx(V)}.

Dodatkowo przyjmujemy, ze H_1(V) = {0}.
Mowimy, ze warstwa a + S jest rownolegta do warstwy b+ T' i piszemy

a+SCl|b+T, wtw,gdy SCT. (1.1)

Okreslona w ten sposéb relacja C|| nie jest symetryczna. Zauwazmy jednak, ze
na zbiorze Hy(V'), relacja C|| jest symetryczna, jest wiec na tym zbiorze relacja
réwnowaznosci. Jesli U W € Hp(V) i U C|| W (lub réwnowaznie W C|| U),
to piszemy wtedy standardowo U || W.



[1.1]
lem:WrowU

[1.2]
lem:UrowW
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Stuktura
%A =AV) = (V,Ha(V), C||)

jest przestrzeniq afiniczng. Przestrzen afiniczna jest przestrzenia prostych z
rownolegtoscia spetniajaca afiniczny warunek Veblena.

W przestrzeni afinicznej 2, gdzie proste sa co najmniej trzy punktowe
jesli podzbioér zbioru punktéw 2 jest domkniety na prowadzenie prostych, to
jest rowniez domkniety na prowadzenie rownolegtych. Wynika to z afinicznego
warunku Veblena.

Dla podprzestrzeni U, W przestrzeni 2, o ile U C|| W, przez U *« W ozna-
czamy podprzestrzen zawierajaca U i rownolegla (symetrycznie) do W, tzn.

UCUxW | W.
Dla wygody w zbiorze H(V') wprowadzamy operacje kresu dolnego

a+SNb+T:=a+SNb+T (1.2)
i kresu goérnego:
a+SUb+T :=a+(ST,a—Db). (1.3)

Poprzednikiem niepustej podprzestrzeni U w przestrzeni 2l nazywamy pod-
przestrzen W kowymiaru 1 w U. Nastepnikiem podprzestrzeni wiasciwej U w
przestrzeni 2 nazywamy podprzestrzen W taka, ze U jest kowymiaru 1 w W.

Lemat 1.1. Jezeli Uy, Uy, W sq podprzestrzeniami A takimi, ze W C|| Uy, Uy
iUlﬂUQ;é@, tOWgH UlﬂUg.

DowOD. Niech W = wq + Wy. Wezmy Wy, W, takie, ze W || W; C U;. Niech
Wi =w, + Wy C U, i Wy = wy + Wy C U,. Poniewaz U; N Uy # ), zatem
istnieje u takie, ze u € Uy NUsy. Zauwazmy, ze u+ Wy = u—wi+w; + Wy C Uy
oraz u+ Wy = u — wy +ws + Wy C Us. Stad dostajemy, ze u+ Wy C Uy NUs.
Ostatecznie otrzymujemy W || u 4+ Wy C Uy N Us. O

Lemat 1.2. Jezeli Uy, Uy, W sq podprzestrzeniami A takimi, ze Uy, Uy C|| W
iUlﬂUQ;é@, to U1|_|U2 §|| Ww.

DowOD. Poniewaz U; N Uy # 0, to wezmy u € Uy N Us. Wtedy mozemy
okresli¢ Uy, Us w nastepujacy sposob Uy = u+ S, Uy = u+ T, gdzie S i T
sa podprzestrzeniami V. Mamy réwniez W = wqy + Wy, gdzie Wy € Sub(V).
Zatem Uy UU; = u+ (S, T,u —u) = u+ (S,T). Poniewaz S,T C Wy, wiec
U, UU, C|| W. O



[2.1]
eq:pw

[2.2]
eq:pr

[2.1]
fact:S1R

[2.2]
fact:S1W

Rozdziatl 2

Grassmannian afiniczny

Mowimy, ze podprzestrzenie U i W przestrzeni afinicznej 2 sa sgsiednie i
piszemy U ~ W, gdy dimU = dim W = dim(U N W) + 1 lub gdy U = W.

Dla kazdej pary H, B podprzestrzeni przestrzeni 2 takich, ze H C B i
dim H + 1 = k = dim B — 1 okreslamy k-pek wlasciwy:

P(H, B) := {W € Hy(V): HC W C B}. (2.1)

Podprzestrzen H nazywamy wierzcholkiem, a B podstawg peku P(H, B).
Zbiér wszystkich k-pekéw wilasciwych w 2 oznaczamy przez P ().

Teraz, dla podprzestrzeni U i B przestrzeni 2, takich ze dimU = k =
dim B — 1 oraz U C|| B okre$lamy k-pek réwnoleglych:

p'(U,B) = {W e Hy(V) : U C| W C B}. (2.2)

Podprzestrzen U nazywamy kierunkiem, a B podstawg peku p*(U, B). Zbiér
wszystkich k-pekdw réwnoleglych w 2 oznaczamy przez Py ().

Podprzestrzenie U i W przestrzeni 2 sa wspdlpekowe, gdy leza w jednym
peku (peku wlasciwym lub peku réwnolegtych). Zauwazmy, ze elementy Hy (V)
sa wspolpekowe, gdy sa sasiednie lub réwnolegte. Generalnie, rownolegte ele-
menty H (V') nie musza by¢ wspétpekowe, gdyz réwnoleglo$¢ nie jest syme-
tryczna.

Zanotujmy w tym miejscu dwa wazne fakty.

Fakt 2.1. Niech Wy, Wy bedqg réznymi elementami peku P(H, B) lub p*(U, B).
Wowczas B = Wy U W,y i odpowiednio H = Wy N Wa lub U C|| Wy || Wa.

Fakt 2.2. Niech Ul,UQ € Hk(V) Jesli dlm(Ul N Ug) =k — 1, to Ul,UQ sq
sqsiednie. Jesli dim(Uy U Us) = k+ 1, to Uy ~ Uy lub Uy || Us, czyli sq
wspolpekowe.

Na zbiorze P (2() okreslamy relacje (czesciowej) rownoleglosci w nastepu-
jacy sposob:

p*<U17Bl) || p*(U27BQ) WtW’7 gdy Bl || BQ‘
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[2.3]
lem:spgrrzut

[2.4]
thm:spgraf
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Powyzsza relacja jest relacja rownowaznosci. Spetnia ona tez czes¢ postulatu
Euklidesa, to znaczy, jesli dwa peki p*(Uy, By) i p*(Us, B2) sa réwnolegte i
przecinaja sie niepusto, to musza by¢ rowne.

Grassmannianem afinicznym indeksu k nad przestrzenia afiniczng 2 nazy-
wamy strukture

Pi(2) = (Hu(V), Pe(2) U P ().

Grassmannian afiniczny jest czeSciows przestrzenia prostych. Zauwazmy, ze
Po(2A) jest przestrzenia afiniczna. Dwie proste na plaszczyznie afinicznej al-
bo przecinaja sie (sa sasiednie), albo sa réwnolegle, innymi stowy sa zawsze
wspoltpekowe. Czyli P,,_1(2), gdzie n = dim V' jest przestrzenia prostych.

O ile w kontekscie przestrzeni afinicznych lepiej méwi¢ o k-pekach, to w
grassmannianach wygodniej obiekty te nazywaé¢ prostymi.

W dalszych rozwazaniach na temat grassmannianéw afinicznych zaktada-
my, ze

0<k.

2.1 Spodjnosé

Lemat 2.3. Grassmannian rzutowy jest spojny.

DowoOD. Niech U, W beda punktami grassmannianu rzutowego Py (V), tzn.
niech U, W € Subg(V). Wezmy Z := U N W. Mozemy woéwczas napisaé, ze

U=27Z® (uy,...,u)
oraz

W =27 (wy,...,w.),

gdzie r + dim Z = k. Niech Py := U bedzie naszym wyjsciowym punktem.
WezZmy
P =7 ® (wy,ug, ..., u).

Zauwazmy, ze dim Py N P, = k — 1, zatem Fy i P; sa wspotpekowe. Nastepnie
wyznaczamy kolejny punkt,

P2 ::Z@<w1,w2,u3,...,ur>

i jak wyzej, dim P, N P, = k — 1, zatem P, i P, sg wspolpekowe. Postepujac
analogicznie r razy dojdziemy do punktu

P. =7 ® (wy,wy,...,w,)y=W

i otrzymamy tamang o wierzchotkach P;, gdzie : =0, ..., r, co konczy dowdd.
]

Twierdzenie 2.4. Grassmannian afiniczny jest spojny.



[2.5]
prop:tréjkatgras
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DowoOD. Niech U, W beda punktami grassmannianu afinicznego P (1), tzn.
UW € Hp(V). Zatem

U=a+S, W=0b+T, dlapewnych a,beV, S T ¢&Subg(V).

Zauwazmy, ze S € Hg(V) i S || U. Dlatego tez S i U sa wspdlpekowe w
Pr(). Wezmy wiec Py := U i P, := S. Poniewaz S,T € Subg(V), wiec na
mocy 2.3 mozna je potaczy¢ tamang o wierzchotkach P;, gdzie i = 1,...r
dla pewnego naturalnego r. Poniewaz Subg (V) C Hi (V') i wspolpekowosé w
P (V) implikuje wspotpekowosé w P (1), otrzymujemy wiec tamana P, w
P.(A) dlai = 0,...,7. Wezmy jeszcze P.yy := W. Zauwazmy, ze W || T, a
wiec P, =T i P,y1 = W sa wsp6ipekowe w Py (). Lamana o wierzchotkach

P, gdzie 1=0,...,r+1

taczy punkty U, W, a zatem grassmannian afiniczny jest spojny. O

2.2 Trojkaty

Stwierdzenie 2.5. Jesli punkty U; dla i = 1,2,3 sq wierzchotkami tréjkgta
w grassmannianie afinicznym Pr(A), to zachodzi jedna z trzech moZliwosci:

(1) Uy ~ Uy ~Us ~ Uy,
(2) Uz || Uj ~ Uk ~ Ui; gdzze 'éajak € {17273}7 7& (Z.aja k);
(3) Up || U || Us.

DowOD. Zatézmy, ze U; dla i = 1,23 sa wierzchotkami trojkata w Py (21).
Z definicji trojkata wiemy, ze Uy, Uy, Us sg parami rozne oraz wspolpekowe w
P (21). Zatem z okreslenia pojecia wspotpekowosci U; dla ¢ = 1,23 sa albo
sasiednie albo réwnolegte. Stad otrzymujemy nastepujace mozliwosci:

1. Uy ~ Uy ~Us ~ Uy;
2. Ui || Uj ~ U, ~ U, gdzie 1,5,k € {1,2,3}, # (i, 4, k):
3. Uy~ U || Uy || Ui, gdzie 4,4, k € {1,2,3}, # (i, 5, k);
4. Uy || Uy || Us.
Rozwazmy przypadek 3. Przyjmijmy bez ograniczenia ogélnosci, ze
Uy ~Uy || Us | Us.

Poniewaz U; dla @ = 1,2, 3 sg jednakowych wymiaréw, wiec z przechodniosci
relacji réwnolegtosci mamy Uj || Usy. Zatem zgodnie z zatozeniem, ze Uy ~ Us
musi by¢ U; = Us,. Przeczy to jednak wczedniejszym zatozeniom, ze Uy, Us s
rozne. W ten sposéb pokazalidémy, ze przypadek 3 nigdy nie zachodzi. O
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Dla wygody nadajmy nazwy powyzszym typom tréjkatow. I tak w przy-
padku (1) w 2.5, gdy wierzchotki sa parami sasiednie, méwimy, ze trojkat jest
typu 1.

U3 U2

/ U, N

Rysunek 2.1: Trojkat typu 1 w P (20).

Trojkat powstaty w przypadku (2) w 2.5 nazywamy trojkatem typu 2.

/ U, /

Rysunek 2.2: Trojkat typu 2 w P (21).

Natomiast trojkat z przypadku (3) w 2.5, ktérego wszystkie wierzchotki sa
do siebie parami réwnolegte nazwiemy tréjkatem typu 3.

Uz
U1 U3

Rysunek 2.3: Trojkat typu 3 w P (21).

Na podstawie pracy [4] zanotujmy kilka istotnych faktéw zwiazanych z
trojkatami w grassmannianach afinicznych.



[2.6]
fact:sim

[2.7]
fact:typl

[2.8]
fact:typu2

[2.9]
lem:oip
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Fakt 2.6. Niech Uy,Us € Hp(V). Jesli dim(Uy UUs) =k + 1, i Uy NUy # 0,
to d1m(U1 N Ug) =k— 1, czylz U1 ~ UQ.

Fakt 2.7. Wierzcholki trojkgta typu 1 majg albo wspdlny poprzednik, albo
wspolny nastepnik.

Fakt 2.8. Wierzcholki tréjkgta typu 2 majqg wspolny nastepnik.

2.3 Mocne podprzestrzenie

Struktura podprzestrzeni wiele méowi o badanej geometrii. W przypadku cze-
sciowych przestrzeni prostych interesujace sg mocne podprzestrzenie. Badanie
mocnych podprzestrzeni w grassmannianach zaczynamy od wprowadzenia po-
jecia podprzestrzeni odcinkowej.

Niech Z,Y € H(V). W przestrzeni afinicznej ' wyrézniamy dwa typy
odcinkow:

odcinek wlasciwy
ZY)={UeH(V): ZCcUCY}

odcinek rownolegtych

ZY) ={UeH(V): ZC|UCY}

Koniec Z odcinka wtasciwego nazywamy wierzchotkiem, odcinka réwnolegtych
kierunkiem, natomiast koniec Y podstawq.

Odcinki w 2 wyznaczaja podprzestrzenie w grassmannianie afinicznym
P (20). Podprzestrzenie te nazywamy k-odcinkami. 1 tak dla Z)Y € H(V)
k-odcinkiem wlasciwym nazywamy zbior:

(Z, Y], =2, Y] NH(V),
natomiast k-odcinkiem rownolegltych nazywamy zbior:

(Z,Y ] = [Z,Y]" " Hi(V).
Lemat 2.9. Odcinek [Z,Y ]y oraz [Z,Y]; sq podprzestrzeniami w Py ().
DowOD. Niech p bedzie prosta w P (21) przecinajaca odcinek [Z, Y], w dwoch
roznych punktach Uy, Us. Wowcezas Z C Uy, Uy, C Y.

Zatézmy, ze p jest pekiem wtasciwym, a wiec p = P(H, B) dla pewnych
H, B. Zgodnie z 2.1 1 (2.1), dla wszystkich U € p mamy
ZCUNUy=HCUCB=U,UU, CY,

a wiec p C [Z, Y]

'Dokladniej w kracie podprzestrzeni przestrzeni afinicznej 2.
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[2.11]
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Niech teraz p bedzie pekiem réwnoleglych, czyli p = p*(Uy, B). Tak wiec
Up || Uy || Us. Zauwazmy, ze w tej sytuacji nie moze byé¢ Z # O, gdyz mieliby-
smy wtedy U; = Us, co przeczy naszemu zatozeniu. Zatem Z = O. Tak wiec,
podobnie jak wyzej, dla wszystkich U € p mamy

Z:@QUQB:Ull_IUQQY,

istad p C [Z,Y];.
Teraz, niech p bedzie prosta w Py (2l) przecinajaca odcinek [Z, Y] w dwoch
réznych punktach Uy, Uy. Wéwezas Z C|| Uy, Uy C Y.
W przypadku peku wlasciwego p = P(H, B), namocy 1.112.1,dlaU € p
mamy
ZC|UNUy=HCUCB=UUU,CY,

wiec p C [Z,Y];.
Gdy p jest pekiem réwnolegtych, czyli gdy p = p*(Uy, B), to Uy || Uy || Us.
Zauwazmy, ze dla wszystkich U € p, z przechodniosci ||, z (2.1) oraz z 2.1

mamy
ZC| U || U |UCB=U0UU,CY.

W ten sposéb pokazalismy, ze p C [Z,Y];. O
Lemat 2.10. Odcinki:

(1) [H,Y]x, gdzie H € Hy_1(V),

(2) [Z, Bk, gdzie B € Hy1(V),

(3) [U, Y], gdzie U € Hy(V),

sq@ mocnymi podprzestrzeniami w P(2A).

DowOD. Na mocy 2.9 wystarczy wykazaé, ze we wszystkich trzech przypad-
kach, kazde dwa elementy Wi, W5 odcinka sa wspotpekowe. Poniewaz zbior
pusty oraz jednoelementowy jest mocng podprzestrzenia, mozemy przyjac, ze
Wy £ Ws.

(1): Z definicji odcinka mamy H C W; C Y dlai = 1,2. Stad H C WjNWs.
Poniewaz H € Hy_1(V) oraz dim Wy = dim Wy = k 1 Wy # W, otrzymujemy
wiec, ze H = Wi N Wy, Skoro dim(Wy N Ws) =k — 1, to z 2.2 Wy ~ Wa.

(2): Analogicznie jak wyzej, z definicji odcinka otrzymujemy, ze Z C W; C
Bdlai =1,2. Zatem Wi UW, C B. Ale poniewaz B € Hj1 (V) oraz dim Wy =
dim Wy = k 1 Wy # Wa, wiec W1 U Wy = B. Skoro dim(W; LI W3) =k + 1, to
7 2.2 Uy ~ Uy lub U || Uy, co kohezy rozumowanie w tym wypadku.

(3): Z okreslenia odcinka [U, Y]; mamy: U C|| Wy oraz U C|| Ws. Poniewaz
dim Wy = dim Wy = k oraz U € Hy (V) mozemy wiec zauwazy¢, ze Wy || Wa,
co na mocy 2.2 konczy dowod. O

Lemat 2.11. Jesli X jest mocng podprzestrzenig w grassmannianie afinicz-
nym Pr(A), to zachodzi jedna z trzech mozliwosci:
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(1) istnieje H € Hy—1(V) takie, zZe dla kazdego U nalezgcego do X, H C U;
(2) istnieje B € Hy11(V) takie, Ze dla kazdego U nalezgcego do X, U C B;
(3) istnieje Uy € Hi (V) takie, Ze dla kazdego U nalezgcego do X, Uy C|| U.

DowoOD. Niech X bedzie mocna podprzestrzenia w Py ().

Jedli X =0, to dowolne H € Hy_1(V) spelnia 1.

Jedli | X |=1, to H € Hy—1(U), gdzie {U} = X, spelnia 1.

Jedli | X |> 2, to X jest co najmniej prosta, poniewaz w tym wypadku mamy
Wy, Wy € X, Wy # Wy i Wy wspélpekowe z W,. Poniewaz X jest podprze-
strzenia, to Wi, Wy C X. Gdy X jest prosta, czyli pekiem wtasciwym lub
réwnolegtych, w obu wypadkach mamy B € Hj.1(V) spelniajace 2.

Zatozmy wiec, ze w X zawarta jest jakas prosta i punkt nie lezacy na niej. Stad
w X istniejg trzy punkty Wy, Wy, W3 tworzgce trojkat AW, WoWs. Zgodnie z
2.5 AW W,oW3 mamy (bez zmniejszenia ogdlnosci):

1. W1 ~ Wg ~ W3,
2. WlNWQNW3 H Wl,
3. Wy || W || Wa || Wh.

Rozwazmy sytuacje 1. Z 2.7 Wy, W, W5 maja wspélny poprzednik H lub
wspolny nastepnik B.

Przyjmijmy, ze istnieje poprzednik H. Niech U € X. Pokazemy, ze H C U.
Gdyby U € Wi,Wy lub U € Wy, W3 lub U € W3, Wi, to H € U, bo
Wy, Wy = P(H, Wi U Ws) itd. Zalézmy wiec, ze tak nie jest. Woéwcezas ma-
my trzy nastepujace trojkaty: AUW Wy, AUWW3, AUW3W,. Wszystkie te
trojkaty sa typu 1 lub 2. Przypu$émy, ze zaden z nich nie ma wspoélnego po-
przednika. Zatem z 2.7 1 2.8 U, Wy, W5 maja wspoélny nastepnik, U, Wy, W3 ma-
ja wspdélny nastepnik, U, W3, W1 maja wspolny nastepnik. Niech B = Wi L.
Zauwazmy, ze B jest nastepnikiem U. Rozwazmy AUW,W3. B musi by¢ na-
stepnikiem Wj. Pokazalismy, ze H < Wy, Wy, W35 < B, a wiec Wy, Wy, W3
leza w jednym peku, co przeczy zatozeniu, ze Wy, Wy, W3 tworza trojkat. Stad
wierzchotki jednego z tréjkatow AUWWo, AUW,W3, AUW3W, majg wspol-
ny poprzednik H. W kazdym z trzech przypadkéw H C U.

Teraz zaktadamy, ze Wy, Wy, W3 maja wspélny nastepnik B. Rozumujac jak
poprzednio pokazemy, ze U C B dla wszystkich U € X. O

Z 2.10 oraz 2.11 otrzymujemy posta¢ maksymalnych mocnych podprze-
strzeni w grassmannianie afinicznym:

Twierdzenie 2.12. X jest maksymalng mocng podprzestrzenig Pp(2A) wtw.,
gdy zachodzi jedna z trzech mozliwosci:

(1) X =[H, V], gdzie H € Hr_1(V),
(2) X = [@,B]k, gdzze B e Hk+1(v)7
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(3) X =[U,V];, gdzie U € Hi(V).

Podprzestrzenie postaci (1), (2), (3) w 2.12 bedziemy dalej nazywaé¢ odpo-
wiednio gwiazdami, ukiadami oraz gwiazdami réwnolegtych.

Zbadajmy teraz jak moga przecina¢ sie maksymalne mocne podprzestrze-
nie w grassmannianie afinicznym. Niech H, Hy, Hy € Hi_1(V), U, Uy, Us €
Hy (V) oraz B, By, By € Hi1(V). Wowcezas:

H B HCB
[H, V]k N [@, B]k _ [ ) ]k> = a'
0, w przeciwnym wypadku,
H«xU}, HC|U
0, w przeciwnym wypadku,
UBl;, UC| B
0.8, vy = { P UEl B
0, w przeciwnym wypadku.
Dla Hl 7& HQZ

{H1|_|H2}, d1mH1|_|H2 :k‘,

[Hy, V] 0 [Hy, V] = .
0, w przeciwnym wypadku.

Dla Bl 7é BQZ

{Bl N BQ}, dim Bl N Bg = ]{?,

0, w przeciwnym wypadku.

[@, Bl]k ﬂ [(Z), Bg]k — {

Dla U1 ,H' UQI
[O1, V] N [Us, Vg = 0.

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie: na ile sposobéw
mozna rozszerzy¢ prosta grassmannianu afinicznego do maksymalnej mocnej
podprzestrzeni?

Zauwazmy, ze

P(H,B) = [H, Bl = [0, Bl N [H, V].

Zatem pek wlasciwy rozszerza sie¢ jednoznacznie do gwiazdy i uktadu. Dla
peku réwnolegltych mamy natomiast:

p"(U,B)=1[U,BJ; =[0,B].n[U,V].

Tak wiec pek réwnolegtych rozszerza sie jednoznacznie do uktadu i gwiazdy
rownolegtych.

Jesli U, W sa réznymi i wspétpekowymi punktami P (21), to dalej przez
S(UW), T(UW) oraz S*(UW) oznaczamy odpowiednio gwiazde, ukltad oraz
gwiazde rownolegtych wyznaczona przez pek U, W, o ile ma to sens.
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Twierdzenie 2.13. W grassmannianie afinicznym Py () trojkat typu 1 wy-
znacza quiazde badZ uktad, tréjkat typu 2 wyznacza uklad, natomiast trojkat
typu 3 wyznacza gquwiazde rownoleglych.

DowOD. Niech Uy, U, Uz beda wierzchotkami trojkata.

Jesdli jest to tréjkat typu 1, to albo H = Uy NU; NUs € Hi_1(V) albo
B =U,0U,UU;s € Hp1(V) 2z 2.7. W pierwszym przypadku otrzymamy
gwiazde [H, V], za$ w drugim uktad [0, B]y.

Jesli nasz trojkat jest typu 2, to z 2.8 lezy on w ukladzie [0, B]y, gdzie
B - U1 LJ U2 (] U3.

W przypadku tréjkata typu 3 zauwazmy, ze lezy on w odcinku [Up, V. O

Analogicznie jak dla prostych grassmannianu, w przypadku trojkata o
wierzchotkach Uy, Us, Us piszemy S(U,UsUs), T (U UsUs) oraz S*(U1U,Us) dla
odpowiednio gwiazdy, uktadu oraz gwiazdy rownolegtych wyznaczonych przez
AU, U,Us, tam gdzie ma to sens.

2.4 Warunek Veblena

Rzutowy warunek Veblena dla czeSciowej przestrzeni prostych 99T brzmi na-
stepujaco (por. rys. 2.4):

PV: jesli prosta [ przecina dwa boki trojkata abc w dwodch réznych punktach,
to przecina trzeci bok tego tréjkata.

7 " ~

Rysunek 2.4: Rzutowy warunek Veblena.

Twierdzenie 2.14. W grassmannianie afinicznym nie zachodzi rzutowy wa-
runek Veblena.

DowOD. Niech Uy, Uy, Us tworza trojkat typu 2 w Py (20). Zatdzmy, ze Uy || Us.
W peku Uy, Us wezmy Uy rézne od Uy i Us. Zauwazmy, ze Uy przecina Uy i Us,
zatem nie moze by¢ Uy || Uy.
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Teraz w peku Us, Us bierzemy Us takie, ze Uy || Us. Nie znajdziemy elemen-

tu wspolnego prostych Uy, Uy i Uy, Us, poniewaz sg one pekami réwnolegtych
o roznych kierunkach, co konczy dowod. O

Afiniczny warunek Veblena dla czesciowej przestrzeni prostych z rownole-
gloscia brzmi nastepujaco (por. rys. 2.5):

AV: jesli prosta [ roéwnolegta do podstawy trojkata abc przecina jeden jego
bok, to przecina tez drugi bok.

a b\

Rysunek 2.5: Afiniczny warunek Veblena.

[2.15] Twierdzenie 2.15. Grassmannian afiniczny spetnia afiniczny warunek Ve-
thm:grasafAveb blena

DowoOD. Niech Uy, Us, Us tworza tréjkat w Pp(21). Z zalozenia do afiniczne-
go warunku Veblena w trojkacie tym mamy przynajmniej jeden bok bedacy
pekiem réwnoleglych. Zatem AU,U,Us musi by¢ typu 2 lub 3. Zgodnie z 2.13
trojkat AU,UxU3 rozszerza sie odpowiednio do uktadu lub gwiazdy réwnole-
glych. Po domknigciu rzutowym przestrzeni afinicznej 2 zaréwno uktad jak i
gwiazda réwnoleglych beda (z doktadnoscia do izomorfizmu) przestrzeniami
rzutowymi, natomiast zalozenia afinicznego warunku Veblena stang sie za-
tozeniami do rzutowego warunku Veblena. Proste réwnolegte przetna sie w
punkcie niewlasciwym. Poniewaz na prostej moze by¢ najwyzej jeden punkt
niewlasciwy, wiec szukany punkt przeciecia musi by¢ punktem z Pp(2A). W
ten sposdéb dowdd jest zakonczony. O

2.5 Warunek Shulta

Warunek Shulta dla czesciowej przestrzeni prostych 91 brzmi nastepujaco
(por. rys. 2.6):

Shult: jesli punkt a jest polaczalny z dwoma réznymi punktami prostej [, to
a jest potaczalny z kazdym punktem prostej .
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Rysunek 2.6: Warunek Shulta.

[2.16] Twierdzenie 2.16. Grassmannian afiniczny spetnia warunek Shulta.
thm:shult

DowOD. Niech U; bedzie punktem potgczalnym z dwoma réznymi punkta-
mi Us, Us prostej grassmannianu afinicznego. Zauwazmy, ze punkty Uy, Us, Us
tworza trojkat. Zatem z 2.13 Uy, Uy, Uz leza w mocnej podprzestrzeni Py (21),

a wiec U; jest potaczalny z kazdym punktem prostej Us, Us. U

2.6 Warunek Desarguesa

Dla czesciowej przestrzeni prostych z rownolegtoscia wyrdznia sie dwa warianty
afinicznego warunku Desarguesa: maty i duzy. Maly afiniczny Desargues brzmi
nastepujaco:

des: jesli proste [;, ls, 3 sa parami rownolegle i na kazdej prostej lezg po dwa
rézne punkty a,a’ € Iy, b, 0’ € ly, ¢, € I3 takie, ze a,b || ', U, b,c || ¥,

toa,c | a,c.

Ly

~

b v

Rysunek 2.7: Afiniczny maty Desargues.
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Duzy afiniczny aksjomat Desarguesa sformutowany jest nastepujaco:

Des: jesli proste (parami rézne) [y, ls, I3 zbiegaja sie w punkcie ¢ i na kazdej
prostej leza po dwa rézne punkty a,a’ € Iy, b,V € Iy, ¢, € I3 takie, ze
q# a,byed b, d oraz a,b || «,V, b,c ||V, toa,c| a,c.

Rysunek 2.8: Afiniczny duzy Desargues.

Twierdzenie 2.17. Grassmannian afiniczny spetnia oba warianty afinicznego
warunku Desarguesa.

DowOD. des: Z zalozen malego Desarguesa wiemy, ze ﬂ | o, b’,a | v, c.
Zatem tréjkat abe oraz trojkat a’'b'c jest typu 3. Mozemy stad oraz z 2.13 wy-
wnioskowaé, ze Aabe lezy w gwiezdzie réwnoleglych S*(abc). Z zalozen wiemy

takze, ze a,a’ jest pekiem réwnoleglych, wiec gwiazda S*(aa’) = S*(abc).

Stad a,a’ C S*(abc). Rozumujac analogicznie dla b, 0/, ¢, ¢ dostaniemy b, b’ C
S*(abc) oraz ¢, C S*(abc). Po domknieciu rzutowym 2, gwiazda S*(abc)
staje sie (z dokladnoscia do izomorfizmu) przestrzenia rzutowa, w ktorej spet-
nione beda zalozenia twierdzenia Desarguesa. Oznacza to, ze w Py (2() maty
Desargues jest spelniony. S

Des: Z zatozenr duzego Desarguesa wiemy, ze a,b || o/, ¥, b,c || U/, . Zatem
a,bya’ Vb, eV, ¢ € P;. Wynika stad, ze tréjkaty abe i a't/c’ sa typu 3. Tak
wiec a,c,d’,c € Pj. Ponadto z 2.13 Aabc lezy w gwiezdzie rownoleglych. Za-
uwazmy, ze Aoab wyznacza albo uktad albo gwiazde réwnolegtych, poniewaz
jest trojkatem typu 2 lub 3.
Przypusémy, ze Aoab jest trojkatem typu 2. Rozpatrzmy teraz Aobe. Jest on
takze trojkatem typu 2 lub 3. Jesli jest typu 3, to na mocy 2.13 lezy w gwiez-
dzie réwnolegltych. Poniewaz przecina sie ona z gwiazda réwnolegtych S*(abc)
w prostej b, ¢, to S*(abc) = S*(obc). Ale wéwezas o,a,b € S*(abc) i otrzymu-
jemy sprzecznos¢ z zalozeniem, ze Aoab jest typu 2. Zatem Aobc jest typu
2. Stad T'(obc) = T'(oab), gdyz oba uklady moga mie¢ najwyzej jeden punkt
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wspélny. Otrzymujemy wiec, ze a,b, ¢ € T(oab), ale S*(abc) N T'(oab) moze
by¢ najwyzej prosta. Zatem nasze przypuszczenie, ze Aoab jest trojkatem ty-
pu 2 bylo falszywe. Stad a,b,c,a’, V', ;0 € S*(abc). Po domknieciu rzutowym
A, gwiazda S*(abc) stanie sie (z doktadnoscia do izomorfizmu) przestrzenia
rzutowa, w ktorej spelnione bedg zatozenia twierdzenia Desarguesa. Tak wy-
kazalismy, ze w Py (2() duzy Desargues zachodzi. O

2.7 Uzupelnienie do ré6wnolegtoboku
Warunek uzupetnienia do rownolegtoboku dla czesciowej przestrzeni prostych
M z czeSciowa réwnoleglosceia brzmi nastepujaco (por. rys. 2.9):

PCC: jedli a, b, c sa takimi punktami, ze a jest wspotliniowy z b, a jest wspol-
liniowy z c oraz a,b || a,b i a,c || a,c, to istnieje taki punkt d, ze d jest

wspoOtiniowy z b, d jest wspotliniowy z ¢ oraz c,—d I ﬂ i b,—d I a.

Rysunek 2.9: Uzupelnienie do réwnolegtoboku.

Twierdzenie 2.18. Grassmannian afiniczny spetnia warunek PCC o uzupel-
nieniu do rownolegtoboku.

DowoOD. Niech U, Uy, U; beda punktami grassmannianu Py (2() spetlniajacymi
zatlozenia PCC. Mamy zatem dwa peki réwnoleglych:

U7 Ul = p*(U7 B1)7

U7 U2 = p*(U7 B2)
Zauwazmy, ze U jest wspélnym kierunkiem obu pekéw, zatem U || Uy || Us
oraz S*(UUy) = S*(UU,). Wezmy

Bi = U2 * Bl oraz Bé = U1 * BQ.

Poniewaz U = By N By, to mamy W takie, ze W = BiN B, i W || U (por.
1.1). Punkt W jest poszukiwanym uzupetnieniem U, Uy, U, do réwnolegloboku,
gdyz

d

Up, W =p"(U,B)) | p*(U, B1) =
Uy, W =p"(U,By) | p*(U, Bp) =

7U1
7U2-

d
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Rozdziat 3

Produkt Segre

Niech M; = (S;, L), i = 1,2, beda czeSciowymi przestrzeniami prostych.
Oznaczmy przez

S = Sl X Sg, (31)
[,,1 = {ll X {ZL’Q}Z ly € El, To € Sg}, (32)
,C/Q = {{S(Il} X ly: 1y € Sl, Iy € £2} (33)

Geometrie

My @My = (S, LU Ly)

nazywamy produktem Segre przestrzeni Mty 1 M.
Produkt Segre czesciowych przestrzeni prostych jest czeSciowa przestrzenia
prostych. Produkt Segre nigdy nie jest przestrzenia prostych.

Twierdzenie 3.1. Niech X = X1 x Xy C S1xSs. Zbior X jest podprzestrzeniq
w My @ My wtw, gdy X1, Xo sq¢ podprzestrzeniami odpowiednio My i M.

DowOD. =: Niech X bedzie podprzestrzenig produktu Segre i X; # () # Xs.
Musimy sprawdzi¢, czy X, X sa podprzestrzeniami odpowiednio ; i M.
WezZzmy prosta [y € L. Zatdézmy, ze |l; N X1| > 2. Wowcezas istniejg ai, by €
l1, X, takie, ze a; # by. Pytanie, czy [; C X;7
Wezmy teraz x5 € X, i niech a = (ay,x9) oraz b = (by, x3). Zauwazmy, ze
a,b € X. Rozpatrzmy prostg k = I, x {xy} € L. Poniewaz ay,b, € [y, wicc
a,b € k. Ale a,b € X, stad dostajemy, ze ’k: N X’ > 2. Mamy wiec, ze k C X,
a zatem [y C X;. Otrzymalidmy, ze X, jest podprzestrzenia 91;. Podobnie
wykazuje sie, ze Xo jest podprzestrzenia 9.

< Niech k bedzie prosta z produktu Segre taka, ze ’l{; N X‘ > 21X, beda
podprzestrzeniami na i-tej wspotrzednej. Zatem istnieja a,b € k, X takie, ze
a # b. Albo k = {x1} x Iy albo k = [} x {x3}, gdzie x; € S; oraz [; € L,.
Rozpatrzmy pierwsza sytuacje. Wowczas a = (x1,a2) i b = (x1,by), gdzie
as, by € ly oraz as # by. Zauwazmy, ze r1 € X oraz as, by € Xs. Poniewaz X,
jest podprzestrzenia w My, wiec Iy C X,. Teraz wezmy dowolne ¢ € k. Wtedy
¢ = (1, ¢2), gdzie ¢y € ly. Zatem ¢y € Xy, a wiec ¢ = (1, ¢) € X. Ostatecznie
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otrzymujemy, ze k C X. W przypadku prostej drugiego rodzaju rozumowanie
przebiega analogicznie. O

Jesli M; = (S;, Ly, ||:), © = 1,2 sa czeSciowymi przestrzeniami prostych z
czesciowa réwnolegloscia, to w produkcie Segre My ® My mozemy wprowadzic
relacje czedciowej réwnoleglosci. Niech [, m € £] U LS. Méwimy, ze proste [, m
sa rownolegte i piszemy

[|m wtw., gdy
l:ll X {xg},m:ml X {yg} €£,1 i ll ||1 mq lub

l=Az} xloym={y}xmee Ly i lIy]2mo.

Tak wprowadzona relacja jest relacja rownowaznosci. Ponadto zauwazmy, ze
jesli proste [ i m z produktu sa rownolegte i przecinaja sie¢ niepusto, to musza
by¢ réwne. Zatem rzeczywiscie relacja || na prostych w produkcie jest czesciowa
rownolegltoscia.

Rozwazmy dwa grassmanniany afiniczne Py, (), Py, () nad ustalona weze-
$niej analityczna przestrzenia afiniczng 2, gdzie

0< k’l < k‘g.
Dalej zajmujemy si¢ produktem Segre tychze przestrzeni Grassmanna tzn.
M = Pkl (2[) ® Pk2 (Ql)

Zgodnie z okresleniem zbioru prostych w grassmannianie afinicznym i w
produkcie Segre (3.2), (3.3), w M mamy cztery klasy prostych. Méwi o tym
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Kazda prosta przestrzeni M jest elementem jednego z czte-
rech ponizszych zbiorow:

L£y(M) = {P(H,B) x {W}:
H €My 1(V), B € Hyn(V),W € Hy,(V), H C B},

H(M) = {p*(U. B) x {W}:
U € My, (V), B € Hiyaa(V), W € Hy,(V), U C|| B,

Lo(M) = {{W} x P(H, B):
W € My, (V), H € Hy,a(V), B € Hiin(V), H C BY,

Ly(M) = {{W} x p*(U, B):
W € My, (V),U € H,(V), B € Hipa(V), U || B}
Dalej stosujemy oznaczenie L(M) = L1(M)U L5 (M) U Ly(M) U L5(M).
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3.1 Spobjnosé
Twierdzenie 3.3. Przestrzen M jest spojna.

DowoOD. Niech (Uy, Wh), (Us, Ws) beda punktami M. Wezmy w M punkt
(Uy, Ws). Wowcezas, na mocy 2.4, w Py, (2() istnieje tlamana pomiedzy W; a
Wy, tzn. Qp = Wi, Q, = Wy i @Q;_1 jest wspoéipekowe z Q; w Py, () dla
i =1,...,r. Zatem (Uy,Q;) dla i = 0,...,r tworzy lamana w M laczaca
punkt (Uy, Wy) z (U, Wa). Analogicznie, w M istnieje tamana (P;, Ws) dla
i=0,...,t taczaca punkty (Uy, W) i (Ua, W3). Poniewaz (Uy, Q,) = (P, Wa)
dowdd jest zakonczony. O

3.2 Tréjkaty

Aby wyznaczy¢ posta¢ mocnych podprzestrzeni w M potrzebujemy postac
trojkatow w M.

Lemat 3.4. Jezeli punkty (U;, W;) dla i = 1,2,3, sq wierzcholkami tréjkgta
w przestrzeni M, to albo Uy = Uy = Us albo Wi = Wy = Wi,

DowoOp. Niech A = (U, Wy), B = (U, W3), C = (Us, W3) beda wierzchot-
kami trojkata w M. Poniewaz punkty A i B sa wspotliniowe to zgodnie z 3.2
albo Ul = Ug, albo Wl = Wg.

Przyjmijmy, ze U; = Us. Z 3.2 dla punktéw A i C' mamy albo

(I) Uy = Us i Wy wspdtpekowy z W3, albo
(II) Uy wspélpekowy z Us i Wy = Wi.

Przypusémy, ze zachodzi przypadek (II). Wowczas Uy # Us, gdyz w przeciw-
nym razie mielibysmy A = (Uy, W;) = (Us, W3) = C, co przeczy zatozeniu, ze
A, B, C tworza tréjkat. Zauwazmy, ze w tym wypadku C' = (Us, W7). Ponie-
waz B = (Uy, Ws) i jest wspotiniowy z C, to z 3.2 musi byé W = Wy, To
oznacza, ze B = (U, W;) = A, co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem, ze
A, B, C to trojkat.
Tak wiec przypadek (IT) nie jest mozliwy. Zatem zachodzi (I). Stad Uy = Uy =
Ug.

Gdyby zalozy¢ na poczatku, ze Wy = Wy, to rozumujac w analogiczny
sposob dostaniemy W, = Wy = Wi, O

3.3 Mocne podprzestrzenie

Twierdzenie 3.5. X jest mocng podprzestrzenig w M wtw., gdy:

1. albo X = {W} x Xy, gdzie W jest punktem Py, () i Xy jest mocng
podprzestrzenig w Py, (),
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2. albo X = Xy x {W}, gdzie X; mocng podprzestrzenig w P, () a W
jest punktem Py, ().

DowOD. =: Zakladamy, ze X jest mocng podprzestrzenia w M. Wezmy
dwa rézne punkty A = (U, W), B = (U, W3) z X. Poniewaz X jest mocna
podprzestrzenig, to punkty A, B sa wspoétliniowe w M. Zatem z 3.2 mamy
dwie mozliwosci:

1° W jest wspotpekowy z Wo w Py, () 1 Uy = Us, albo
2° Wy = Wy i Uy jest wspOlpekowy z Uy w Py, ().

Zatozmy, ze zachodzi pierwsza z nich, tzn. Uy = Uy, =: U. Wezmy dowolny
punkt C' = (Us, W3) z X. Zgodnie z zalozeniem X jest mocna podprzestrzenia,
wiec C' jest wspotliniowy z Aiz B w M. Jesli C € A, B, to z 3.2 otrzymamy,
ze Uz = U. Jesli natomiast C' ¢ A, B, to A, B, C tworza trojkat. Z 3.4 réwniez
dostajemy, ze Us = U. Z dowolnosci wyboru C wiemy, ze X = {U} x Xo.

W przypadku, gdy W; = W, analogicznie jak wyzej, pokazemy, ze X =
X1 X {W}, gdzie W = W1 = Wg.

<: Rozwazmy przypadek X = {U} x Xy, gdzie X5 jest mocna podprze-
strzenig w Py, (). Z 3.1 X jest podprzestrzenia w M. Niech A = (U, W),
B = (U,W,) beda dowolnymi punktami z X. Z zalozenia o X, wiemy, ze
Wy jest wspotpekowy z Wy w Py, (); przez [ oznaczmy odpowiednig prosta
przez Wy i Wy, Zauwazmy, ze {U} X [ jest prosta w M laczaca punty A i B.
Pokazalismy, ze X jest mocng podprzestrzenig w M.

Gdy X = X; x {U}, to rozumowanie przebiega jak wyzej. O

To twierdznie zostato udowodnione w bardziej ogdlnej sytuacji, dla dowol-
nych produktéw Segre, w pracy [2].
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Rozdziat 4

Podprodukt Segre

Geometria badang w pracy jest struktura
N = M| = (CII, ),

gdzie G = {l NCl:1eLM), rl N QH’ > 2}. Punktami N sa pary (U, W)
gdzie U jest punktem z grassmannianu Py, (), a W punktem Py, () takimi,
ze U C|| W.

Lemat 4.1. Jesli l € L(M) i [l NC|| > 2, to 1 € (C||). Innymi stowy, zbidr
C|| jest podprzestrzenig M.

DowOD. Niech | € L(M). Zatbzmy, ze ’l N §||‘ > 2, a wiec istnieja
Wy, Wy € §||, l.

Poniewaz W1, Wy € (CJ|), wiec W; jest postaci (X, Y;), gdzie X; jest punktem
z grassmannianu Py, (), a ¥; punktem Py, () takim, ze X; C|| V; dlai =1, 2.
Jedli X; = x; + S; a Y; = y; + Tj, to z okreSlenia relacji C| otrzymujemy, ze
S; CT; dlai =1,2. Poniewaz Wy # Ws, wiec X1 # X, lub Y] # Ys.

1° Niech | € £1(M), wowcezas otrzymujemy, ze Y1 = Yo =Y, za$ X, Xy
leza w peku wlasciwym P(H, B), gdzie H = X; N X,, B = X; L X5, i mozemy
zapisa¢ | = P(H, B) x {Y'}. Poniewaz X; C|| Y i X3 C|| Y, to kazdy element
nalezacy do peku P(H, B) bedzie réwnolegly do Y, a wiec [ € (CJ|).

2° Niech | € L(M), woéwczas otrzymujemy, ze Y1 = Y, =Y, za$ X1, Xo
naleza do peku rownoleglych p*(U, B), gdzie U mozemy przyjaé, ze jest réwne
X; lub X5, to nie ma znaczenia poniewaz z definicji peku réwnolegtych i relacji
Cl|, mamy ze X; C|| Xy jesli Xy, Xy € p*(U, B), zas B = X; U X,. Mozemy
zapisaé, ze | = p*(U, B) x {Y'}. Wezmy dowolny punkt p € [. Jest on postaci
p = (X,Y). Z faktu, ze X € p*(U, B) otrzymujemy X C| X, Xs. Poniewaz
X1, X C|| Y, to z faktu, ze CJ| jest relacja przechodnia, otrzymujemy, ze
X C|| Y, a tym samym, ze [ € (C||), co wynika z dowolnoséci wyboru punktu
.

3° Niech [ € L5(M), woéwezas otrzymujemy, ze X; = Xo = X, zas Y1, Y5
naleza do peku P(H, B), gdzie H = Y1 NY5, za§ B = Y] UY,5. Mozemy zapisaé
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| ={X} xP(H,B). Poniewaz X C|| Y11 X C| Y, wigc X bedzie réwnolegly
do H, a wiec i do kazdego elementu peku P(H, B). Zatem [ € (C||).
4° Niech | € Li(M), woéwezas otrzymujemy, ze X3 = Xo = X =2+ 5,
zas Y1, Ys naleza do peku rownolegltych p*(U, B), czyli Y1 C|| Y3 i dim(Y;) =
dim(Y3) = ko, wiec mamy, ze Yo C|| Yy, astad T3 C Ty i T} 2 T3, a tym
samym, ze Ty = To, = T. Skad otrzymujemy, ze V; = y; + 7T dla ¢ = 1,2.
Mozemy zapisaé, ze | = {X } x p*(U, B). Jesli wezmiemy dowolny punkt p € [,
bedzie on postaci p = (X,Y). Z faktu, ze Y € p*(U, B), mamy Y =y + T.
Wiemy, ze S C T, wiec otrzymujemy, ze X C|| Y, a tym samym [ € (C||), co
wynika z dowolnosci wyboru punktu p.
[

Whiosek 4.2. G = {l € L(M): [InC|| > 2}.
Innym, waznym wnioskiem jaki mozna wyciggnac z 4.1 jest
Whiosek 4.3. N jest czesciowq przestrzenig prostych.
Zbadamy teraz postaé¢ prostych przestrzeni N.

Twierdzenie 4.4. Kazda prosta przestrzeni N jest elementem jednego z czte-
rech ponizszych zbiorow:

Li(N) = {P(H, B) x {W}:
H €My 1(V), B € Hiyn(V), W € Hi,(V), H C BC| W},

Li(N) = {p"(U, B) x {W}:
U € M (V), B € Hya(V), W € Hy,(V),U || B,U C|| W},

Lo(N) = {{W} x P(H, B):
W e Hy, (V), H € Hy,1(V), B € Hya(V), H C B,W C| H},

L3N) = {{W} x p*(U, B):
W € Hy, (V),U € Hy(V), B € Hipn(V), U C|| B,W C|| U},

DowoOD. Niech [ bedzie prostg z N, tzn. | € G. Z 4.2 wiemy, ze [ jest pro-
sta w przestrzeni M. Tak wiec [ jest elementem jednego z czterech zbio-
row: Ly(M), LT(M), Lo(M) lub L5(M). Rozwazmy przypadek pierwszy, gdy
l € L1(M). Wowezas | = P(H, B)x{W}, gdzie H € Hy,-1(V'), B € Hy,11(V),
W € Hy,(V)i H C B. Poniewaz | C (C||), to dla kazdego U € P(H, B) mamy
U C|| W. Czyli dla kazdego U takiego, ze H C U C B mamy U C|| W. Zatem
BC|wW.
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Teraz zatézmy, ze | € L{(M). Wowcezas | = p*(U, B) x {W}, gdzie U €
Hi, V), B € Hyy11(V),W € Hy,(V) 1 U C| B. Poniewaz | C (C]|), to dla
kazdego A € p*(U, B) mamy U C|| A. Czyli dla kazdego A takiego, ze U C||
A C Bmamy A C|| W. Zatem U C|| W.

W kolejnym przypadku [ € Lo(M). Wtedy | = {W} x P(H, B), gdzie
WeH,(V),H € Hi,—1(V), B € Hyy41(V) oraz H C B. Poniewaz [ C (CJ|),
wiec dla kazdego U € P(H,B) mamy W C|| U. Tak wiec dla kazdego U
takiego, ze H C U C B mamy W C|| U. Zatem W C|| H.

Na koniec rozpatrzmy | € L3(M). Wéwcezas | = {W} x p*(U, B), gdzie
W e Hi, (V),U € Hg,(V), B € Hipr1 (V) 1 U || B. Wiemy, ze skoro I C (C||),
to dla kazdego A € p*(U, B) otrzymujemy W C|| A. Zauwazmy, ze dla kazdego
takiego A mamy A C|| U, bo dim (A) = dim (U).

Tak wiec ostatecznie otrzymujemy, ze zachodzi W C|| U. O

4.1 Spojnosé
Twierdzenie 4.5. Przestrzen N jest spdjna.

DowoODp. Niech (Uy, Wh), (Us, W3) beda punktami z N. Przyjmijmy, ze U; =
a; + S;, W; = b; + T, dla pewnych a;,b; € V| S; € Subyg, (V) i T; € Suby,(V),
gdzie i = 1,2. Stad, ze Uy || S1, mozemy wywnioskowaé, iz punkty (Uy, W)
i (S1,W1) sa ze soba wsp6lliniowe w A, Analogicznie, skoro Wi || 71, zatem
punkt (Sy, W1) jest wspotliniowy z (51, T1). Poniewaz S; € Subyg, (V') oraz T; €
Suby, (V'), wiec dalej poruszamy si¢ w P, (V') i Py, (V) dobierajac odpowiednio
pary punktow.

Weizmy z Py, (V) ciag punktow Q, ..., Q, takich, ze Qo = T1,Q, = T i
Qi1 ~Q;dlai=1,...,r. Zatem dim(Q;_1 N Q;) = ko — 1, co oznacza, ze
Qi1 NQ; jest kowymiaru 1w Q;,_1iwQ;dlai=1,... r.

Niech P, := S;. Stad, ze U; C|| Wi mamy

Py =51 €T = Qo,
wiec albo
(a) Py C(QoNQr) albo (b) PonN(QoNQy) jest kowymiaru 1 w P,.

Jesli zachodzi przypadek (a), to (P, Q1) jest punktem N i (FPy, Q) jest wspol-
liniowy w NV z (P, Q1). W tym wypadku wezmy

Pl = P().
Jesli natomiast zachodzi (b), to wezmy
b= (Po N (Qo N Ql)) + (a), gdzie a € (Qo N Q1) \ H.

Zauwazmy, ze P, € Suby, (V), PL C Qo i Py ~ P;. Tak wiec (Py, Qo) jest punk-
tem N wspétliniowym z (P, Qp) w N. Mamy takze P, C @1, wigc (Pr, Q1)
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jest punktem N wspoétliniowym z (P, Q1) w N.

Stad, ze P, C Q1 mamy réwniez, ze albo P, C (Q1 N Qs2), albo P, N (Q1NQs)
jest kowymiaru 1 w P;. Dalej rozumowanie przebiega jak wyzej. Utworzona
w ten sposéb tamana dojdziemy do punktu (P, Q,), gdzie @, = T,. Z kon-
strukcji P, oraz z zalozenia, ze Uy C|| Wy mamy FP,,Ss C T,. Na mocy 2.3
grassmannian Py, (T3) jest spdjny, wiec mamy w nim lamana taczaca punkt
P, z punktem S,. Tak dochodzimy od punktu (F,,Ty) do punktu (S3,Ts) ta-
mang o wierzchotkach (P, T3) w N, gdzie i = r,...,r + m, P, = Sy dla
pewnego naturalnego m. Nastepnie, stad, ze Sy || Us otrzymujemy, iz (S, T3)
jest wspotliniowy z punktem (U, T) w N. Analogicznie, skoro Ty || Wa, to
wspotiniowe sa punkty (Us, Ty) 1 (Us, Wa), co koriczy dowdd. a

4.2 Trdéjkaty
Kolejny fakt daje bardziej precyzyjny opis tréjkatow w N.

Stwierdzenie 4.6. Jesli punkty (U;, W;) dla i = 1,2,3 sq wierzcholtkami trdj-
kqgta w przestrzeni N, to zachodzi jedna z szeSciu mozliwosci:

(1) Uy =Uy=Us i Wy ~ Wy ~ W3 ~ W,

(2) Uy =Up =Us i Wi~ W ~ Wiy || Wi, gdzie i, j, k € {1,2,3}, # (i, 5, k),
B) Ui=Uy=Us i Wy || Wy || W3 || W1,

(4) Wy =Wo=W3 iU} ~Uy~Us~ Uy,

(5) Wy = Wy = Wy i Uy ~ Uy ~ Uy || Us, gdzie i,k € {1,2,3}, # (i, j, k),
(6) Wi =Wo=W;3 iU [|[U: || Us | Us.

DowOD. Zatézmy, ze punkty (U;, W;) dla ¢ = 1,2,3, sa wierzchotkami tréj-
kata w N. Z 3.4 mamy albo U; = U, = Us, albo W, = W, = W3, Zalézmy,
ze Wy = Wy = W3. W tym wypadku, z 4.4 oraz z definicji trojkata wiemy, ze
Uy, Uy, Us sa parami rézne oraz wspélpekowe w Py, (2(). Zatem, z okreslenia
pojecia wspotpekowosci mamy nastepujace mozliwosci:

) Uy ~ Uy ~ Us ~ Uy,

(1) U; ~U; ~ Uy, | U, dlai, j, k € {1,2,3},
1) U; | U; || Uy ~ Uy, dlad, j, k € {1,2,3},
(IV) Ui || U2 || Us || Uy 1

Zat6zmy, ze zachodzi przypadek (III). Przyjmijmy, bez ograniczenia ogélnoscei,
ze Uy || Us || Us ~ U;. Poniewaz Uy, Us, Us sa jednakowych wymiaréw, wiec
z przechodniodci relacji réwnolegtosci, mamy U; || Us. Zatem, zgodnie z zato-
zeniem, ze Uz ~ Uy musi by¢ U; = Us. Przeczy to wcezesniejszemu zatozeniu,
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ze Uy, Us sa rozne. W ten sposéb pokazaliSmy, ze przypadek (IIT) nigdy nie
zachodzi.

W sytuacji, gdy U; = Uy = Us, rozumowanie jest doktadnie takie samo jak
wWyzej. ]

4.3 Mocne podprzestrzenie

Lemat 4.7. Jezeli X jest podprzestrzenig w M, to XN C|| jest podprzestrzenig
wN.
DOWG6D. Weimy | € G. Zaléimy, ze |l N XN C|| > 2. Zatem [INX| > 21

‘lﬂ QH‘ > 2. Zauwazmy, ze [ jest prosta w M z wniosku 4.2. Stad [ C X iz
4.11C (C]). Wiec I C (XN C||), co oznacza, ze XN C|| jest podprzestrzenig
w N. O

Z uwagi na 4.1 zbiér C|| jest podprzestrzenia M, wiec z 4.7 mozemy wy-
ciagnaé nastepujacy wniosek.
Whniosek 4.8. Jesli X jest mocng podprzestrzenig w M, to XN C|| jest mocng
podprzestrzenig w N .

Lemat 4.9. Jesli X jest podprzestrzenig w N, to X jest podprzestrzeniq w
M.

DowOD. Niech [ bedzie prostg w M taka, ze ’Xﬂl’ > 2. Poniewaz X =
XN CJ|, wiec }lﬂ §||} >2.74.21 € G. Poniewaz X jest podprzestrzenia N i
‘X N l‘ > 2 tol C X. To znaczy, ze X jest podprzestrzenia w M. O

7 4.2 proste przestrzeni N, sq prostymi przestrzeni M. Stad mamy naste-
pujacy wniosek:

Whiosek 4.10. Jesli X jest mocng podprzestrzenig w N, to X jest mocng
podprzestrzenig w M.

Twierdzenie 4.11. X jest mocng podprzestrzenig w N wtw, gdy:

(1) albo X = {W} x Xy, gdzie W jest punktem w Py, (), a Xo jest mocng
podprzestrzeniq w P, (A) takq, ze W C| Xa, to znaczy, dla U € X,
W C|U;

(2) albo X = X1 x {W}, gdzie X1 jest mocng podprzestrzenig w P, (), a
W jest punktem w Py, (A) takim, Ze X1 C|| W, to znaczy, dla U € X,
UcC|w.

DowOD. =: Zakladamy, ze X jest mocng podprzestrzeniag w N. Zatem z
wniosku 4.10 X jest mocng podprzestrzeniag w M i z twierdzenia 3.5:

1. albo X = {W} x Xy, gdzie W jest punktem Py, () i X5 jest mocna
podprzestrzenia w Py, (),
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2. albo X = X x {W}, gdzie X; mocna podprzestrzenia w Py () a W
jest punktem Py, ().

Zatozmy, ze zachodzi 1. Wezmy U € X,. Wéwcezas (W,U) € X. Poniewaz
X C(Cl), toW < U.
W przypadku 2, jedli U € Xy, to (U, W) € X i tak jak poprzednio, U C|| W.
<: Mamy tutaj dwa przypadki. Rozwazmy sytuacje, gdy X = {W} x X,
gdzie W jest punktem Py, (), X5 jest mocng podprzestrzenia w Py, (1) i
W CJ|| X3. Z 3.5 X jest mocna podprzestrzenia w M. Zauwazmy, ze jesli
(W,U) € X, to W C|| U, co oznacza, ze X C (C||). Zatem X = X N(CJ|). Na
mocy 4.8 mamy, ze X jest mocng podprzestrzenig w N.
W sytuacji, gdy X = X; x {W}, rozumowanie przebiega analogicznie. [

Twierdzenie 4.12. X jest mocng podprzestrzenig w N wtw, gdy:

(1) X = {W} x [H,Y]g,, gdzie W € H, (V), H € Hp,1(V), Y € H(V),
HCY iWC| H;

(2) X = {W} x [Z,Blk,, gdzie W € Hy, (V), Z € H(V), B € Hg,+1(V),
ZCBiWC|Z;

(3) X = {W}x[U,Y];,, gdzieW € Hy, (V), U € Hy,(V), Y € H(V), U C| Y
i W || U;

(4) X =[H, Y]y, x {W}, gdzie H € Hpy, 1 (V), Y €e H(V), W € Hy,, HCY
Y C|| W,

(5) X = [Z, B]kl X {W}, gdzie Z € H(V), B e Hk1+1(v)7 WeH,, ZCB
iBC||W:

(6) X = [U. Y], x {W}, gdzie U € My, (V), Y € H(V), W € Hy,, US| Y i
uc|w.

DoOwOD. =: Z zalozenia X jest mocng podprzestrzenig N. Zgodnie z 4.11,
uwzgledniajac 2.11, gdzie przedstawiona jest posta¢ mocnych podprzestrzeni
w grassmannianie afinicznym, otrzymujemy szes¢ przypadkoéw wyliczonych w
naszym twierdzeniu.

(1) Poniewaz musi by¢ W C|| [H, Y]k,, wiec z lematu 1.1 otrzymujemy W C||
H.

(2) Podobnie jak poprzednio mamy W C|| [Z, Bl,. Zatem z 1.1 W C|| Z.

(3) W tym przypadku mamy W C|| [U,Y];,. Poniewaz dla Uy € [U,Y];,,
W Cl|UpiU || U, wiee W C|| U.

(4) Teraz [H,Y]x, C|| W. Zatem z lematu 1.2 dostajemy Y C|| W.

(5) Podobnie, [Z, B, C|| W, a zatem z 1.2 otrzymujemy B C|| W.
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(6) Poniewaz [U,Y];, C|| W, to znaczy, ze dla Uy € [U,Y];, zachodzi U || Uy
iUy C|| W, awiec U C|| W.

<: Z narzuconych na X warunkéw mamy, ze X C (C||). Zgodnie z 2.11 i
4.11, X jest mocng podprzestrzeniag w N O

4.4 Warunek Veblena

Stwierdzenie 4.6 méwi, ze jesli trzy punkty tworza tréjkat w N, to ich pierwsze
wspotrzedne sg ustalone, a na drugiej mamy trojkat w odpowiednim grassman-
nianie, albo na odwrdét. Z uwagi na 2.15 mamy wiec:

Twierdzenie 4.13. Przestrzenn N spelnia afiniczny warunek Veblena.

4.5 Warunek Shulta

Twierdzenie 4.14. Przestrzen N spetnia warunek Shulta.

DowoODp. Niech (W;,U;) bedzie polaczalny z réznymi punktami (Ws, Us),
(W3, Us) na prostej z przestrzeni N'. Mozemy zalozy¢, ze (Wi, U;) nie lezy na
prostej przez (Ws, Us), (W3, Us) jako, ze ten przypadek jest trywialnie praw-
dziwy.
Z 46, albo Wl = W2 = W3 = W, albo U1 = U2 = U3 =:U.
W pierwszym przypadku, Uy, Us,Us tworza tréjat w Py, (). Niech Uy €
Uy, Us. Z 2.16 Uy i Uy sa potaczalne w Py, (). Zauwazmy, ze {W} x Uy, Uy
jest prosta w N. Pokazalidmy, ze (W7, U;) jest polaczalny z kazdym punktem
prostej przez (Ws, Us), (W3, Us).

W sytuacji, gdy U; = Uy = Us, dowdd przebieba analogicznie. O

4.6 Warunek Desarguesa

Twierdzenie 4.15. Przestrzenn N spelnia oba warianty afinicznego warunku
Desarguesa.

DowoOD. Zaldézmy, ze spelnione sg zalozenia warunku des. Zatem punkty
a, b, c tworzg trojkat w N. Zgodnie z 4.6 mozemy przyjaé, ze

a = (alvy)7 b= (b17y> 1 €= (Cl7y>‘ (41>

Roéwniez punkty o', b, ¢ tworzg trojkat w N. Przypusémy zatem, na pod-
stawie 4.6, ze

a =(vay), V=(zb) i =(0q). (4.2)

7 zalozen des wiemy, ze punkty a,a’ polaczone sg prosta [, podobnie b, b’
prosta Iy oraz ¢, prostg l3. Dlatego tez, z okreslenia prostych w produkcie
Segre (3.2), (3.3), musi zachodzi¢ koniunkcja nastepujacych trzech warunkow:
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(a) a3 = x albo a), =y,
(b) by =z albo b, =y,
(¢) ¢y =z albo ¢, = y.

Prowadzi to do sprzecznosci z zatozeniem, ze punkty abc i a'b'c’ tworzg tréj-
katy. W takim razie nasze przypuszczenie (4.2) byto falszywe. Uwzgledniajac
istnienie prostych [y, I i [3 musi wiec by¢

a=(apy), V=0,y) i d=(dy)

W ten sposéb pokazaliSmy, ze wszystkie punkty a,b,c,a’, V', maja jed-
na, wspolng wspotrzedna ustalong. Mozemy zatem ograniczy¢ sie do drugiej
wspotrzednej, na ktorej mamy grassmanian afiniczny. Tak wiec na mocy 2.17
w N zachodzi des.

Zauwazmy, ze nigdzie w powyzszym rozumowaniu nie korzystaliémy z tego,
ze ly || lo || Is. Zatem w N prawdziwy jest réwniez Des. O

4.7 Uzupelnienie do réwnolegltoboku

Twierdzenie 4.16. Przestrzenn N spelnia warunek PCC o wzupetnianiu do
rownolegtoboku.

DowOD. Niech a,b, ¢ bedg punktami przestrzeni N spetniajgcymi zatozenia
warunku PCC o uzupetnianiu do réwnolegtoboku. Bez zmniejszenia ogblnosci,
mozemy wowczas powiedzie¢, ze sa dwie mozliwosci:

(a) a = (U, W), b = (U, Wl), C = (U, WQ),
(b) a = (U, W), b= (U, Wl), Cc = (Ul,W)

Rozwazmy sytuacje (a). Punkty a,b, c maja pierwsza wspéhrzedna ustalona.

Korzystajac zatem z prawa PCC dla grassmannianu afinicznego, tzn. z 2.18,

otrzymujemy W3 uzupekiajacy tréjke W, Wy, W5 do rownolegtoboku. Ponie-

waz a jest punktem N, wiec U C|| W. Ponadto W || W5 (por. dow6d 2.18).
d = (U,Ws)

jest uzupelnieniem tréjki a, b, ¢ do réwnolegloboku w N
Zalézmy teraz, ze zachodzi (b). Mamy wowczas dwie proste przestrzeni N:

gdzie [y = U, Uy jest prosta w pierwszej sktadowej produktu, a lo = W, W7 jest
prosta w drugiej sktadowej.
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Zauwazmy, iz z zatozen PCC mamy:
{U} X 12 || {U} X l2 oraz ll X {W} || ll X {W}

Z definicji réwnolegtosci w N oznacza to odpowiednio, ze Iy || I3 i ly || lo.
Zatem [y jest pekiem réwnolegtych w Py, (), a Iy jest pekiem réwnolegtych
w Py, (20). Stad, na mocy 2.1, otrzymujemy odpowiednio

Ul Uy oraz W || Wy. (4.3)
Poniewaz b jest punktem z N, wiec U C|| W;. Zatem z (4.3) mamy
Up | U < W,

a wiec

U, CJ| Wy.

To znaczy, ze mamy punkt d := (U, W) w przestrzeni N
Zauwazmy, ze

{Ul} X 12 = C,—d oraz ll X {Wl} = m

Poniewaz powyzsze proste taczg punkty z N, wiec zgodnie z 4.2, sq one pro-
stymi z M. W ten sposob dowdd PCC jest zakonczony. O
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