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Wstep

W pracy [9] bada sie rzuty w bardzo ogdlnych strukturach zwanych przestrze-
nie jezowe. Przestrzenie rzutowe, afiniczne i grassmaniany afiniczne sg szcze-
gb6lnymi przypadkami przestrzeni jezowych. Z tego powodu mozna uznac, ze
rozwiniety w [9] aparat rzutowania mozna zaaplikowaé¢ w tych réwniez znanych
geometriach. Rodzi si¢ tutaj pytanie, na ile stosowanie tego ogdlnego aparatu
jest zgodne z klasycznymi rzutami w geometrii grassmannianu afinicznego.

Punktem wyjscia do moich rozwazan jest praca [8], w ktorej przedstawione
sg rzutowania w kracie afinicznej. Sa tam szczegdétowo zbadane peki odcinkow
wlasciwych i rzuty w tych pekach. W ten sposob praca ta, jako bardziej ogol-
na, dostarcza gotowych rozwigzan w wielu wypadkach. Nie poruszane sa w
niej niestety odcinki rownolegtych i w mojej pracy wszystkie konstrukcje ich
dotyczace sa catkowicie nowe.

Celem mojej pracy jest zrekonstruowanie aparatu rzutowego w grassma-
nianie afinicznym jako pochodnego od geometrii afinicznej. Podstawg do tej
rekonstrukeji jest zbadanie podprzestrzeni odcinkowych i ich pekéw w gras-
smanianie afinicznym. Posrednim wynikiem pracy jest klasyfikacja pekéw pod-
przestrzeni odcinkowych (por. Tw. 2.9 i Tw. 2.10). Zasadniczym wynikiem jest
klasyfikacja rzutéw w pekach odcinkéw, ktorej podsumowanie stanowia Tw.
3.21 i Tw. 3.22. Interesujagcym faktem jest to, ze uzyskane rodzaje rzutéw sa
uogolnieniem dobrze nam znanych rzutéw z geometrii elementarnej, a wigc
rzutu srodkowego oraz réwnolegtego. Udato sie to uzyska¢ dzigki wyrazeniu
$lizgow z [8] jako rzutéw rownoleglych. Nie sa to zatem nowe rzuty, a jedynie
nowe spojrzenie na $lizgi jak na rzuty rownolegte.

Ciekawym problemem jest znalezienie powigzan z podobna klasyfikacja
przedstawiona w [9] co moze stanowié¢ kontynuacje mojej pracy.



Rozdziat 1

Grassmannian afiniczny

Punktem wyjscia do rozwazan réznych struktur geometrycznych w tej pracy
jest grassmannian afiniczny. Nim jednak wprowadze pojecie grassmannianu
afinicznego przypomne definicje czesciowej przestrzeni prostych, przestrzeni
prostych oraz przestrzeni afinicznej, nad ktora to dopiero jest budowany gras-
smannian afiniczny.

1.1 Pojecia wstepne

Niech S bedzie dowolnym niepustym zbiorem, a L rodzina podzbioréw S, tzn.
L C 2°. Elementy S nazywamy punktami natomiast elementy L nazywany
prostymi. Strukture M = (S, L) nazywamy czesciowq przestrzeniq prostych,
gdy spelione sg nast¢pujace aksjomaty:

(L1) Przez dwa dowolne r6zne punkty przechodzi co najwyzej jedna prosta.
(L2) Kazda prosta sklada sie z co najmniej dwoch punktow.

(L3) Istnieja trzy punkty, nie lezace na jednej prostej (niewspdtliniowe).
Struktura 91 jest przestrzeniq prostych, gdy:

(L4) przez kazde dwa rézne punkty przechodzi jedna prosta.

Niech || € L x L. Relacje || nazywamy relacjg réownoleglo$ci jesli jest ona
relacja réwnowaznosci i spetnia nastepujace warunki:

(A1) Dla dowolnego punktu p i prostej k istnieje taka prosta [ przez p, ze
L k.

(A2) Dla dowolnych prostych k, I, jesli k|| likNI#0, to k =1.

Powyzsze dwa aksjomaty to stynny ,postulat rownolegtosci” Euklidesa.
Przestrzen afiniczna to taka przestrzen prostych z réwnoleglosdcia, ktéra

spelnia afiniczny warunek Veblena. Afiniczny warunek Veblena moéwi, ze pro-

sta rownolegta do podstawy niezdegenerowanego trojkata, przecinajaca jedno
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z jego ramion przetnie tez i drugie. Rzeczywista przestrzen euklidesowa jest
przyktadem przestrzeni afinicznej.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad niekoniecznie przemiennym
cialem K. Przez Sub(V') oznaczamy rodzine wszystkich podprzestrzeni prze-
strzeni V', natomiast

H(V):={a+S:acV, SeSub(V)}

to zbiér wszystkich warstw nad V. Jesli U € H(V') to istnieje doktadnie jedna
podprzestrzen S € Sub(V) taka, ze U = u+ S i U € H(V) dla pewnego
u €V, wiec dla warstwy U jej podprzestrzen kierunkowa S jest wyznaczona
jednoznacznie. Mozemy moéwi¢ o wymiarze warstw i przyjaé, ze dimU :=
dim S. Zbiér wszystkich k-wymiarowych podprzestrzeni V' oznaczamy jako
Suby(V'), natomiast zbiér wszystkich k-wymiarowych warstw to

Hu(V):={a+S:aeV, SeSub(V)}.
Przeksztalcenie 7, zdefiniowane jako 7,(v) = v + u, dziala na V i zachowuje
H. (V) dla dowolnego naturalnego k. Dla U, W € H(V') piszemy:
Ud|W:«<—= 7,(U)C W dla pewnego v € V.
JeShU=u+SiW =w+T, gdzie u,w € V a S, T € Sub(V), wowczas

Ul[|W < SCT. (1.1)

Symetryczna relacje rownolegtosci dla warstw mozemy okresli¢ nastepujaco:

U|W:e Ug|wc| U (1.2)

Zauwazmy, ze:

UIlW < S=T. (1.3)

Struktura:
A=AV)=(V,H:(V), ),

jest przestrzeniq afiniczng. Zbior:

H(V) = H(V) U {0}

jest klasa wszystkich podprzestrzeni 2. Oczywiscie dim(0)) = —1 1 dim({a}) =
0 dla kazdego a € V. Dla U/ W € H/(\V) mozna okresli¢ ich kres dolny' w
nastepujacy sposob:

Unw :=Unw.

Natomiast kres gérny? jest zdefiniowany w nastepujacy sposéb:

UUW :=u+ (S, T,u—w). (1.4)

!Najwieksza podprzestrzen zawarta w U i W
2Najmniejsza podprzestrzen zawierajaca U i W
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Jest to fakt dobrze znany z geometrii elementarne;j.
Dalej w pracy k jest liczba naturalna, taka ze

0<k<dmV.

Definicja 1.1. Dwie podprzestrzenie H, B przestrzeni 2, takie ze H C B i
dim H + 1 =k = dim B — 1, wyznaczaja k-pek wiasciwy, tzn. zbidér postaci:
P(H,B)={ReHy(V): HC RC B}, (1.5)

gdzie H nazywamy wierzcholkiem, a B podstawq peku P(H, B). Przez Py(2)
oznaczmy zbiér wszystkich k-pekéw wlasciwych w 2.

Rysunek 1.1: Przyktad pekow wlasciwych.
Definicja 1.2. Kazda para U, B podprzestrzeni przestrzeni U, taka ze U C|| B
idimU =k =dim B — 1, wyznacza k-pek réownoleglych, tzn. zbior
p(U,B)={ReHx(V): U || RC B}, (1.6)

gdzie U nazywamy kierunkiem, a B podstawq peku p*(U, B). Przez Pi(2)
oznaczmy zbiér wszystkich k-pekéw réwnolegtych w 2L,

Rysunek 1.2: Przyktady pekéw réwnoleghych.
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Definicja 1.3. Strukture
Py(A) = (Hi(V), Pr(2) U PL(A))
nazywamy grassmannianem afinicznym indeksu k.
Zgodnie z [7] grassmannian afiniczny jest czesciowa przestrzenia prostych.

Definicja 1.4. Méwimy, ze dwie rézne podprzestrzenie U i W przestrzeni 2
sa sgsiednie i piszemy U ~ W, gdy dim(U M W)+ 1 =dimU = dim W.

Fakt 1.5. Jesli, dwie rozne podprzestrzenie U « W przestrzeni A, sq sqsiednie,
todim(UUW) =dimU+1 = dim W + 1 i wyznaczony przez nie pek wtasciwy
toP(UNW,UUW).

Lemat 1.6. Jesli U i« W sq podprzestrzeniami 2 takimi, ze W C|| U ¢ U N
W =0, to dm(U UW) = dimU + 1 ¢ U W wyznaczajqg pek réwnoleglych
p (U, UL W).

DowOD. Wezmy, dwie podprzestrzenie U = u+ S 1 W = w + T, ktére spel-
niaja zatozenia lematu. Oczywiscie U C U L W, wiec nalezy jeszcze pokazac,
ze dim(U U W) = dimU + 1. Z okreslenia relacji C|| mamy, ze 7' C S i tym
samym

UuW=u+(S,T,u —w) =u+ (S,u— w). (1.7)

Przypusémy, ze u —w € S i oznaczmy z := u + (w — u). Wtedy = € U, ale
z drugiej strony x = w i x € W. Dostajemy sprzecznos¢ z zatozeniem, ze
Unw =0. Wiecu —w ¢ S iz (1.7) otrzymujemy

dim(UUW)=dimS+1=dimU + 1.

Pokazalismy, ze dla takich U i W, zachodzi U C U LU W i dim(U U W) =
dim U + 1. Wyznaczaja wiec one pek rownolegltych p*(U, U U W), co konhczy
dowdd.

[

Whniosek 1.7. Jesli, dwie rozne podprzestrzenie U, W przestrzeni A, sq row-
nolegte, to dim(U U W) = dimU + 1 = dimW + 1 ¢ wyznaczajg one pek
rownolegtych p*(U, U U W).

Definicja 1.8. Méwimy, ze dwie podprzestrzenie U i W przestrzeni 2, sa
wspotpekowe, jesli sa sasiednie lub sa réwnoleglte. Dla wspotpekowych pod-
przestrzeni U, W przestrzeni 2 okreslamy pek wyznaczony przez U i W, jako
zbior:
PUNW,UUW), gdy W ~U,
UW = {p"(U,ULW), gdy U [|W,
vy, gdy U =1V
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Z definicji sasiedniosci 1.4 i okreslenia réwnolegtosci (1.3) wynika, ze wspol-
pekowe podprzestrzenie przestrzeni afinicznej 2 maja ten sam wymiar. Za-
uwazmy tez, ze zbiér punktéw na prostej w przestrzeni 2 formalnie spetnia
zalozenia zaréwno peku witasciwego jak i peku rownolegtych.

Fakt 1.9. Jesli U ¢ W sq podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej 2 takimi,
zedm(UUW)—1=dimU =dimW oraz UMW # 0, to dim(UNW)+1 =
dimU =dim W, a tym samym U ~ W.

DowoOD. Cytat z pracy [8], a dokladnie lemat 1.9. O

Whniosek 1.10. Jesli U ¢ W sq podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej A
takimi, ze dim(U U W) — 1 = dimU = dim W, to sq¢ one réwnolegle lub
sgsiednie, czyli zawsze sq wspolpekowe.

Zauwazmy, ze wniosek 1.10 mowi w szczegdlnosci, ze na plaszezyznie afi-
nicznej proste sa albo réwnolegte, albo przecinaja sie. Jest to znany fakt w
geometrii afinicznej.

Lemat 1.11. Niech p bedzie dowolnym k-pekiem w przestrzeni afinicznej U,
wowczas p = Uy, Us dla dowolnych Uy, Us € p, takich, ze Uy # Us,.

DowoOp. 1°

Niech p bedzie dowolnym pekiem wlasciwym i Uy, Us € p, Uy # Uy. Wow-
czas z definicji 1.8 p = U, W dla pewnych sasiednich i r6znych U, W € Hy (V).
7, okreslenia peku wtasciwego

Unw cu, iunw CUs,,
wiec
Unw CUnNU,

Poniewaz Uy, U; € p i p jest pekiem wlasciwym, mamy ze Uy, Us sg sasiednie,
a wiec dim(Uy MUy) = k — 1, réwniez dim(U M W) = k — 1, jednoczesnie
UnW C U MNU,, stad mamy ze UMW = U, MUs,. Z drugiej strony mamy ze:

Uy CUOUW iU, CUUW,
czyli
UbuU, CUOuUWwW

i z faktu ze dim(U; U Uy) = dim(U U W) otrzymujemy U; U Uy = U LU W,
a wtedy

U,W:p(UﬂVV,UUW):p(UlﬂUQ,U1|_|U2):U1,U2.

20
Niech teraz p bedzie pekiem réwnolegtych i Uy, Us € p, Uy # Uy Wowcezas
z definicji 1.8 p = U, W dla pewnych U, W € Hy(V) takich, ze U || W. Z



RZUTOWANIA W GRASSMANNIANACH AFINICZNYCH 7

definicji 1.2 1 przechodniosci relacji réwnolegtosci mamy U || W || Uy || Uz, az
faktu 1.7 mamy, ze dim(U; U Uy) = k + 1. Poniewaz

U, CULW iU, CULW,

to
ULut, CcUOuw
i otrzymujemy U UW = U; U Us, a wtedy

U,W = p*(U,UI_I W) = P(Ul, U1 LJ Ug) = Ul,UQ.

0

Lemat 1.12. Niech p bedzie k-pekiem oraz Uy, Uy podprzestrzeniami A takima,
ze p= U, Us,.
(i) Jesli W C Uy, Us, to dla kazdego U € p mamy W C U.

(i1) Jesli Uy, Uy C W, to dla kazdego U € p mamy U C W.

DowOD. (i) Jesli W # () to p jest pekiem wlasciwym. Z definicji 1.8 p bedzie
postaci P(U; M Uy, Uy U Us), a z definicji k-peku wlasciwego w przestrzeni
afinicznej wiemy, ze dla kazdego U € p zachodzi U, MU, C U. Z zatozenia
natomiast wynika, ze W C U, N U,, zatem z przechodniosci inkluzji W C U.

Gdy W = 00 to zawsze W C U.

(ii) Zaréwno dla peku wlasciwego, jak i peku réwnolegltych mamy U C
U, LU, dla dowolnego U € p. Z zatozenia zas U; LUy C W co ostatecznie daje
U C W,a tym samym konczy dowdd. O

Lemat 1.13. Niech p bedzie k-pekiem oraz Uy, Us elementami w przestrzeni
afinicznej A takimi, ze p = Uy, Us.
(i) Jesli W C|| Uy, Uy, to dla kazdego U € p mamy W C|| U.

(i) Jesli Uy, Uy C|| W, to dla kazdego U € p mamy U C|| W.

DowOD.
(i) Jesli p jest pekiem réwnolegtych, to dla dowolnego U € Uy, Uy mamy U ||
Uy, Uy, a poniewaz W C|| Uy, Us wiec z przechodniodci relacji réwnolegtoscei
otrzymujemy W C|| U.

Jesli p jest pekiem wlasciwym, wowczas dla kazdego U € p, spetniona jest
inkluzgja Uy MUy C U. Z zalozenia natomiast wynika, ze W C|| Uy, Us, wiec
W C|| Uy MU, i z przechodniosci inkluzji W C|| U.

(ii) Jedli p to pek réwnolegtych, wowezas:

UEUl,UQaWiQCUH Ul,UQ QH W—>UQHW
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Jesli p jest pekiem wtasciwym rozpietym przez Uy = uy + 51Uy = us + T, to
z definicji 1.4 wiemy, ze dim(U; MUs) + 1 = dim(U;) = dim(Us). Jedli tylko
U, i Uy nie sg punktami to U; MU, # 0 1 istnieje pewne u € U; MUy, takie ze:

U1:U+S i U2:U+T,

Wéwezas

UyUU;=u+ (S, T,u—u) =u+(S,T),
a poniewaz Uy, Uy C|| W =w+ Q, to S, T C @ i otrzymujemy:
Uul, C|| W

Z 1.1 dowolny element U € p nalezy do U; U Us,, a tym samym U C| W.
W przypadku gdy U; i U; sa punktami w przestrzeni afinicznej 2, to dowod
przebiega analogicznie jak dla peku rownoleglych. O

Definicja 1.14. Dla U i W podprzestrzeni A takich, ze U C|| W przez U « W
oznaczamy podprzestrzen rownolegta do W zawierajaca U. Operacje * mozna
wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

U=UxW wtw.gdy UCU i U | W (1.8)

W szczegdlnym przypadku, gdy U jest punktem zas W prosta w 2, to
U % W jest prosta réwnolegla do prostej W, przechodzaca przez U. Operacja
x jest dobrze okreslona dla dowolnego punku i prostej w przestrzeni z rowno-
legtoscia spetiajaca postulat Euklidesa.

Fakt 1.15. Niech U, W Y podprzestrzenie 2 takie, Ze U C|| W. Wéwczas

1L UCUxWCUUW,
2. W U*xW.

S UCY iWd[[YiUxWCY.
4. dim(U « W) = k.

Definicja 1.16. Niech U = u + S oraz W = w + T beda podprzestrzeniami
przestrzeni afinicznej A. Wowcezas okreslamy dla nich operacje © w nastepu-
jacy sposob:

UQW :=u+(ST).

Fakt 1.17. NiechU =u+ S, W =w +T Y podprzestrzenie A. Wowczas
1. JesiwW C||U toU@ W =U.
2.UCUQW CUUW.
8. UWCUQW.
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4o JeSiWCY toUQW CUQY.
5. JeSi UMW #£DtoUQW =W QU =UUW.
6. dim(U @ W) = dim((S, T)).

7. Jesli U CY toUQW CY QW.

8 JesliUCY iWC|Y toUQWCY.

Fakt 1.18. Jesli U jest podprzestrzenig A, a L prostg w A takq, ze L <] U,
to dim(U @ L) = dim(U) + 1.

DowOD. To bardziej wyjasnienie niz formalny dowéd. Niech U = v+ S, a
L =1+T dla pewnych podprzestrzeni S, T przestrzeni V. Z zalozenia wiemy,
ze LA U. Oznacza to, ze T ¢ S. Jak powiedzieliémy na wstepie do tego roz-
dziatu, wymiar warstwy mozemy utozsamiaé¢ z wymiarem jej podprzestrzeni
kierunkowej. Poniewaz T' ¢ S oraz dim T = 1, wiec dim ((S,7T)) = dim S + 1.
Ostatecznie mamy, ze dim(U @ L) = dim U + 1. O

Prostym wnioskiem z powyzszego faktu jest nastepujace spostrzezenie.

Whniosek 1.19. Jesli U @ L takie jok w fakcie 1.18, to wyznaczajg one pek
rownoleglych postaci:
p (U, U@ L).

1.2 Podprzestrzen odcinkowa w grassmannia-
nie
Odcinkiem wilasciwym w przestrzeni afinicznej 2 nazywamy zbior postaci:

ZY]={UeH(V): ZCcUCY} (1.9)
gdzie Z,Y € H(V). Zauwazmy, 7e pek wlasciwy P(H, B) to zbiér [H, B)\{Z,Y},
czyli odcinek bez koncoéw. Zatem odcinki sg uogélnieniem pekow wrasciwych.
Rodzi sie pytanie w jaki sposéb uogélni¢ pek réwnolegtych?
Odcinkiem rownoleglych w przestrzeni afinicznej 2, nazywamy zbior po-
staci:

Z Y] ={UeH(V): ZC|UCY}, (1.10)

gdzie Z)Y € H(V) takie, ze Z jest co najmniej prosta w 2. Faktycznie
odcinek réwnolegtych bedzie uogélnieniem peku rownoleglych, a mianowicie
p*(U, B) = [U, B|"\{B}.

Wprowadzone w tym akapicie nazewnictwo odnosi sie zaréwno do odcin-
kéw wiasciwych jak roéwniez do odcinkéw réwnolegtych i przez stowo ,,odcinek”
rozumiemy wtasnie jeden z nich. I tak koniec Z odcinka nazywamy wierzchol-
kiem, natomiast koniec Y podstawq. Méwimy, ze odcinek jest niezdegenerowany
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jesli zawiera co najmniej dwa rézne elementy. Odcinek nazywamy nietrywial-
nym jesli zawiera co najmniej trzy rézne elementy:.

W pracy bedebedziemy si¢ zajmowac specjalnymi odcinkami zwanymi k-
odcinkami lub odcinkami indeksu k.

Odcinkiem wtasciwym indeksu k lub k-odcinkiem wia$ciwym w przestrzeni
afinicznej 2 nazywamy zbiér postaci:

Z,Y]k:={UeHu(V): ZCUCYY, (1.11)
gdzie Z)Y € H(AV). bLatwo zauwazy¢ ze gdy k < dim(Z) lub dim(Y) < k
to [Z,Y]y = 0, gdy k = dim(Z) to [Z,Y], = {Z}, a gdy k = dim(Y) to

[Z7 Y]k = {Y}

Rysunek 1.3: Przyktad k-odcinka wlasciwego. Zbiér wszystkich prostych w
przestrzeni tréjwymiarowej przez ustalony punkt.

Odcinkiem rownolegtych indeksu k lub k-odcinkiem réwnolegltych w prze-
strzeni afinicznej A, nazywamy zbior postaci:

2 Y] ={UeHe(V): ZC||U CYY, (1.12)

gdzie Z,Y € H(V) takie, ze Z jest co najmniej prosta w 2(. Je$li Z =a €V,
czyli Z jest punktem?® w 2 wéwczas odcinek réwnoleglych miatby nastepujaca
postac:

3W tym wypadku utozsamiamy punkt a z singletonem punktu a tzn. z {a}.
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la, YT ={U e Hy(V): U C YV},

poniewaz kazdy punkt z 21 da si¢ przesuna¢ w taki sposob, ze bedzie sie za-
wieral w dowolnej podprzestrzeni U przestrzeni 2. Jednoczesnie w kazdej U
przestrzeni 20 zawarta jest podprzestrzen zerowa (), wicc mamy nastepujaca
rOWnosc:

0, YT ={U e Hx(V): U C Y} =[0,Y]; = [0, Y]k, (1.13)

co ttumaczy dlaczego rozwazane dalej k-odcinki rownolegtych, jako wierzcho-
tek posiadajg co najmniej prosta.

W dalszej czedci pracy rozwazamy nietrywialne, k-odcinki wlasciwe X; =
[Z:,Yilk, 1 = 1,2, ..., oraz nietrywialne k-odcinki réwnolegltych X* = [Z;, Y]},
1 =1,2,...1 stosujemy nastepujace konwencje:

Z' =720y, Z'=2,UZ, Y =YiNY, Y'=Y,UY,  (1.14)
X/ - Xl N XQ = [Z”,Y/], X// = <X1,X2> = [Z/,Y”]. (115)

Fakt 1.20. Niech Zi,Z5,Y bedq podprzestrzeniami przestrzeni afiniczne; 2.
Jesli Zl || Zg, to [Zl,Y];Z = [ZQ,Y];;

Lemat 1.21. Niech p bedzie dowolng prostqg w grassmannianie afinicznym
P (1), wowczas jesli Uy, Us € pN [Z,Y ]y i Uy # Us, to p C [Z,Y]y.

DowOD. W grassmannianie afinicznym P (2(), p moze by¢ k-pekiem wlasci-
wym lub p moze by¢ k-pekiem réwnolegtych. Osobno rozpatrzymy te dwa
przypadki:

1° Niech p bedzie k-pekiem wlasciwym i Uy, Uy € p N [Z,Y]g. Z 1.11 mamy

p=U;,Us. Wezmy U € p. 7 definicji k-peku wlasciwego mamy:
UynU, CU C U, UU,,
natomiast z definicji k-odcinka i z zalozenia ze Uy, Uy € [Z,Y]r mamy:
ZCUNU,CUCU,UU,CY,

co oznacza, ze U € [Z,Y]j.
2° Niech p bedzie k-pekiem réwnolegtych i Uy, Us € p N [Z,Y]. Z 1.11
mamy p = Uy, Uy. Wezmy U € p. Z definicji k-peku réwnolegtych mamy:

Uy ||Us || U C U UUs.

wiec Uy MUy = (i z definicji k-odcinka oraz z zalozenia ze Uy, Us € [Z,Y ]
mamy: Z C Uy NUy, =0, a to jest wtedy i tylko wtedy gdy Z = ). Z definicji
k-odcinka:

Z=0CUCU;UU;, CY,

co oznacza, ze U € [Z,Y].
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Z powyzszego lematu wynika ze k-odcinek wlasciwy w 2 jest podprzestrzenia
w grassmannianie afinicznym Py (2(). Zbadamy teraz k-odcinki réwnolegtych.

Lemat 1.22. Niech p bedzie dowolng prostqg w grassmannianie afinicznym
Py (), wowczas jesli Uy, Us € pN [Z,Y 5 i Uy # Us, to p C [Z,Y]5.

DowoOD. Niech p bedzie prosta w grassmannianie afinicznym Py (21), podob-
nie jak w dowodzie powyzej oddzielnie rozpatrzymy przypadek, gdy p jest
k-pekiem wtasciwym i gdy p to k-pek rownoleglych.
1° Niech p bedzie k-pekiem wlasciwym i Uy, Us € p N [Z,Y];. Z 1.11 mamy
p = Uy, Uy, wezmy wiec U € p. Z definicji k-odcinka réwnoleglego i zatozenia
wynika

ZC|UyCcY oraz ZC||UyCY. (1.16)
Poniewaz U, Uy sg réznymi punktami na p, to Uy MU, # 0. Zatem z 1.16
Z QH U1 N UQ i dalej:

ZC|UnNnUy,cUcCU UU,CY,

awiec U € [Z,Y];
2° Niech p bedzie k-pekiem réwnolegtych i Uy, U € pN[Z, Y], to z 1.11
mamy p = Uy, Uy, wezmy teraz U € p. To mamy, ze U || Uy || Us, wiec jesli
Ui =u; + S dlai=1,2, zas U jest postaci u + S to z faktu, ze Uy, U, € [Z,Y];
mamy:
2+T=2ZC|U CYoraz Z C|| Uy CY.

Z okreslenia relacji C|| wiemy, ze ' C S, a tym samym
ZC|UCU U Y

czyli U € [Z, Y.

Mozemy teraz sformutowaé ogdlne twierdzenie.

Stwierdzenie 1.23. Dowolny k-odcinek jest podprzestrzeniq w grassmannia-
nie afinicznym Py ().

DowOD. Bezposredni wniosek z 1.22 oraz 1.21. O

Méwimy, ze Podprzestrzen X przestrzeni Py (2() jest podprzestrzenia odcin-
kowa, gdy istnieja takie Z,Y € H(V) ze X = [Z,Y ], lub X = [Z,Y];.

Fakt 1.24. Niech Z,Y bedg elementami H(V'). Jesli X jest niezdegenerowa-
nym odcinkiem wlasciwym o wierzchotku Z 1 podstawie Y, to

[lx=2z i |x=V¥
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Tak wiec odcinki wlasciwe w przestrzeni afinicznej 2 jednoznacznie wy-
znaczaja swoje konce. Jesli X bedzie niezdegenerowanym odcinkiem réwnole-

glych, to:
[Jx=0 1 [Jx=Y

czyli mozemy wyznaczy¢ podstawe odcinka réwnolegtego X', natomiast wierz-
chotek nie moze by¢ wyznaczony jednoznacznie (najwyzej z doktadnoscia do
kierunku).

Dosé tatwo zauwazy¢, ze prawdziwe sg rowniez ponizsze dwa fakty.

Fakt 1.25. Niech X; = [Z;,Yi|x, i = 1,2 bedq k-odcinkami wlaSciwymi w
przestrzeni grassmanna P ().
(1) XNy =[Z,UZ, Y1 MYy

(ii) (X1, Xo) = [Z1 1 Zy, Y1 U Y5y,

gdzie (X1, Xy) jest najmniejszym k-odcinkiem wlasciwym zawierajgcym Xy, Xs.

Fakt 1.26. Niech X; = [Z;,Yi];, i = 1,2 bedg k-odcinkami réwnoleglych w
przestrzeni grassmanna Py ().

(i) (X, X)) =[SNT, Y1 UYss,
gdzie (X1, Xa) jest nagmniejszym k-odcinkiem réwnoleglych zawierajgcym Xy, X,
natomiast S 1T sq to podprzestrzenie kierunkowe odpowiednio Zy i Zsy, czyli
Zi=2z21+S5 za8 Zy = 20+ T.

Zgodnie z ogblna teoria, podprzestrzen kowymiaru 1 to maksymalna, wta-
Sciwa podprzestrzen. W przypadku odcinkéw wlasciwych &; = [Z;, Yilx, i@ =
1,2 grassmannianu afinicznego Py (1) méwimy, ze odcinek X jest kowymiaru
1 w odcinku A5 jesli albo Z; = Z5 1 Y] C Ys oraz dimY; + 1 = dim Y5, albo
7y C ZyidimZy + 1 =dim Z, oraz Y] = Yy, czyli gdy Xy jest maksymalnym
i wlasciwym pododcinkiem AXj.

W przypadku odcinka réwnolegtych Xy = [Z5, Y]} grassmannianu afinicz-
nego Pr(A) méwimy, ze odcinek A jest kowymiaru 1 w odcinku Xy jesli
zachodzi jeden z trzech przypadkéow:

1. Xl = [Zl,Yl]Z, gdzie Z1 = ZQ, Y1 C }/2 oraz dlel +1= dlm)fg,
2. X, = [Z, Y13, gdzie Zy C|| Zy i dim Z; 4+ 1 = dim Z, oraz Y] = Y,
3. X1 = [Zl,Yi]k, gdzie Al || Zy C Yy =Y.

Mowimy, ze odcinki &, Xy sa komplementarne lub uzupeiniajq sie wzgle-
dem odcinka X jesli X1 NXy =01 (X, Ap) = X.



Rozdzial 2
Peki odcinkéw

W ponizszym rozdziale zajmiemy si¢ badaniem pekéw k-odcinkow w gras-
smannianie afinicznym Py (21). Zeby okredli¢ taki pek potrzebne jest poje-
cie wspotpekowych k-odcinkow. Dwa k-odcinki &) i Xy sa wspotpekowe, je-
sli wspotpekowe sa ich wierzchotki 77, Z5 oraz podstawy Y7, Ys. Jesli odcinki
Xy, X5 sa rozne 1 wspotpekowe, to zbior postaci

Xl,XQ = {[Z,Y]k Z€Z1,Z2, YGH,}/Q, ZQY} (21)
nazywamy quasi-pekiem k-odcinkow wiasciwych. Natomiast zbior:
X, Xy ={ZY);: Z€Z,Z,, YEW,Ys, ZC|Y} (22

nazywamy quasi-pekiem k-odcinkow rownoleglych

Mowimy krotko ze G jest quasi-pekiem k-odcinkow, gdy G jest quasi-
pekiem k-odcinkéw wihasciwych lub réwnoleglych. Méwimy, ze quasi-pek jest
nietrywialny gdy zawiera co najmniej dwa elementy.

Fakt 2.1. Niech X, X, *, bedzie quasi pekiem k-odcinkow rownoleglych, takim

ze 2y, Zy jest pekiem rownolegtych. Dla dowolnego Zy € Zy, Zy mamy:

Xy = {20, Y] Y €VY2, 2o | Y
Niech

S ={Z Y] ZCY, ZY e H(V)}, (2.3)

bedzie rodzina wszystkich k-odcinkéw wlasciwych w grassmannianie afinicz-
nym P (). Zas zbior

v ={[Z.Y];: ZC| Y, Z,Y € H(V)}, (2.4)
bedzie rodzing wszystkich k-odcinkéw réwnoleglych w grassmannianie afinicz-

nym P (2).

A

Niech ¥ = ¥ U X*, wowczas Sub(SA) oznacza¢ bedzie rodzine wszystkich
podzbioréw zbioru S, gdzie S = X, ¥*, 3. Okredlamy operacje

X: 3 x 5 — Sub(%)

14
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w nastepujacy sposob: niech Z,) € 5 wowezas
ZRY={[ZYheS: Z€ ZY € V}. (2.5)

Jesli p, q sa pekami, wzglednie p albo ¢ jest singletonem podprzestrzeni A, to
p X q jest quasi-pekiem k-odcinkéw wiasciwych. Na odwrot, kazdy quasi-pek
mozna przedstawic¢ jako X produkt pewnych k-odcinkéow.

Teraz okreslamy operacje

X" ¥ x ¥ — Sub(Z*)
w nastepujacy sposob: niech Z,) € 5 wowczas
ZRY={[ZY;eS:Ze 2 Y eV} (2.6)

Jesli p, q sa pekami, wzglednie p albo ¢ jest singletonem podprzestrzeni 2, to
p X* q jest quasi-pekiem k-odcinkéw réwnoleglych. Na odwrot, kazdy quasi-
pek k-odcinkow rownoleglych mozna przedstawi¢ jako X* produkt pewnych
k-odcinkow.

2.1 Peki minimalne

Definicja 2.2. Quasi-pek G k-odcinkow nazywamy tranzytywnym, gdy dla
dowolnych dwoch, roznych k-odcinkéw nalezacych do G, odcinki te rozpinaja
pek G.

Ta wtasnos¢ przystuguje wytacznie minimalnym, w sensie relacji bycia pod-
zbiorem, quasi-pekom k-odcinkéw, a wiec Twierdzenie 1.28 z pracy [9] pozo-
staje prawdziwe i zachodzi takze dla quasi-pekow k-odcinkow:

Fakt 2.3. Quasi-pek k-odcinkow jest tranzytywny wtw., gdy jest minimalny.

Twierdzenie 3.2 z pracy [8] dla quasi-pekow odcinkéw wlasciwych w kracie
podprzestrzeni 2, ma takze zastosowanie dla quasi-pekéw k-odcinkéw wlasci-
wych w Py (2() i przytaczamy je tutaj w nastepujacej postaci:

Fakt 2.4. Niech G = X, X bedzie quasi-pekiem k-odcinkéw wlasciwych w Py(2A).
Quasi-pek G jest minimalny wtw., gdy zachodzi jeden z nastepujgcych warun-
kow:

(1) Zl = ZQ lub }/1 = Yz,

(i) Z1 & Yo i Zy & Y5

Twierdzenie 2.5. Niech G = X}, A ' bedzie quasi-pekiem k-odcinkow réowno-
legltych w Pr(A). Quasi-pek G jest minimalny wtw., gdy zachodzi jeden z na-
stepujgcych warunkow:

(1) Zl = ZQ lub }/1 = Yz,
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Gi) 20| Ys i Zo | Y.

DowOD. Oznaczmy p := Zy,Zy 1 q := Y7, Y5.
= Zalézmy, ze G jest minimalnym quasi-pekiem k-odcinkéow réwnoleglych
i nie zachodzi (i), tzn. Z; # Z5 1 Y} # Ys. Przypu$émy ponadto, ze Z; C|| Ys.

Rysunek 2.1

Zauwazmy, ze {Z; }®*q, jak réwniez p*{Y] }, sa quasi-pekami k-odcinkow
rownolegtych zawartymi w G réznymi od G, co przeczy minimalnosci G. Ana-
logicznie, w przypadku, gdy Z> C|| Y7, uzyskamy sprzeczno$é. Wykazalidmy
zatem, ze spelniony jest warunek (ii).

<: (i) Zalézmy, ze Zy = Zy = Z. Wowcezas G = {Z}X*q. Niech X5, Xy € G
i Xy # Xy Zauwazmy, ze Y3, Y, € ¢ 1 Y3 # Yy, wiec z 1.11 ¢ = Y3,Y), a tym

samym G = A3, X} *, co oznacza, ze G jest tranzytywny. Z 2.3 quasi-pek G jest
minimalny.

W sytuacji, gdy Y; = Y5 dowdd biegnie analogicznie.

(ii) Niech A5, Xy € G 1 A3 # AX,. Pokazemy, ze G = X37X4*. Poniewaz
G = pX* q, wystarczy wiec dowie$¢ rownosci p = Z3, Z4 1 q = Y3,Y,. Z uwagi
na to, ze Z3, Z, € poraz Y3, Y, € q dowdd sprowadza si¢ do wykazania réznosci

Z3# ZyiYs #Yy

Rysunek 2.2

Przypusémy, ze Y3 = Yy = Y, to wowczas zgodnie z 1.20 Z3 } Z,, a
tym samym Z; # Zy bo zatozylisSmy ze X3 # AX,;. Tak wiec z 1.11 mamy
p = Zs, Zy, a poniewaz Zs, Zy C|| Y to z 1.13(ii) réwniez 71, Zo C|| Y. Jesli
Y1 =Y, to Zy C|| Y7 i otrzymujemy sprzecznosé z zatozeniami. Gdy Y; # Y,
to ¢ = Y1,Y. Ponadto Z; C|| Y1,Y iz 1.13(i) dostaniemy Z; C|| Ya, co
przeczy zatozeniom. W stosunku do pary Y, Y, mozna zastosowa¢ analogiczne
rozumowanie i otrzymac sprzecznos¢. Ostatecznie, nasze przypuszczenie jest
falszywe, czyli Y3 #£ Y}.

Dualnie mozna dowies¢, ze Z3 # Zy. O
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Definicja 2.6. Niech G = A}, A, bedzie nietrywialnym quasi-pekiem k-odcinkow
wlasciwych w grassmannianie afinicznym Py (21). Jesli quasi-pek G jest mini-
malny, to nazywamy go pekiem k-odcinkéow wiasciwych w Py ().

Jesli Z1 = Zs, to G nazywamy pekiem wilasciwym k-odcinkow typu gwiazda
(rys. 2.3), jesli natomiast Y7 = Y5, to G nazywamy pekiem wlasciwym k-
odcinkéw typu uklad (rys. 2.4). Mowimy krétko, ze G jest pekiem k-odcinkéw
wlasciwych, gdy G jest pekiem k-odcinkéow wiasciwym typu gwiazda lub uktad.

Rysunek 2.3 Rysunek 2.4

Odcinek X' = NG nazywamy wierzchotkiem peku k-odcinkéow G, nato-
miast odcinek X" = (X}, Xy) jego podstawq.
Pek k-odcinkéw G nazywamy waflem jesli Z; € Yo 1 Zo € Y1 (rys. 2.5).

Zl

Rysunek 2.5

Fakt 2.7. W kazdym peku k-odcinkow G = Xy, Xy zachodzq nastepujgce zwiqz-
ki

Z/ C Y/ Z// C Y//
Gdy G jest waflem, to ponadto

XNX,=0, Z¢Y, Z2'¢Y., Z'¢Y.
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Definicja 2.8. Quasi-pek G = A, A> " k-odcinkéw rownoleglych w grassman-
nianie afinicznym Py (1) nazywamy pekiem odcinkéw réwnoleglych, gdy G jest
nietrywialny i minimalny.

Mowimy, ze pek G jest typu gwiazda, gdy Z1 = Z5, natomiast G jest typu
uktad, gdy Y7 = Yo, W przypadku, gdy Z; 4| Y2 i Zs 4| Y7 to G nazywamy
waflem.

Poniewaz relacja C|| nie jest relacja antysymetryczna, nie jest tym samym
relacja porzadku i dlatego w przypadku pekow k-odcinkow réownolegtych dia-
gramy kratowe nie maja sensu.

2.2 Klasyfikacja pekéw odcinkéw

Kazdemu quasi-pekowi G = p X ¢ = X}, Ay k-odcinkow wlasciwych gras-
smannianiu afinicznego P () przypisujemy typ £\n, w ten sposéb, ze jesli
p = Z1,Zy jest pekiem whasciwym w Pr(2), to w miejscu £ piszemy pw,

itd. zgodnie z tabelg 2.1. W miejscu n wpisujemy typ g = Y1, Y okreslony
w analogiczny sposob jak dla p.

3 p

pw  pek wladciwy w przestrzeni afinicznej 2, nie bedacy prosta

pr pek rownolegtych w przestrzeni afinicznej 21, nie bedacy prosta
s singleton podprzestrzeni 2, rézny od {0}
1  prosta w przestrzeni afinicznej 21

o {0}

Tabela 2.1: Mozliwe wartosci wystepujace w nazwie typu peku k-odcinkow.

2.2.1 Klasyfikacja pekéw odcinkéw wtasciwych
Pek typu 0\s

Gdy G jest quasi-pekiem k-odcinkéw wihasciwych tego typu, jak tatwo zauwa-
Zy¢:

G ={[0, Y]} (2.7)

Tak wiec G sktada sie tylko z jednego k-odcinka, co wyklucza go z dalszych
rozwagzan.
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Pek typu 0\pw

W tym przypadku G jest X produktem singletonu zbioru pustego p = {0} z
pekiem wlasciwym ¢ = Y7, Ys. Zatem G bedzie zbiorem postaci:

G={[0,Y]y: Y eY,Ys} (2.8)

Poniewaz 7, = Zy = {00}, wiec z faktu 2.4 o minimalnosci pekéw k-odcinkéw
wlasciwych wiemy, ze G jest pekiem minimalnym. Jesli odcinek X € G to
zgodnie z (2.8) X = [, Y] i w jego sktad wchodza wszystkie k-wymiarowe
podprzestrzenie zawarte w Y. Jedli przyjmiemy, ze Y7 i Y; sa plaszczyznami i
k = 2, to wowczas odcinek X bedzie sktadal sie z wszystkich prostych zawar-
tych w plaszczyznie Y € Y7, Ys. Opisang sytuacje przedstawiono na rysunku
2.1.

Y ’NYA YS Yl
S M eSS

Rysunek 2.1: Pek k-odcinkéw typu 0\pw.

Pek typu 0\pr

Niech G = pX ¢ bedzie quasi-pekiem k-odcinkéw whasciwych typu 0\pr. Wow-
czas p = {0}, a g to pek réwnoleglych rozpiety przez Y; i Y. Z (2.1) G jest
postaci:

G={0,Y]: YeY,Ya}= {0V Yep(¥y,YauYy)} (2.9)

Poniewaz Z, = Z, = (), wiec z 2.4 wiemy, ze G jest minimalny. Odcinek nalezg-
cy do G bedzie mial podobna budowe do odcinka z peku typu 0\pw. Réwniez
bedzie sktadatl sie z wszystkich k-wymiarowych podprzestrzeni zawartych w
Y, tylko w tym przypadku Y nalezy do peku réwnolegtych utworzonego przez
Y; 1Y, Jedli przyjmiemy, ze Y7 1 Y, to dwie rozne i rownolegle plaszezyzny
oraz k = 1, to odcinek z peku G sktada sie z wszystkich prostych zawartych w
plaszczyznie Y || Y1, Y. Opisany pek G przedstawiono na rysunku 2.2.
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YN W

Y1 Yo Yy Y Yz i |va

Rysunek 2.2: Pek k-odcinkéw typu 0\pr.

Pek typu I\s

Jesli G = pX g jest quasi-pekiem k-odcinkow wiasciwych wymienionego typu.
Wowcezas p = 23, Zs, gdzie Zy, Zs to dwa rézne punkty przestrzeni afinicznej
A, zas ¢ = {Y'}. Z okreslenia peku k-odcinkéw wtasciwych G jest postaci:

G={[ZY: Z€Z,2, ZCY}. (2.10)

Poniewaz Y7 = Y, = Y, wiec z 2.4 G jest minimalny. Odcinek X = [Z, Y],
nalezacy do G, bedzie sktadal sie z k-wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni
Y zawierajacych punkt Z z prostej 21, Zs. W przypadku, gdy Y jest ptasz-
czyzna, zas Zy 1 Zo sg réznymi punktami na tej ptaszczyznie. To dla k = 1
odcinek X sktada sie z prostych przechodzacych przez punkt Z i zawartych w
Y. Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze prosta Z;, Z, ! bedzie wchodzita w sktad
kazdego k-odcinka z peku G. Opisang sytuacje przedstawiono na rysunku 2.3.

Y

Y

Z2
!
Uy Us P U2

Z
Ui
Uy
7 < Z
0

Rysunek 2.3: Pek k-odcinkéw typu 1\s.

'Prosta Z1, Z, mozna utozsamiaé¢ z podprzestrzenia Z”.
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Pek typu 1\pw

Dla quasi-peku G = p X g k-odcinkow wlasciwych typu 1\pw, p jest prosta
rozpieta przez dwa roézne punkty 2y, Zs, zas q jest pekiem wlasciwym. Quasi-
pek G bedzie miat postac:

G={[ZYs: Z€ 21,7, Y EY1,Ys, ZC Y} (2.11)

Z 2.4 aby G byt quasi-pekiem minimalnym to Z; € Y2 1 Zy € Yy, Czyli prosta
Z1, Z nie moze zawieraé¢ sie w zadnym elemencie z peku ¢. Przyjmijmy, ze
Y) 1Y, sa sasiednimi plaszczyznami oraz k = 1. Wowczas k-odcinek X' =
[Z, Y] z peku G, bedzie sktadal sie z prostych przechodzacych przez punkt
Z i zawartych w ptaszczyznie Y. Przyktad ten przedstawiono na rysunku 2.4.
Nalezy zauwazy¢, ze dla plaszczyzny Y; (na tym rysunku), rownoleglej do
prostej Zy, Zy, nie istnieje punkt Z3 € Z;, Z, taki, ze Z3 C V3.

Y2 Yl

Y

Rysunek 2.4: Pek k-odcinkéw typu 1\pw.

Pek typu 1\pr

Przyjmijmy ze G = pX ¢ jest quasi-pekiem k-odcinkéw whasciwych typu 1\pr.
Wowczas p bedzie prosta jak w poprzednim przypadku, zas ¢ to pek réwnole-
glych. Z (2.1) G ma postac:

G={[ZYs: Z€Z1,7s, Y EY1,Ys, ZC Y} (2.12)

Z faktu 2.4 quasi-pek G bedzie minimalny wtw., gdy Z; € Y2 1 Z, € Yi.
Przyjmijmy, ze Y7 i Y5 to dwie rézne i réwnolegte ptaszczyzny i k = 1. Wtedy
k-odcinek X = [Z, Y]y nalezacy do G, bedzie sktadal sie z prostych przecho-
dzacych przez punkt Z i zawartych w ptaszczyznie Y || Y7, Ys. Przyktad ten
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przedstawiono na rysunku 2.4. W tym typie peku dla kazdej ptaszczyzny Y z
peku ¢, bedzie istnial pewien punkt Z nalezacy do p taki, ze Z C Y.

Rysunek 2.5: Pek k-odcinkéw typu 1\pr.

Pek typu s\s

Zauwazmy, ze quasi-pek G tego typu, tak samo jak quasi-pek typu 0\s, jest
jednoelementowy, doktadnie:

G={Z, Y]} (2.13)

W dalszej czesci pracy zajmujemy sie tylko pekami i pomijamy trywialne quasi-
peki.

Pek typu s\pw

Wezmy quasi-pek G = p X ¢ k-odcinkéw wihasciwych typu s\pw. Wtedy p
jest singletonem niepustej podprzestrzeni 2, natomiast ¢ = Y7, Y5 jest pekiem
wlasciwym. Zatem G jest postaci:

G={[Z,Y]: YEY,Y2, ZCY} (2.14)

Z faktu 2.4 o minimalnoéci pekéw k-odcinkéw wilasciwych wiemy, ze G jest
quasi-pekiem minimalnym, gdyz Z; = Z; = Z.

Przyktadowy pek k-odcinkow tego typu zostal przedstawiony na rysunku
2.6. Przyjmujemy tutaj, ze k = 1, p jest singletonem punktu Z w 2, zas q
jest wyznaczony przez dwie przecinajace sie ptaszczyzny Yi i Ys. Punkt Z lezy
w czesci wspolnej obu ptaszezyzn. Odcinek wchodzacy w sktad peku G, jest
zbiorem prostych przechodzacych przez Z i lezacych w pewnej ptaszczyznie Y
nalezacej do q.
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Rysunek 2.6: Pek k-odcinkéw typu s\pw.

Pek typu s\pr

Ten rodzaj peku k-odcinkéw nie wystepuje w grassmannianie afinicznym Py (21).
Gdyby G = &}, &, byt quasi-pekiem tego typu, to p = {Z} dla pewnej niepu-

stej podprzestrzeni Z. Wéwcezas X; = [Z, YVi]i, dlai = 1,2. Z definicji k-odcinka

wlasciwego mamy, ze Z C Y7, Y5 1 tym samym Z C Y] MY;. Poniewaz Y) || Ya,

wiec ich przekrdj jest zbiorem pustym. Otrzymujemy zatem sprzecznosé.

Pek typu pw\s

Dla tego typu quasi-pekéw k-odcinkéw whasciwych p jest pekiem wiasciwym,
za$ ¢ = {Y'}. Zgodnie wiec z 2.4 G jest pekiem minimalnym. Pek G ma postaé:

G={[ZYw: Z€ 2,2y, ZCY} (2.15)

Przyktadowy pek k-odcinkéw typu pw\s zostal przedstawiony na rysunku 2.7.
Za'Y przyjeliSmy trojwymiarows przestrzen, a za Z;, Z; dwie przecinajace sie
proste, lezace w Y. Odcinek X indeksu k£ = 2 nalezacy do G, sktada sie z
ptaszczyzn przecinajacych sie w pewnej prostej Z € Z;, Zs. Nalezy zanotowac,
ze kazda prosta z p zawarta jest w plaszczyznie Z”, wiec Z” bedzie wchodzit

w sktad kazdego k-odcinka z G.
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Rysunek 2.7: Pek odcinkéw typu pw\s.

Pe¢k typu pw\pw

Dla tego typu quasi-p¢ku p i ¢ sa pekami wtasciwymi, wyznaczonymi odpo-
wiednio przez Zi, Z, oraz Yi,Y,. Z faktu 2.4, aby G byl minimalny to musi
by¢ Zy € Y, oraz Zy € Y. Pek G jest zbiorem postaci:

G:{[Z,Y]k ZeZl,ZQ,YEYhY27 ZQY} (216)

Na rysunku 2.7 zamieszczono przyktad takiego peku k-odcinkow witasciwych.
Nasze 2y, Z5 sa prostymi wyznaczajacymi pek prostych, natomiast Y7 i Y5 to
plaszczyzny zawierajace odpowiednio Z; i Z5. Odcinki beda postaci [Z, Y]y,
gdzie Z € p jest prosta zawarta w plaszczyznie Y € ¢. Jesli k =1 to [Z,Y ], =
{Z}, gdy k=2to [Z,Y], ={Y}.

Y

Rysunek 2.8: Pek k-odcinkéw typu pw\pw.
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Pek typu pw\pr

Pek k-odcinkéw tego typu nie istnieje w grassmannianie afinicznym Py (21).

Gdyby istnial to p byltby pekiem wtasciwym Z;, Z,, ktory nie jest prosta.

Zatem Z' # () takie, ze Z' C Z, Z,. Poniewaz q = Y;,Y5 jest pekiem réwno-
legtych, wiec Yy || Y2 i ich przekréj jest zbiorem pustym. Ostatecznie mamy
nastepujace inkluzje Z; C Y; dlai = 1,2 i w konsekwencji Z' C Y MY, = 0, co
jest niemozliwe. Dlatego nie ma pekéw k-odcinkéw whasciwych typu pw)\pr.

Pek typu pr\s

W przypadku gdy G = pX ¢ jest quasi-pekiem typu pr\s, to zgodnie z tabela
2.1 p jest pekiem réwnoleglych zas ¢ = {Y'}. Poniewaz Y; = Y5 = Y wiec z
2.4 G bedzie minimalnym pekiem k-odcinkéw wlasciwych. Pek G ma postac:

G=A{|Z,Y|: Z€Z,Zs, ZCY} (2.17)

Przyjmijmy, ze Y jest trojwymiarowa przestrzenia, zas Zp, Z, sa réznymi i
réwnolegtymi prostymi zawartymi w Y. Wtedy k-odcinek [Z,Y], € G dla
k = 2 sktada si¢ z ptaszczyzn przechodzacych przez Z i zawartych Y. W tej
sytuacji nalezy zwrocié uwage, ze plaszezyzna Z” znajdzie sie w kazdym k-
odcinku z peku G. W przypadku, gdy & = 1 odcinek [Z, Y], bedzie sktadal sie
tylko z prostej Z. Sytuacje dla k = 2 przedstawia ponizszy rysunek.

U2

Uy Us

0

Rysunek 2.9: Pek k-odcinkéw typu pr\s.

Pek typu pr\pw

Niech G = p K ¢, bedzie quasi-pekiem tego typu. Wowczas p jest pekiem
rownolegltych, zas ¢ pekiem wtasciwym. Poniewaz Z; # Z, oraz Y] # Yo,
zatem musi zachodzi¢ warunek (ii) faktu 2.4, zeby G byt minimalnym pekiem
k-odcinkéw wiasciwych. Pek G bedzie postaci:

G:{[Z,Y]k ZEZl,ZQ,YEYl,YzZQY} (218)
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Przyktadowy pek k-odcinkow zostat przedstawiony na rysunku 2.10. Za Z; i Z
przyjelismy proste rownolegte, ktore sa odpowiednio zawarte w ptaszczyznach
Y11Y5. Dla k =2 odcinek [Z, Y], € G, bedzie sktadal sie z samej plaszczyzny
Y, a w przypadku, gdy k& = 1 to k-odcinek [Z,Y], = {Z}. Nalezy jeszcze
zauwazy¢, ze dla plaszezyzny Y3 € ¢ takiej, ze Y3 || Z” nie znajdziemy takiej
prostej Z3 z peku p, by Z3 C Y;.

Z//

Rysunek 2.10: Pek k-odcinkéw typu pr\pw.

Pek typu pr\pr

Jesli G = pX ¢ jest quasi-pekiem k-odcinkéw typu pr\pr, to p i ¢ sa pekami
rownolegltych. Poniewaz Z;, Z5 rozpinaja pek p, wiec z 1.8 wiemy, ze Z; # Zs.
Podobnie Y] # Y5, gdyz rozpinaja pek rownolegtych ¢. Dlatego z faktu 2.4
musi zachodzi¢ Z; € Yo 1 Zy € Yy, zeby G byl minimalny. Pek G to zbior:

G={[ZYw: Z€Z1,2,Y €EV1,Ys ZC Y} (2.19)

Do przyktadu wezmy dwie réwnolegte proste Z; i Z, oraz dwie réwnolegte
ptaszczyzny Y i Ys, takie ze Z; C Y, dla ¢ = 1,2. Widac¢, ze 7, Z5 bedzie pe-
kiem rownolegtych, tak jak i Y7, Ys. Zatem pek G = 71, Z,X Y7, Y; bedzie typu
pr\pr. Wezmy teraz [Z, Y] € G, wowczas [Z,Y ], = {Z} dla k = 1, natomiast
gdy k = 2 to k-odcinek [Z, Y], bedzie sktadal sie z samej ptaszczyzny Y. Ten
przyktad przedstawia rysunek 2.11.
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Rysunek 2.11: Pek k-odcinkéw typu pr\pr.

Z powyzej przeprowadzonej analizy wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.9. Tabela 2.2 przedstawia wszystkie mozliwe typy pekow k-
odcinkow wlasciwych w Py(2A).

§\n pw pr s

pw wafel X pek wi. typu uktad
pr wafel (afiniczny)? wafel pek wi. typu uklad
1 wafel (afiniczny) wafel pek wl. typu uktad
s pek wl. typu gwiazda X X

0 pek wl typu gwiazda pek wi. typu gwiazda X

Tabela 2.2: Klasyfikacja pekéw k-odcinkéw wiasciwych w P (21).

Przyjrzymy sie teraz pekom k-odcinkéw réwnoleghych.

2.2.2 Klasyfikacja pekéw odcinkéw réwnoleglych

Kazdemu quasi-pekowi G = 77, Z,K* Y], Yy = pK*q, k-odcinkéw réwnolegtych
grassmannianu afinicznego Py (1) przypisujemy typ £\*n. Za £ i n podstawia-
my wartosci z tabelki 2.1, w analogiczny sposob jak dla pekéw k-odcinkéw
wlasciwych. Nalezy zauwazy¢, ze pomijamy wartosci 0 oraz 1, poniewaz roz-
wazamy tylko k-odcinki rownoleglych, ktore jako wierzchotek posiadajag co
najmniej prosta w przestrzenie afinicznej 2. Jest to nastepstwem wzoru (1.13).
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Pek typu s\*s

Niech G bedzie quasi-pekiem k-odcinkow réownolegtych typu s\*s. Wowczas z
(2.2) otrzymamy:
G=A{[Z Y]}

Tak wigc G sktada si¢ z jednego k-odcinka réwnolegtych. Jest tym samym
trywialnym pekiem k-odcinkéw, co wyklucza go z dalszych rozwazan.
Pek typu s\*pr
W tym przypadku p = {Z} dla pewnej niepustej podprzestrzeni Z, zas q =
Y1, Y5 to pek rownolegtych. Quasi-pek G to zbiér postaci:

G=A{[Z,)Y],: YeY,Y, Z|Y}. (2.20)

Poniewaz 7, = Zy, = Z, wigc z twierdzenia 2.5 wiemy, ze G jest minimalny.
Aby G byt niepusty, musi zachodzi¢ Z C|| Yy € ¢. Jesli spetniony jest ten

warunek, to wowczas dla kazdego Y € Y}, Y5, mamy Z C|| Y.

Przyjmijmy, ze Y; i Y; sa ptaszczyznami, zas Z jest prosta oczywiscie taka,
ze Z C|| Y1,Ys, a k = 1. Wowczas k-odcinek X € G, bedzie sktadal sie ze
wszystkich prostych zawartych w ptaszczyznie Y € Y7, Y5 i réwnolegtych do
7. Przedstawiono to na rysunku 2.12.

s\\\\\&
VL

Rysunek 2.12: Pek k-odcinkéw typu s\ *pr.

Pek typu s\*pw
Niech G = p K* ¢ bedzie quasi-pekiem k-odcinkéw réwnolegtych typu s\*pw.

Wowcezas p = {Z}, natomiast ¢ = Y7, Y, jest pekiem wlasciwym. Z okreslenia
quasi-peku k-odcinkéw réwnolegtych G jest postaci:

G={[Z.Y],: Y €YL,Ys, ZC|| Y} (2.21)

Poniewaz 7, = Zy = Z, wiec z 2.5 G jest minimalny. Aby pek typu s\*pw
nie byt trywialnym pekiem k-odcinkéw réwnolegtych, to Z musi by¢ zawarte
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rownolegle przynajmniej w dwoch podprzestrzeniach z ¢. Nie zmniejszajac
ogblnosci przyjmijmy, ze Z C|| Y7, Ys. Wowezas Z C|| Y1 MY, =Y, a to juz
daje, ze Z C|| Y dla kazdego Y nalezacego do Yi, Ys.

Rozpatrzmy przypadek, gdy Y7, Y5 sa ptaszczyznami wyznaczajacymi pek
wlasciwy, a Z jest prosta rownolegla do Y'. W szczegdlnosci Z moze byé
réwne Y'. W wypadku gdy k& = 1, odcinek nalezacy do G bedzie skladal sie z
wszystkich prostych réwnolegtych do Z (ale takze i do Y), lezacych w pewnej
ptaszczyznie Y z peku ¢. Nalezy zwrdcié uwage, ze prosta Y/ bedzie wchodzita
w sktad kazdego k-odcinka rownolegltych z G. Opisang sytuacje przedstawiono
na rysunku 2.13.

1 f//

Uy /\ Up

/ \

Rysunek 2.13: Pek k-odcinkéw typu s\*pw.

Pek typu pw\*s

W tym typie quasi-peku k-odcinkéw réwnolegtych p jest pekiem wlasciwym,
za$ ¢ = {Y'}. Poniewaz Y; = Y, = Y, to z 2.5 G jest minimalnym pekiem
k-odcinkéow réwnolegtych. G ma postaé:

G={[Z,Y]: Z€Z,Zy, ZC|Y} (2.22)

Aby pek G nie byt trywialnym pekiem k-odcinkow réwnolegtych, to Z; Cf| YV
oraz Zs C||'Y. Wowezas z 1.13(ii) dla kazdego Z € p zachodzi Z C|| Y. Mozna
wiec przyjaé, ze pek typu pw\*s jest nietrywialny, tylko wtedy gdy Z” C|| Y.

Do przyktadu wezmy za 7, Z5 proste wyznaczajace pek wlasciwy, a za Y
ptaszczyzne réwnolegta do Z”7. W szczegbdlnym przypadku Y moze byé rowne
Z". Odcinek indeksu k& = 1 nalezacy do G bedzie sktadal sie prostych réwno-
legtych do pewnej prostej Z z peku p i lezacych na plaszcezyznie Y. Przyktad
ten przedstawiono na rysunku 2.14.
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Rysunek 2.14: Pek k-odcinkéw typu pw *s.

Pek typu pw\*pr

Zatozmy, ze G = &, Xy ' jest quasi-pekiem typu pw\*pr. Z definicji k-odcinka
réwnolegltych wiemy, ze Z; C|| Y7 oraz Zy C|| Ys. Ale poniewaz Y] || Ya, wiec
takze Z; C|| Yo 1 Zy C|| Yi. Przeczy to minimalnosci quasi-peku G zgodnie z
twierdzeniem 2.5. Mozemy nawet wskaza¢ konkretne peki k-odcinkéw réwno-
legtych, ktére bedg zawarte w G. Takimi pekami beda na przyktad 7, Z,X*Y;
1 21, Zy K" Y5,

Tak wiec quasi-pek G tego typu nie moze by¢ minimalny, a takie pomijamy
w naszych rozwazaniach.

Pek typu pw\*pw
Przyjmijmy, ze quasi-pek G = p X* ¢ k-odcinkéw réwnoleglych jest typu
pw\*pw. Wowczas zaréwno p jak ¢ sa pekami wlasciwymi. Z (2.2) G to zbiér
postaci:

G= {[Z, Y]Z 7 € Zl,ZQ, Y e Yl,YQ, Z g” Y} (223)

Na to aby G byt minimalny, z 2.5 potrzeba by Z; &|| Y, oraz Zy & Y.
Natomiast zeby G byl nietrywialny, to Z; C|| Y; dlai = 1, 2.

Rysunek 2.15: Pek k-odcinkéw typu pw\*pw.
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W przypadku, gdy Y7, Ys sa sasiednimi plaszczyznami i 7y, Z, sasiednimi
prostymi, takimi ze Z; C|| Y;. To dla k = 1 odcinek [Z,Y]; nalezacy do G,
bedzie sktadat si¢ z prostych réwnolegtych do Z € p i lezacych w ptaszczyznie
Y z peku q. Przedstawiono to na rysunku 2.15.

Peki typu pr\*s, pr\*pr i pr\*pw

Wezmy quasi-pek G = Z7, Zy K* Y7, Ys k-odcinkéw réownoleglych, taki ze Z; ||
Zy zas Y1, Ys to dwie wspoétpekowe podprzestrzenie . 7 faktu 2.1 wynika ze

C=2.,2KY,Y, = {Z} X'V}, Ya, (2.24)

gdzie Z € Zy, Zy. 7 definicji wspotpekowosci 1.8 Y7, Y5 moze by¢ singletonem
pewnej podprzestrzeni 2A, pekiem rownolegtych lub pekiem wilasciwym. W
zaleznosci od Y1, Y, quasi-pek G, bedzie odpowiednio typu pr\*s, pr\*pr lub

pr\*pw. Korzystajac z (2.24) Z1, Zo mozemy zastapié¢ przez {Z}. Otrzymamy
w ten sposob quasi-pek G k-odcinkéw réwnolegtych odpowiednio typu s\*s,
s\*pr i s\*pw. Wynika stad réwno$é pomiedzy poszczegdlnymi typami quasi-
pekéw. Quasi-pekami k-odcinkéw typu pr\*s, pr\*pr i pr\*pw nie bedziemy sie
zajmowali oddzielnie, gdyz jakosciowo sa one réwne odpowiednio quasi-pgkom
typu s\*s, s\*pr i s\*pw.

7, analizy przedstawionej w tym podrozdziale otrzymujemy:

Twierdzenie 2.10. Tabela 2.3 przedstawia wszystkie mozliwe typy pekow k-
odcinkow réwnolegtych w Py ().

§\"n pw pr s
pw wafel X pek wi, typu uktad
S pek wl. typu gwiazda pek wl. typu gwiazda X

Tabela 2.3: Klasyfikacja pekéw k-odcinkéw réwnolegtych w Py (21).



Rozdziat 3

Rzuty w grassmannianie
afinicznym

W przestrzeni afinicznej, klasyczny rzut srodkowy o $rodku w punkcie ¢ z
prostej p na prosta g to bijekcja f: p — ¢, dana nastepujacym przepisem:
punkt a € p taczymy z punktem c¢, prosta @, ¢ przecinamy z prosta ¢, punkt
przeciecia to f(a). Aby taka konstrukecja byta mozliwa, spetnionych musi by¢
kilka warunkéw: c € pUq, p || ¢ ic € (p,q).

Rzut réwnoleglty f z prostej p na prosta ¢ o kierunku [ okresla si¢ jako
bijekcje f: p — q, przy ktorej obrazy punktoéow z p znajduje sie w ten sposob,
ze przez punkt a € p prowadzi sie prosta m réwnolegta do [ i punkt przecigcia
miqto f(a). Tutaj musi byé: [ fp,qiq C (p,ax*1l) dla dowolnego a € p.

Zauwazmy, ze te klasyczne rzuty dziataja w pekach prostych. Wzorujac sie¢
na przytoczonych przepisach sprobujemy okresli¢ rzuty dziatajace w pekach
odcinkéw w grassmannianie afinicznym Py (21).

Rysunek 3.1: Rzut srodkowy. Rysunek 3.2: Rzut rownolegty.

Uwaga 3.1. W pracy [8] badane sa rzuty w pekach odcinkéw wtasciwych.
Jesli Uy jest obrazem elementu U; przy takim dowolnym rzucie z odcinka X
na X, to Uy i Uy sg wspotpekowe. Oznacza to, ze dim U; = dim U,. Tak wiec

32
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otrzymane tam postacie rzutow bedzie mozna wykorzysta¢ w grassmannianie
afinicznym, gdzie ograniczamy sie do k-odcinkdw.

3.1 Uogdlniony rzut srodkowy

Rozwazania na temat rzutow rozpoczniemy od dobrze znanego rzutu srod-

kowego, tylko zastosowanego do k-odcinkéw w grassmannianie afinicznym
Pr(2).

Twierdzenie 3.2. Niech G bedzie pekiem wilasciwym k-odcinkow typu rézZnego
od O\pw 7 s\*pw w Py (A). X}, X, X3 € G, X3 # X}, Xy, X' := (NG oraz niech
Y bedzie odcinkiem grassmannianu afinicznego P (2L).

(i) Dla kazdego Uy € X\ X istnieje dokladnie jeden Us € Y wspélpekowy
z Ul.

(ii) Dla Uy € X istnieje dokladnie jeden Uy € Xy wspdlpekowy z Uy taki,
Ze pek przez Uy, Uy przecina Y. Jesli Uy € Xy \ X/, to Uy € Xy \ X', jesli
natomiast Uy € X', to Uy = U;.

Twierdzenie 3.2 uzasadnia poprawnos$¢ ponizszej definicji.

Definicja 3.3. Niech A, A5, Y beda k-odcinkami grassmannianu P (21) spet-

.. . .. , . ! .
niajacymi zatozenia 3.2. Okreslamy odwzorowanie %% : X — X, warunkiem
2

X
%%1([]1) = Uy wtw., gdy Uy, Uy, Uz lezg w jednym peku dla pewnego Us € ),
2
(3.1)
gdzie U; € X;. Tak okre$lone przeksztalcenie nazywamy wogélnionym rzutem
srodkowym z X; na Xy o $srodku ).

Posta¢ érodka rzutu Y w definicji 3.3, oraz wzér analityczny ﬁl zalezy od
2
typu peku G, w ktéorym rzutujemy. W dalszej czesci tego rozdziatu rozpatru-

jemy poszczegolne typy pekéw i dowodzimy 3.2 w tych konkretnych przypad-
kach.

3.1.1 Peki typu pw\s i s\pw

Peki typu pw\s lub s\pw mozna zanuzy¢ w odpowiedniej przestrzeni rzuto-
wej. Tak wiec w tym przypadku, zgodnie z uwaga 3.1 twierdzenie 3.2 bedzie
przeformutowaniem faktu 4.10 z pracy [8]:

Fakt 3.4. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odcinkéw typu pw\s lub s\pw w
grassmannianie afinicznym Py () oraz niech Xy, Xy, X3, X' 1 Y jest kowymiaru
1 w X3 i komplementarny z X' wzgledem odcinka Xs.

(i) Jesli Zy = Zy = Z, to istnieje podprzestrzen, C' zawarta w Ys taka, Ze
Y =[C,Y3]y oraz Z jest kowymiaru jeden w C 1 Z =Y'MC,Ys =Y UC.
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(i) Jesli Y1 =Yy =Y, to istnieje C takie, ze Y = [Z3,Cly oraz Z3 C C i
C jest hiperplaszczyzng w'Y takq, ze Y = 7"V C, Z3=7Z"NC.

(iii) Wzdr analityczny rzutu f = ﬁ; jest nastepujgcy:

(UUC)NYs, Zy=2,, UecX\ X
U, UeX'.

3.1.2 Pek typu pr\sil\s
Tutaj réwniez mozemy zacytowaé lemat 4.11 z pracy [8].

Fakt 3.5. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odeinkow typu pr\s lub 1\s w
P () oraz niech Xy, Xy, X3, X' i Y takie jak w 3.2. Dodatkowo oY zakladamy,
ze jest kowymiaru 1 w X3, takim ze odcinki X', Y sq komplementarne wzgledem
Xs.

(i) Istnieje C takie, Ze Y = [Z3,Cly oraz Z3 C C i C to hiperplaszczyzna
wY dla, ktorej spetnione sq nastepujoce warunki: Y = Z"UC, Zs = Z"NC.

(i) Jesli Uy € X1\ X" to Uy = (U U Z") 11 C jest dokladnie jednym
elementem Y wspotpekowym z Uy .

(iii) Jesli Uy € &y \ &7 to

. (U1|_|O)|_|ZQ, gdy U1|_|O7é®,
Tl Zo, gdy UynC =0,

jest doktadnie jednym takim elementem Xy wspotpekowym z Uy, ze pek Uy, Us
przecina ).

(iv) JesliUy € X', to po pierwsze, istnieje pek zawierajgcy Uy i przecinajacy
Y, po drugie, kazdy pek przez Uy przecinajgcy Y przecina Xy jedynie w U;.

3.1.3 Pek typu 0\pr
Na mocy 3.1 oraz lematu 4.13 z pracy [8] mamy:

Fakt 3.6. Niech G bedzie pekiem wlasciwym odcinkow typu 0\pr w Py () oraz
niech Xy, Xy, X5, X' i Y takie jak w 3.2. Ponadto niech Y jest kowymiaru 1 w
X3 takim, Ze razem z odcinkiem X' jest komplementarny wzgledem Xs. W tym
wypadku Zy = Zo = ) oraz X' =)

(i) Y =[C,Y3]y, gdzie C jest punktem przestrzeni afinicznej A, zawartym
w Ys.

(i) Jesli Uy € X1\ X', to U3 = (U UC) MYz jest dokladnie jednym
elementem Y wspotpekowym z Uy .
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(iii) Jesli Uy € X\ X' to

U2:<U1|_|C>|_|)/2

jest doktadnie jednym takim elementem Xy wspolpekowym z Uy, zZe pek Uy, Us
przecina ).

3.1.4 Pek typu pw\’s

Lemat 3.7. Niech G bedzie pekiem k-odcinkéw réwnoleglych typu pw\*s w
Py () oraz niech Xy, Xy, X3, X" i Y takie jak w 3.2. Niech C' bedzie hiper-
plaszezyzng w'Y takg, Ze CNZ" = Z3 i CUZ" =Y iniech Y = [Z3,C;.
Wowczas:

(i) JesliUy € X3\ &X' to Us = (U NC)Q Z3 jest dokladnie jednym punktem
Y wspotpekowym z Uy .

i) Jesli Uy € X1\ X' to
(ii) \

UQ — (Ul |_|C) @ZQ,

jest doktadnie jednym takim punktem X, wspotpekowym z Uy, zZe pek Uy, Us
przecina Y.

(iii) JesliUy € X', to po pierwsze, istnieje pek zawierajgcy Uy i przecinajgcy
Y, po drugie, kazdy pek przez Uy przecinajgcy Y przecina Xy jedynie w U;.

DowOD. Niech U; € X,. Poniewaz C jest kowymiaru 1 w Y i U; C Y, wiec
albo
dimU, nC =k —1, (3.3)

albo U; || C. W drugim przypadku Z; C|| U; C|| C' i ponadto Z3 C|| C.
Zatem Z" C|| C, to znaczy, ze Z" M C = () albo Z" N C = Z”, ale w obu
przypadkach sprzecznosé z zalozeniem, ze Z" M C = Zs.

Niech teraz U; € Xy \ X’. Aby wyznaczy¢ wymiar (U UC) @ Z”, zgodnie
z definicjg 1.16, nalezy wyznaczy¢ wymiar sumy kierunkéow Uy LIC oraz Z”. 7,
uwagi na (3.3) mozemy utozsamiaé¢ podprzestrzenie Uy, C, Z” 7z ich kierunka-
mi, co nie zmniejsza ogodlnosci rozwazan. Mozemy wrecz przyjac, ze poczatek
uktadu wspotrzednych lezy w 2’ i Z' C U, (skadinad Z' C Z3 = C' 11 Z"). Po-
niewaz w tej sytuacji nie moze by¢ Z” C U, z zalozenia, ze Uy € X' = [Z", Y],
wiecc Uy MCMZ"=27". A zatem

dim((U;NC) @ Z2") = dim(U; N C) + dim Z" — dim(U; 1 C N Z") =
dimU; —1+dmZ' +2—-dimZ =dimU; +1=k+1. (34)

Zgodnie z 1.17(2), (3.3) i (3.4), wykazaliSmy, ze

P = p(U1 M C, (U1 Il C) Q@ Z//)
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jest pekiem wtasciwym. Poniewaz X, X, X3 sg odcinkami rownolegtych, wigc
pek wlasciwy p nie moze przecinac¢ zadnego z nich w wigcej niz jednym punkcie,
tzn.

pNA;| <1 dla i=1,23. (3.5)

Pokazemy, ze (U; M C) @ Z;, dla i = 1,2,3 sa punktami peku p. Z 1.17(2)
i 1.17(4) tatwo zauwazy¢, ze

uonccUhnC)z; C(U,nC) o Z,.
Ponadto Uy MCMNZ; = 7" dlai=1,2,31z (3.3) mamy

k—1+dimZ +1—dimZ =k (3.6)

Tak wiec

Z wtlasnosci 1.17(8) mamy (U; N C) @ Z; C Uy, zatem z poréwnania wy-
miaréw, zgodnie z (3.6), otrzymamy

U, = (U,NC)© 2. (3.8)

(i) Z uwagi na (3.5), (3.7) i (3.8) wystarczy jeszcze pokazaé, ze Us € ).
Korzystajac z 1.17(3) mamy Zs C (U; M C) @ Zs. Poniewaz Uy M C C C oraz
Zs || C, wiec z 1.17(8) mamy (U; MC) @ Z3 C C' i ostatecznie

Zs | (UhnC)@ Zs C C.

(ii) Wynika bezposrednio z (3.5), (3.7), (3.8) oraz (i).

(iii) Niech Uy € X', a wiec Uy € &, a tym samym Z; C|| U; dlai = 1,2, 3.
To z kolei pocigga za soba, ze Z" C|| U;. Zaktadamy jednoczesnie, ze Z” ¢ Uy,
czyli Z" MU, = 0. W przeciwnym razie zamiast Z” mozemy wziaé¢ Zj takie,
we 2| ZU CY i ZU ¢ UL

Rozwazmy p = P(U; N C, (U1 C)U Z"). Pokazemy, ze p jest wymaganym
pekiem zawierajacym U; i przecinajacym Y. Z (3.3) mamy dim(U; N C) =
k — 1. Rozumujac tak jak przy wyliczaniu (3.4) (wprawdzie tutaj U; € X', ale
zatozylismy, ze Z” ¢ Uy) dostaniemy dim((U; MC)U Z") = k + 1. Oczywiscie
U,nNC C(UynC)uZ”. Zatem p jest pekiem wasciwym.

Aby U; € p musimy sprawdzi¢, czy Uy C (U; 1 C)U Z”. W tym celu
zauwazmy, ze (UyNCYUZ" C U UZ" oraz dim Uy UZ" = k+1 2z 1.6. A zatem

U ctuuz"=Uncyuz".

Musimy jeszcze pokazaé, ze pN'Y # 0. Wezmy Uz := (U; 11 C) U Z3. Latwo
zauwazyc¢, ze Us € Y. Wida¢ roéwniez, ze

vnccnc)dzsc(U,nc)yuz”. (3.9)
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W pierwszej inkluzji w (3.9) nie zachodzi réwno$é bo w przeciwnym razie
mielibyémy 7" = Z;117Z3 C U;, co zostato wykluczone zalozeniem na poczatku.
W drugiej inkluzji w (3.9) réwniez nie zachodzi réwnosé bo w przeciwnym razie

C=CUZ;=CuUynCuz;=UnC)uz"uCc=z"uC=Y.

Stad wniosek, ze Us € p, wiec p spelnia wymagania pierwszej czeéci punktu
(iii).

Niech teraz p bedzie dowolnym pekiem przez Uy, przecinajacym ) w pew-
nym punkcie Us. Przypusémy, ze p przecina X, w punkcie Uy # U;. Poniewaz
p=U, Uy iU € X' C A&, wiec p C X5 z 1.22. Stad

UseYNXonNXs=YNX. (3.10)
Ale zgodnie z 1.26(i) mamy
YNX' =25, Clin[Z" Y], =Zs0 2", Y NCl; =[Z2",Cl;. (3.11)

Gdyby Z" C|| C, to mielibysSmy Z”" M C = Z" albo Z" 1 C = (), ale z zalozenia
mamy Z”" MC = Z3. Tak wiec Y N X’ = ) na mocy (3.11). Biorac pod uwage
(3.10) dostajemy sprzecznosé, a wiec nasze przypuszczenie, ze Uy # U; bylo
fatszywe, co konczy dowdd. O

Przyktad 3.8. Rozwazmy w przestrzeni afinicznej ptaszczyzne Y. Bierzemy
trzy parami rozne proste 7y, Zy i Z3 na tej plaszczyzZnie przecinajace sie w
punkcie Z’. Okreslimy teraz odwzorowanie f przyporzadkowujace prostym z
peku p*(Z1,Y), proste z peku p*(Zs, Y).

Rysunek 3.3

Proste lezace na Y i réwnolegte do 71, zawsze beda przecinalty prosta Zs.
Wezmy wiec dowolna prosta Uy || Z; i punkt przeciecia U; i Z3 oznaczmy
przez H (por. rys. 3.3). Prosta U, przechodzaca przez H i réwnolegta do Z;
bedziemy traktowaé jako obraz Uy przy f.
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Zauwazmy, ze proste lezace na Y rownolegte do Z; tworza k-odcinek X =
[Z1,Y];; w grassmannianie afinicznym Py (), gdzie k£ = 1. W taki sam sposob
otrzymujemy pozostate 1-odcinki Xy = [Z5,Y]5 1 X3 = [Z3,Y];. Poniewaz
7y, Zy, Z3 sa wspotpekowe, to odcinki Xy, Ay 1 X tworza pek typu pw\*s.
Odwzorowanie f jest uogélnionym rzutem srodkowym z odcinka X; na odcinek
Xy o srodku Y = [Z3, Z5];.

3.1.5 Pek typu s\pr

Lemat 3.9. Niech G bedzie pekiem wiasciwym k-odcinkow rownoleglych typu
s\"pr w Py(2) oraz niech Xy, Xy, X3, X' takie jak w 3.2. W tym wypadku Z; =
Zy =7 oraz X' = 0. WeZmy C' takie, ze Z || C C Y3 i niech Y := [C, Y3]y.

(i) Jesli Uy € Ay, to Us = (Uy U C) MYs jest doktadnie jednym punktem
Y wspétpekowym z U, .

(11) Jesli U1 € Xl to
U= (U, LC) MY,y

jest doktadnie jednym takim punktem Xy wspolpekowym z Uy, ze pek Uy, Us
przecina Y.

DowODp. Niech U; € X). Poniewaz C' || Z, wigc C C|| Uy i albo C1U; = C
albo C M U; = (. W pierwszym przypadku C' C U; C Y] oraz C' C Y3, co
jest sprzeczne z tym, ze Y] rézne i rownolegte do Y3. Podsumowujac mamy, ze
C C|| Uy oraz C Uy = 0, wige zgodnie z 1.6

dim(U; UC) =k +1 (3.12)

i mozemy rozpiaé¢ pek réwnolegtych p = p*(Uy, U; U C).
Zastanéwmy sie, czy pNAX; # 0 dla i = 1,2, 3. Jak nie trudno zauwazy¢

Z < (huC)ny; C Y,

a takze

U (huo)ny, CU,UC, (3.13)

poniewaz Uy C (U;UC) 1 U; C Yy || Y1, Ys. Tak wiec na to aby (U; LC)MY; €
p N A&; potrzeba by dim((U; U C)MY;) = k. Na pewno z (3.13)

k =dimU; < dim((U; UC)NY;) < dim(U, UC) =k + 1,
Gdyby dim((Uy L C)MY;) =k + 1, to Uy LU C C Y;. Jedli:

i=1 to CCY; sprzecznosé, bo Y| Y32 C,
i#1 to Uy CY; sprzecznosé, bo Y; || Y; D Us.

Widaé stad, ze dim((U; U C) MY;) = k i w ostatecznosci

(huC)NY;epnX;, (3.14)
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dla i = 1,2, 3. Poniewaz U; C (U; UC) MY, wiec Uy = (U; UC) MY;. Niech
U= UuC)ny; dlai=2,3.

Poniewaz, kazdy k-odcinek jest podprzestrzenia w P (), wiec jesli p prze-
tnie A; w dwoch elementach to p C AX;. Z drugiej strony k-odcinki X7, Xy, X3
sa rozlaczne 1 p przecina kazdy z nich na mocy (3.14). Tak wiec

pNX = {U} = {(U;LO)NY;Y, (3.15)

gdzie i = 1,2, 3.
Potrzebujemy jeszcze aby Us € ). Poniewaz

CCUuC)nY; CYs

wiec Uz € Y. Z uwagi na to, ze Y C X3 1 (3.15) mamy

pNY = {Us}. (3.16)
Dla dowolnego U; € & wskazaliSmy pek p taki, ze zachodzi (3.15) i (3.16),
co konczy dowdd zardwno (i) jak i (ii). O

Przyktadem rzutu w tym typie peku k-odcinkéw moze byé¢:

Przyktad 3.10. Rozwazamy w przestrzeni afinicznej trzy rézne rownolegte
plaszczyzny Y, Ys, Y3 1 prosta Z C V) (jak na rys. 3.4). Ustalmy prosta C
z Y5 réwnolegly do Z. Okredlimy teraz odwzorowanie f przyporzadkowujace
prostym réwnolegtym do Z lezacym na ptaszczyznie Y; proste réwnoleglte do
Z lezace na Ys.

Rysunek 3.4

Dla prostej U || Z i Uy C Y] z przechodniodci relacji réwnolegtosci bedzie-
my réowniez mieli Uy || Z || C. Tak wiec proste U; i C wyznacza plaszczyzna,
ktora przetnie plaszczyzne Yo w pewnej prostej nazwijmy ja Us. Prosta U,
bedzie réwnolegta do Uy, a tym samym takze do Z.
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Proste lezace na Y rownolegle do Z tworza k-odcinek Xy = [Z, V1] w gras-
smannianie afinicznym P (), gdzie & = 1. W taki sam sposob otrzymujemy
Xo = [Z, Y5 1 X3 = [Z,Y5];. Poniewaz Y] || Vs, to odcinki Xy, Xy wyznaczaja
pek typu s\*pr. Odwzorowanie f jest zatem uogélnionym rzutem $rodkowym
z Xj na Xy o srodku w Y = [C, Y3].

3.2 Uogdlniony rzut réwnolegty

7 elementarnej geometrii wiadomo, ze w przestrzeni afinicznej nie da sie do-
brze okresli¢ rzutu $rodkowego dla prostych przecinajacych sie. Na rys. 3.6
przedstawiony jest rzut srodkowy o srodku w punkcie ¢ z prostej p na prosta
q. Obraz punktu a znajdziemy z przeciecia prostej @, ¢ z prosta ¢, ale nie uda
nam znalezé obrazu punktu b, poniewaz b, ¢ || g.

Rysunek 3.6

Niemal doktadnym odzwierciedleniem tej klasycznej sytuacji jest pek typu
s\*pw, tylko o wymiar wyzej, co przedstawiono na rysunku 3.7. Jest to rzut
srodkowy o érodku w prostej C. Plaszczyznom Y, Y, odpowiadaja proste
p,q z rysunku 3.6, Prosta U; € [Z,Yi]; to punkt a € p, natomiast prosta
Uy € [Z,Y5]} czyli d € q jest jej obrazem powstalym z przeciecia plaszezyzny
(U; U C) z plaszezyzna Ys. W tym przypadku nie uda nam sie znalezé obrazu
dla prostej B (punkt b), ktéra wraz z prosta C' utworzy plaszczyzne Yy || Ya,
(b, ¢ || p na rys. 3.6).

Zauwazmy, ze proste lezace na Y] réwnoleglte do Z = Y’ tworzg k-odcinek
X, = [Z,Y1]; w grassmannianie afinicznym Py (21), gdzie £ = 1. W taki sam
sposob otrzymujemy pozostate k-odcinki Xy = [Z, Y5 1 X3 = [Z, Y3];. Ponie-
waz Y7, Ys, Y3 sa wspolpekowe, to odcinki Xy, Xy i X3 tworza pek typu s\ pw.
Opisane odwzorowanie jest wiec uogélnionym rzutem srodkowym (wariant afi-
niczny) z odcinka X; na odcinek X, o srodku Y = [C, Y3];.
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Uz

Rysunek 3.7

Definicja 3.11. Niech U, U, beda réznymi, wspotpekowymi podprzestrze-
niami przestrzeni afinicznej A, zas L prosta taka, ze L C|| Uy UUs 1 LY U;.
Woéwezas piszemy, ze

U LU, <= U, QL=U,®L. (3.17)

Mozemy tutaj zacytowaé stwierdzenie 4.15 z pracy [8].

Fakt 3.12. Niech Uy, Uy bedg roznymi, wspotpekowyms podprzestrzeniami prze-
strzent afiniczne) A, zas L prostg. Nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(1) Uy Jr Us

(2) Dla kaidego a € Uy \ Uy istnicje b € Uy takie, ze a,b || L oraz dla
kazdego b € Us \ Uy istnieje a € Uy takie, Ze a,b || L.

3) LS| U, VU, i LY U

3.2.1 Pek typu 0\pw i O\pr

Stwierdzenie 3.13. Niech G bedzie pekiem odcinkéw typu O\pw lub O\pr
w Pr(A), X1, X € G i niech L bedzie prostg w A takq, Ze L Z|| Y;, oraz
Y, CYs QL dlai=1,2. Jesli Uy € X, to

Uy=U@L)MNY;
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jest jedynym takim elementem Xy wspolpekowym z Uy, ze Uy [, Us.

DowoOD. Jest to jedynie przeformutowanie Lematu 4.16 z pracy [8]. O

3.2.2 Peki typu s\pw, s\*pw, s\*pr

Stwierdzenie 3.14. Niech G bedzie pekiem k-odcinkéow typu s\pw, s\*pw,
s\*pr w Pp(1), X1, Xy € G i niech L bedzie prostq takq, ze L 2| Y;, oraz
Y, CYs ,@L dlai=1,2. Wowczas jesli Uy € Xy, to

U2:<U1@L>|_|Y2

jgest jedynym takim punkty Xo wspdtpekowym z Uy, Ze Uy [l Us.

DowOD. WeZzmy pek G = {Z} K ¢ k-odcinkéw typu s\pw, pek G* = {Z} K* ¢
typu s\*pw oraz pek G = {0} X ¢ typu 0\pw dla pewnych, odpowiednio
dobrych Z i ¢q. Mamy tutaj Z C Y’ ale nie zmniejsza to ogdlnosci gdy
rozwazamy G*. Niech ponadto X, = [Z,Yi]x, € G, X' = [Z,Y}]; € G* oraz
X! =10,Y], € G, gdzie i = 1,2.
Zauwazmy, ze
X; C XD AT

Stad, gdy Uy € X} lub Uy € X}, to Uy € X]. Na mocy lematu 3.13 zastosowa-
nego do peku G, otrzymujemy, ze

jest jedynym takim punktem w X; wspélpekowym z Uy, ze Uy i, Us.
Rozwazmy przypadek, gdy U; € X;. Wtedy Z C U; C Y. Stad uzyskujemy
Z CU; @ L. Ponadto mamy Z C Y;, a wigc z (3.18)

ZgUQQYéa

czyli Uy € X,
Teraz rozwazmy sytuacje, gdy Uy € A}. Wowezas mamy Z C|| U; C Y.
Stad Z C|| U; @ L. Ponadto Z CJ| Y; skad oraz z (3.18) dostajemy

Zg” U2 gYé,

a wiec Uy € X5

W ten sposéb, dla pekéw typu s\pw i s\*pw dowdd jest zakonczony.

Przejdzmy teraz do peku G = {Z}X* ¢ typu s\*pr. Wezmy pek G’ = {0} Kgq
typu O\pr. Niech X; = [Z,Yi]; € G oraz X! = [0,Y}], € G dlai = 1,2.
Oczywiscie X; C X/. Stad jesli Uy € X to takze Uy € X|. Na mocy lematu
3.13 dla peku G, otrzymujemy punkt U, postaci jak w (3.18) jedyny w X,
wspélpekowy z Uy, taki ze Uy )i Us. Poniewaz Z C|| Uy, wiec Z C|| Uy @ L.
Ponadto mamy Z C Y] || Y, skad, zgodnie z (3.18) dostajemy Z C|| Uy C Ya.
Oznacza to, ze Uy € Xy, co konczy dowdd. O
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Przyktad 3.15. Rozwazmy w przestrzeni afinicznej 2, dwie rézne i rowno-
legte do siebie ptaszczyzny Y i Ys, oraz prosta L nie réwnolegta do zadnej z
nich (wystarczy by L nie byla rownolegta przynajmniej do jednej z nich, to z
przechodnio$ci relacji réwnolegtosci nie bedzie takze rownolegta i do drugiej).
Wezmy jeszcze prosta Z C|| Y3, Ys i okre$limy odwzorowanie f przyporzad-
kowujace prostym rownolegtym do Z i zawartych w Yj, proste zawarte w Y,
ktore sg réwnolegte do Z.

/ Yo
L//
U, U2
L
’ :
U : 04
L
Z /
Rysunek 3.8

Dla prostej Uy || Z 1 Uy C Y3, mozemy poprowadzié prosta L' réwnolegta
do L i przecinajaca U; w punkcie. Tak wiec proste L' i Uy sa sasiednie i ich
kres gorny bedzie ptaszczyzng, ktora przetnie plaszezyzne Yo w prostej Us || Z
(poniewaz Us || Uy || Z).

Zauwazmy, ze proste lezace na Y; rownolegte do Z tworza k-odcinek X =
[Z,Y1];; w grassmannianie afinicznym P (1), gdzie &k = 1. W taki sam sposéb
otrzymujemy k-odcinek Xy = [Z,Ys];. Poniewaz Y7 || Ya, to odcinki X, Xy
tworza pek typu s\ *pr. Odwzorowanie f jest uogélnionym rzutem réwnolegtym
7 k-odcinka X} na Xs.

3.2.3 Rzut réwnolegly w waflach

Stwierdzenie 3.16. Niech G bedzie waflem w Pr(), X1, X> € G @ niech L
bedzie prostq takq, ze L C|| Z" oraz LL| Y; i Y; C Y3, @ L dla i = 1,2.
Wowczas jesli Uy € Xy, to

Uy=U@L)MNY;
jest jedynym takim punktem Xo wspélpekowym z Uy, Ze Uy [ Us.

DowoODp. W dowodzie bedziemy rozwazaé poszczegolne typy wafli. Dla kazde-
go z nich przyjmujemy, ze X}, Ay € G, gdzie G to odpowiedni wafel, U; € X
oraz L prosta spelniajaca zalozenia naszego lematu.
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Zauwazmy, ze gdyby L C|| Uy, to L €| Y3, bo Uy C Y;. Dostajemy sprzecz-
nos¢ z zatozeniem o L i na mocy 1.18 mamy

dim(Uy @ L) = k + 1. (3.19)

Pek G typu pw\*pw.

W tym peku k-odcinki X; sa postaci X; = [Z;,Y;]; dla i = 1,2. Bez ogranicze-
nia og6lnosci mozemy przyjaé, ze Z' CY'. Wezmy p = P(U;1Y’, U1 @L). Na to
aby p byl pekiem wtasciwym zgodnie z 1.1 potrzeba, by Uy Y’ C Uy @ L oraz
dim(U; MY’) +1 =dim(U; @ L) — 1. Z uwagi na (3.19) wystarczy wyznaczy¢
wymiar U; MY’ Gdyby U; C|| Y/, to

Zl g” Ul g” Y/ g }/27
co przeczy definicji wafla 2.8. Zatem dimU; NY' =k — 1, gdyz Y’ jest kowy-
miaru 1 w Y] i Uy C V). Jak tatwo zauwazy¢:

1.17(4)

Uony' cu, € U,0L

a wiec Uy € p. Wykazalismy ze p jest pekiem wtasciwym.

Dla k-odcinka Xy = [Z2, Ya]i, moc przekroju pN Xy jest co najwyzej réwna
jeden. W przeciwnym wypadku mielibysmy p C X, i tym samym U; € Ab,
wiec Uy € X NXy =X =0 Y.

Pokazemy, ze

P N XQ = {UQ}, gdzie U2 = (Ul Q L) I }/2

Zauwazmy, ze

L,ZQ g” 7" = Zl @L g” Ul @L WIQC Z2 QH U1 @L

= Zy C|| Uy C Y5
Zy C|| Yz
czyli Uy € X;. 7 drugiej strony:

UlﬂY/gY/g)/QWiQC Ull_IY'QUQ
U CULQL

=UnNY CU,CU QL

czyli Uy € p. Pozostaje sprawdzi¢, czy dim Uy = k7 Na pewno wymiar Us,
mozemy oszacowaé przez:

W przypadku, gdy dim U, = k — 1, to Uy = U; MY’. Oznacza to, ze
Zy || Uy =U, Y C Y,

co jest sprzeczne z 2.5.
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Gdyby dimUs = k+ 1, to Uy = Uy @ L. Stad Uy C U; @ L C|| Ys. Oznacza
to, ze Z, C|| Uy C|| Ya, co znowu przeczy 2.5.
W zwigzku z tym dim U, = k.

Pe¢k G typu pw\pw, I\pw, pr\pw, [\pr, pr\pr.
Zauwazmy, ze niezaleznie od typy peku G, mamy

Uy CUUZy,CUL @ L.
Zatem zgodnie z (3.19)

Gdyby dim(U; U Z3) = k to Uy U Zy = U istad Zy C Uy C Y], co przeczy 2.4.
Otrzymaliémy w ten sposob

U1|_|Z2:U1@L-

Stad, na mocy twierdzenia 4.1 z pracy [8], jedynym punktem z X, wspolpe-
kowym z U; jest

UQZ(UluZQ)ﬂ}/Q:(Ul@L)HYé

Pozostato do wykazania, ze we wszystkich rozwazanych typach wafli Uy //,
U,. Zauwazmy, ze

ULLCULQL, i Uy=U1QL)NY,CUQL

zatem Uy U Uy C Uy @ L. Punkty Uy, Uy sa wspétpekowe wiee dim(U; U Us) =
k+ 1. Stad i z (3.19) otrzymujemy U; U Us = Uy @ L.
Z117(3) L C|| Uy @ L, wiec L C|| Uy UUs,. Gdyby L C|| U;, to L C|| Y; bo
U; CY; dlai=1,2. Otrzymujemy sprzecznos¢ z naszymi zalozeniami. Zatem
L) U; i na mocy 3.12 Uy /i, Us, co koniczy dowdd.
O

Przyktad 3.17. Do przyktadu rozwazmy dwie rézne przecinajace sie¢ w pro-
stej Y’ plaszezyzny Y1, Y. WeZmy takze dwie proste Zy, Zo # Y', ktore sa
zawarte odpowiednio w Y] i Y5. Niech prosta L C|| Z; U Zy = Z”, ale nie
bedzie rownolegta do prostej Z; ani do Zy. Okredlimy teraz odwzorowanie f
przyporzadkowujace prostym rownolegtym do Z; i lezacym w ptaszczyznie Y;
proste réwnolegte do Z5 lezace na Y5.
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Yo

H

U1 I U2 /

/
/\

Z3

Rysunek 3.9

Wezmy dowolna prosta U || Z; lezaca w Y. Poniewaz prosta L nie jest
rownolegta do Z;, wiec mozemy poprowadzi¢ prosta L' réwnoleglty do L i
przecinajaca U; w punkcie. Proste L' i U; sa sasiednie wiec ich kres gorny
bedzie ptaszczyzna, ktéra przetnie plaszczyzne Y, w prostej U,. Prosta Us
bedzie réwnolegta do prostej Zs poniewaz jest zawarta réwnolegle w (U; U
L) MYs, a z réwnosci wymiaréw wynika rownoleglosé.

Zauwazmy, ze prosta Z; i proste lezace w Y; réwnolegle do Z; tworza
k-odcinek Xy = [Z1,Y1]; w grassmannianie afinicznym P (1), gdzie k = 1.
W taki sam sposéb otrzymujemy drugi k-odcinek X, = [Z,,Y];. Poniewaz
Z, 4y sa wspoOlpekowe, tak jak ptaszczyzny Y7, Y, to odcinki Ay, Xy tworza
wafel typu pw\*pw. Odwzorowanie f jest uogélnionym rzutem réownolegltym z
odcinka X na odcinek A5.

Innym sposobem wyznaczenia obrazu U; jest rozpiecie peku P(H,U; @ L),
gdzie H to punkt przeciecia prostej Uy z Y’ 1 przeciecie go z odcinkiem As.

3.2.4 Pek typu l\s,pr\s

Stwierdzenie 3.18. Niech G bedzie pekiem k-odcinkow typu 1\s, pr\s w Py (2(),
X1, X € G i niech L bedzie prostq takg, ze L C|| Z" i LA\ Zy, Zy. Wowczas
jesli Uy € X\ X7, to

Uy =p"(Uy,U; @ L) N Xy

jest jedynym takim punktem Xy wspoltpekowym z Uy, Ze Uy [, Us.

DowOD. W tych typach pekéow X; = [Z;, Y] dla i = 1,2. Zaczniemy od
wykazania, ze
2oL =2" (3.20)
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7 zalozenia mamy L Z|| Z;, wiec na mocy 1.18 dostajemy dimZ; @ L =
dim Z; + 1 = dim Z”. Poniewaz Z; C Z" oraz L C|| Z”, wigc z 1.17(8) uzy-
skujemy Z; @ L C Z”, co daje prawdziwosé (3.20).

Niech U; € &y \ X'. Przypusémy, ze L C|| U;. Skoro tak, to z inkluzji
Z1 C Uy na mocy 1.17(8) mamy Z; @ L C U;. Z uwagi na 3.20 otrzymujemy
Zy C Z" C Uy, co oznacza, ze Uy € Xy, a zatozylismy ze Uy € Ay \ X'. Tak,
wiec

Ld Uy. (3.21)
Na podstawie 1.19 para Uy, U; @ L wyznacza pek réwnolegltych

p=p(U,U@L).

Na pewno U; € p. Teraz zauwazmy, ze [pNAs| < 1, bo w przeciwnym wypadku
mielibySmy p C &5 i tym samym U; € &5, co znowu przeczy zalozeniu, ze
Uye X\ X

Powstaje pytanie, czy p N Xy # 07 W tym celu rozwazmy

UQ = ZQ * Ul-

Z 1.15(1) Zy C Zy * Uy, natomiast z 1.15(4) dim Uy = dim U; = k. Poniewaz
Zy, Uy C Y, wiec takze ZyxU; C Y. Oznacza to, ze Uy € X;. Pokazemy, ze U,
lezy w peku p. Z 1.15(2)

U1 || ZQ * U1 = U2. (322)

Poniewaz U, C U; @ L, oraz z 3.20 mamy
ZyCZ"'=Z,QLCU, QL

wiec Uy C Uy @ L. Tym samym otrzymujemy ze Us € p. Poniewaz [pNAs| < 1
1 U2 Epﬂ X2, WIQC
pﬂ XQ = {UQ} = {ZQ * Ul}

Poniewaz Uy, Us rozpinaja pek p wiec UyUUy = Uy @ L. Zatem L C|| U;UU,.
Ponadto z (3.20) i (3.22) mamy L | U; dla i = 1, 2. Mozemy wiec skorzystaé
z 3.12, co daje Uy [ Uy. W ten sposéb dowdd jest zakonczony. O

Przyktad 3.19. Rozwazmy plaszczyzne Y i lezace na niej dwa rézne punk-
ty Z1 1 Zy. Wezmy jeszcze prosta L || Z”. Okreslimy teraz odwzorowanie f
przyporzadkowujace prostym z peku przez Zp, proste z peku przez Z;. Wez-
my prosta U; przechodzaca przez punkt Z;, ale nie przechodzaca przez Zs.
Rozwazmy pek réwnolegtych p*(Uy, Uy @ L). Znajduja sie w nim wszystkie
proste lezace w Y = U; @ L i rownolegte do Uy, w tym doktadnie jedna taka,
oznaczmy ja Us, przechodzaca przez Z,. Prosta U, bedziemy traktowac jako
obraz U; przy f.

Zauwazmy, ze punkt 7, proste przechodzace przez przez Z, i ptaszczyzna
Y tworza odcinek X; = [Z1, Y], w Pr(A). W taki sam sposéb otrzymujemy
odcinek Xy = [Z5,Ys],.. Poniewaz Z; i Z5 to punkty lezace na plaszezyznie,
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wiec odcinki &j, Xy tworza pek typu I\s w Py (). Przeksztalcenie f jest
uogoblnionym rzutem réwnolegltym z Xy na AXs.

L H Z//

Rysunek 3.10

Definicja 3.20. Niech G bedzie pekiem odcinkéw w Py (1), X, X5 odcinkami
X
w G i L prostg w 2. Jesdli odwzorowanie ﬂf okreslone warunkiem
2
Xy
%!’(L(Ul) =U, wtw., gdy U, //L Us. (323)
2
jest bijekcja, to nazywamy je uwogdlnionym rzutem rownolegtym o kierunku L.
Podsumowaniem tego rozdziatu beda dwa ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 3.21. MozZliwe rodzaje rzutow dla pekow k-odcinkow wtasciwych
w Pr(A) zostaly zebrane w tabeli 3.1

§\n pw pr s

pw rzut rownolegly 3.16 X rzut $srodkowy 3.4
pr rzut rownolegly 3.16 rzut réwnolegty 3.16 rzut $r. 3.5 i réwn. 3.18
1 rzut rownolegly 3.16 rzut réwnolegty 3.16 rzut $r. 3.5 i réwn. 3.18
s rzut ér. 3.4 i rown. 3.14 X X

0 rzut réwnolegly 3.13  rzut $r. 3.6 i réwn. 3.13 X

Tabela 3.1: Rodzaje rzutéw w pekach k-odcinkéw whasciwych w Py (2(). Szcze-
gbétowe opisy rzutéw znajduja sie w twierdzeniach o podanych numerach.

Twierdzenie 3.22. MozZliwe rodzaje rzutow dla pekow k-odcinkow rownole-
gltych w Pp(A) zostaly zebrane w tabeli 3.2
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§\"n pw pr s
pw  rzut réwnolegly 3.16 X rzut $rodkowy 3.7
S rzut réwnoleglty 3.14  rzut Sr. 3.9 i réwn. 3.14 X

Tabela 3.2: Rodzaje rzutéw w pekach k-odcinkéw réwnolegltych w P ().
Szczegodtowe opisy rzutow znajduja sie w twierdzeniach o podanych numerach.
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