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Wstep

SMatematyka jest alfabetem, za pomocq ktorego Bog opisal wszechswiat.”
Galileusz

Teoria krat wyrosta z algebry na poczatku ubiegtego wieku jako uniwer-
salny jezyk do wygodnego formutowania wielu bardzo ogoélnych faktow. Od
poczatku probowano zastosowaé ja do opisu geometrii rzutowej i afinicznej.
Pierwsza pelna teorio-kratowa charakteryzacja skonczenie wymiarowej geome-
trii afinicznej pochodzi z lat trzydziestych od Birkhoffa. P6Zniej podejmowane
byty préby znalezienia takiej charakteryzacji dla dowolnie wymiarowej geome-
trii afinicznej, gtéwnie przez Wilcoxa w [8]. W latach piecdziesiatych dokonatl
tego Sasaki w [6]. W rozdziale pierwszym zdefiniuje podstawowe pojecia
takie jak: przestrzen afiniczna, przestrzen rzutowa, krata, krata modularna i
potmodularna. Drugi rozdzial poswiece parom modularnym oraz dualnym
parom modularnym. Podam ich podstawowe wtasnosci. Waznym twierdzeniem
bedzie twierdzenie 2.9 charakteryzujace pary modularne w dowolnej kracie
(por. [7, Rozdz. 2]). Nastepnie trzeci rozdzial poswiece relacji réwnolegtosci
w ujeciu czysto kratowym. Istotnym wynikiem tutaj bedzie charakteryzacja
rownolegtosci w terminach pary niemodularnej. W czwartym rodziale zajme
sie¢ najwazniejszymi kratami geometrii, czyli krata podprzestrzeni przestrzeni
rzutowej oraz kratg podprzestrzeni przestrzeni afinicznej. Dla kraty rzutowej
przytocze charakteryzacje kratowa z [4], natomiast w analitycznej kracie afi-
nicznej zdefiniuje niesymetryczng rownolegtosé i scharakteryzuje ja najpierw
w terminach translacji (stwierdzenie 4.11), w jezyku geometrycznym (twier-
dzenie 4.12) i na koniec w terminach abstrakcyjnej teorii krat (twierdzenie
4.13). W rozdziale pigtym skonstruuje krate ktéra bedzie pétmodularna
w sesie Wilcoxa. Podana konstrukcja geometrycznie bedzie odpowiadac¢ kon-
strukcji przestrzeni afinicznej poprzez usuniecie z przestrzeni rzutowej pew-
nej hiperptaszczyzny. Konstrukeja ta postuzy do wykazania, ze krata afinicz-
na jest stabo modularna (stwierdzenie 5.6 i wniosek 5.10), co geometrycznie
oznacza, ze wigzka podprzestrzeni przez ustalony punkt w przestrzeni afinicz-
nej jest przestrzenig rzutowa. Ostatnie dwa rozdzialy beda wigzaé teorie
krat z geometria. W twierdzeniu 7.1 podam warunki charakteryzujace kra-
te modularng, natomiast twierdzenie 7.10 w petni charakteryzuje skonczenie
wymiarowg przestrzen afiniczna. Na koniec, w twierdzeniu 7.11 zacytuje z [6]
charakteryzacje dowolnie wymiarowe] przestrzeni afinicznej.



Rozdziat 1

Pojecia podstawowe

1.1 Przestrzen afiniczna i rzutowa

Definicja 1.1. Niech S bedzie niepustym zbiorem i £ C 2. Elementy zbioru
S nazywamy punktami, natomiast elementy zbioru £ nazywamy prostymi.
Strukture (S, £) nazywamy czeSciowq przestrzeniq prostych , gdy spetnione
sg nastepujace warunki:

(i) £ #0.

(ii) na kazdej prostej leza przynajmniej dwa punkty tzn., jesli k € L, to
kI>2,

(iii) dwie rézne proste maja co najwyzej jeden punkt wspélny tzn., jesli
]{Zl,]{?Q €£1|k1ﬂk:2 |> 2, to k1:k27

Jezeli a,b € S sg takimi punktami, ze istnieje prosta k € £ na ktérej one
leza, tzn. a,b € k wowczas moéwimy krotko, ze punkty a,b sa wspotliniowe.
Jesli dodatkowo a # b, to prosta k jest wyznaczona jednoznacznie (wynika
to z warunku (i) w 1.1 i oznaczamy ja ab. Dualnie, jesli k,I € L sa takimi
prostymi, ze istnieje ich punkt wspélny a € S, tzn., a € kN[, to méwimy, ze
proste k.l przecinajq sie.

Definicja 1.2. Strukture (S, L) nazywamy przestrzenig prostych, gdy jest
czesciowq przestrzenig prostych oraz spetiony jest nastepujacy warunek:

(iv) kazde dwa punkty sa wspotliniowe, tzn. dla kazdych a,b € S istnieje
k € L takie, ze a,b € k.

Definicja 1.3. Niech (S, L) bedzie czeSciowa przestrzenia prostych i niech
|| € £ x L bedzie binarna relacja na zbiorze prostych L. Relacje || nazywamy
relacja réownolegtosci, gdy spetnione sa nastepujace warunki:

(i) || jest relacja réwnowaznosci,
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(ii) przez kazdy punkt mozemy przeprowadzi¢ doktadnie jedna prosta row-
nolegta do danej, tzn., dla kazdego a € S'i k € L istnieje doktadnie jedna
prosta | € L taka, ze a € [ 1 [||k.

Relacja rownolegtosci dzieli zbior prostych na klasy abstrakeji, ktore na-
zywamy kierunkami. Warunek (ii) w powyzszej definicji to pelny postulat
Euklidesa dotyczacy réwnolegtosci. Czasem ostabia si¢ go zadajac, ze istnieje
co najwyzej jedna odpowiednia prosta.

Definicja 1.4. Afiniczny warunek Veblena (AVC).

Niech a,b,c € S tworza niezdegenerowany tréjkat tzn., a,b, ¢ sg niewspotli-
niowe, ale parami wspotliniowe. Jedli prosta k € £ przecina bok ac i k|lab to
k przecina bok be (rys. 1.1).

VARN

Rysunek 1.1: Afiniczny warunek Veblena (AVC).

Definicja 1.5. Warunek uzupehiania do réwnolegtoboku (PC).
Niech ki, ko, 11,15 € L. Jedli prosta ko przecina proste [y i ls, prosta [, przecina
proste ky i ko oraz ki||ko 1 li||l2 to ko przecina ly (rys. 1.2).

// // k1
.

~

ll 12

Rysunek 1.2: Warunek uzupetniania do réwnolegtoboku (PC).

Definicja 1.6. Strukture (S, L, ||) nazywamy przestrzenig afiniczng, gdy jest
przestrzenia prostych wraz z relacja réwnolegtosci, oraz gdy spetnione sg wa-
runki: (AVC) i (PC).
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Definicja 1.7. Niech 2 = (S, L, ||) bedzie przestrzenia afiniczng. Podprze-
strzenig przestrzeni 2 nazywamy zbior X C S speliajacy warunki:

(i) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych tzn., dla dowolnej
prostej k € Ljesli | kN X [>2,tok C X,

(ii) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych réwnolegtych tzn.,
jeslik,le L kCX [ k|lorazlNX #(Dtol CX.

Warunek (i) w powyzszej definicji stanowi definicje podprzestrzeni w do-
wolnej czesciowe] przestrzeni prostych.

Definicja 1.8. Niech & = (S, L, ||) bedzie przestrzenia afiniczna. Podprze-
strzen H C S nazywamy hiperplaszczyzng w 2, gdy dla dowolnej prostej
k € £ mamy: albo k C H albo w H istnieje prosta [ taka, ze k || [ albo k
przecina H w punkcie.

Definicja 1.9. Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Jezeli prosta k € L przecina dwa boki trojkata w doktadnie dwoch roéznych
punktach, to przecina tez trzeci bok tego trdojkata, gdzie trojkat rozumie-
my jako trzy parami rézne, parami przecinajace sie i niewspotpekowe proste
(rys. 1.3)

/a \b TN

Rysunek 1.3: Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Definicja 1.10. Strukture P = (S, £) nazywamy przestrzeniq rzutowg gdy:
(i) B jest przestrzenia prostych,
(ii) na kazdej prostej leza przynajmniej trzy rézne punkty,

(iii) P spelnia rzutowy warunek Veblena.

Definicja 1.11. Niech B = (S, £) bedzie przestrzenia rzutowa. Podprzestrzen
H C S nazywamy hiperptaszczyzng w B, gdy dla dowolnej prostej &k € L
mamy: albo £ C H albo k przecina H w punkcie.
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1.2 Kraty

Definicja 1.12. Niech P bedzie niepustym zbiorem i niech < C P x P bedzie
binarna relacja na zbiorze P. Rozwazmy nastepujace wlasnosci relacji <.
Niech a,b,c € P, woéwczas

(i

(i) jesli a<b i b<a, to a=0b, (antysymetrycznosc)

) a
)
)
v) a

(zwrotnosc)

(iii) jesi a<b i b<e¢ to a<c (przechodniosé)

(i lub b <a. (liniowosé)

Strukture P = (P, <), w ktérej relacja < spelnia warunki (i), (ii) i (iii) na-
zywamy zbiorem czesciowo uporzadkowanym (posetem). Jesli ponadto relacja
< spelnia warunek (iv), to poset P nazywamy taricuchem.

Definicja 1.13. Poset P nazywamy kratq, jesli dla dowolnych a,b € P istnieja
kresy sup{a, b} oraz inf{a, b}, czyli odpowiednio: najmniejsze sposrdd gornych
ograniczen zbioru {a, b} i najwieksze sposrdd ograniczen dolnych zbioru {a, b}.
W dalszej czesci pracy bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen:

sup{a,b} = a Vb, inf{a,b} = a Ab.

Krate zdefiniowana jako poset czyli zbiér (P, <) mozna traktowaé jako
strukture algebraiczna (P, V,A) czyli zbiér i dwie operacje binarne na nim:
operacja kresu gornego i kresu dolnego, obie idempotentne, taczne, i przemien-
ne. Oba podejscia sa rownowazne tzn., krata jako algebra jest definiowalna w
kracie jako poset i na odwrét [5, Roz. 1]. Tak wiec dalej poprzez krate ma-
my na mysli jednoczesnie poset i odpowiednig algebre. Dla uproszczenia krate
utozsamiamy ze zbiorem jej elementéw, co nie powinno prowadzi¢ do niepo-
rozumien.

Przez L bedziemy oznacza¢ dowolng krate, jesli nie jest napisane inaczej.

Definicja 1.14. Niepusty podzbior K kraty L nazywamy podkratg, gdy K
jast domkniety ze wzgledu na operacje Vi A, tzn jesli a,b € K toaVbe K
oraz aANb € K.

Podkrata X kraty L z operacjami V, A z wyjsciowej kraty L obcietymi do
X (z porzadkiem < w L obcietym do X x X) jest krata.

Definicja 1.15. Niech a,b € L takie, ze a < b. Wtedy zbidér postaci:
[a,b] :={x € L:a<x<b}

nazywamy odcinkiem kraty L.
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Lemat 1.16. W dowolnej kracie L dla a,b € L odcinek [a,b] jest podkratq.

DowoOD. Niech L bedzie krata. Wezmy dowolne =,y € [a,b]. Pokazemy, ze
Ay € |a,b] oraz x Vy € [a,b].

Z11bmamy a <z < bia<y<b Wiec a jest ograniczeniem dolnym z i y.
Podobnie b jest ograniczeniem gérnym z i y. Zatem

a<xAyorazxz Ay <b. (1.1)

Mamy tez
a<xzVyoraz zVy < b (1.2)

Zatem z (1.1) mamy = Ay € [a,b], a z (1.2) mamy z V y € [a,b]. Wiec [a, b]
jest podkratg kraty L. O

Definicja 1.17. Podkrate I w kracie L nazywamy ideatem, gdy dla kazdego
a€lorazx € LmamyaAz el

Definicja 1.18. Niech a € L. Wtedy zbiér postaci:
(a] ={rel:zx<a}
nazywamy ideatem gtownym.

Definicja 1.19. Filtr w kracie definiuje sie dualnie do ideatu, tzn. podkrata
F karty L jest filtrem, gdy dla kazdego a € F oraz x € L mamy a V x € F.

Definicja 1.20. Niech a € L. Wtedy zbiér postaci:
a) ={reL:a<zx}
nazywamy filtrem gtownym.

Definicja 1.21. Poset P nazywamy ograniczonym z gory, gdy zawiera element
najwiekszy 1, to znaczy dla kazdego a € P mamy a < 1. Poset P nazywa-
my ograniczonym 2 dotu, gdy zawiera element najmniejszy 0, to znaczy dla
kazdego a € P mamy 0 < a. Jesli poset P posiada 0 i 1, to nazywamy go
ograniczonym.

Definicja 1.22. W kracie ograniczonej L element a jest dopetnieniem ele-
mentu b wtedy i tylko wtedy, gdy

anNb=0 oraz aVb=1.

Zauwazmy, ze aby w ogble méwi¢ o dopetlieniach w kracie L to musi ona
zawierac¢ 0 i 1, takze zalozenie, ze L jest ograniczona jest tutaj jak najbardziej
uzasadnione.
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Definicja 1.23. Rozwazmy odcinek [a,b] w dowolnej kracie L oraz dwa ele-
menty x,y € [a,b]. Mowimy, ze element y jest wzglednym dopelnieniem ele-
mentu x w odcinku [a, b], gdy

rANy=a oraz xVy=h.

Definicja 1.24. Moéwimy, ze krata L jest modularna, gdy dla dowolnych ele-
mentéw a, b, c € L spelniony jest warunek

jesi a<b, to aV(cAb)=(aVe)Ab. (M)

Lemat 1.25. W ograniczonej kracie modularnej, jesl element posiada dopel-
nienie, to posiada rowniez wzgledne dopetnienie w kazdym odcinku, do ktorego
nalezy.

DowoOD. Niech z bedzie dopelnieniem elementu x i niech [a, b] bedzie takim
odcinkiem, ze x € [a,b]. Rozwazmy y = a V (2 A b). Zauwazmy, ze y € [a, b].
Poniewaz krata jest modularna, to mamy

:E/\y::v/\(a\/(z/\b)>:x/\(a\/z)/\b:
:(a\/(z/\:c))/\b:(a\/O)/\b:a/\b:a.
Analogicznie mozna pokazaé, ze x V y = b. [

Definicja 1.26. Niech L bedzie krata oraz a,b € L. Méwimy, ze a poprzedza
b i piszemy a < b, gdy spetniony jest warunek:

jesSli ceL 1 a<ec<b to c=a lub c=b. (1.3)
Ponadto a < b oznacza, ze a < b lub a = b.

Definicja 1.27. Krata L jest potmodularna z gory, gdy dla dowolnych ele-
mentow a, b, ¢ € L spekiony jest warunek

jesli a<b, to avec=xbVe (UCQ)

Krate, ktora jest potmodularna z gory bedziemy nazywacé potmodularng.

Definicja 1.28. Krata L jest potmodularna z dotu, gdy dla dowolnych ele-
mentow a, b, ¢ € L speliony jest warunek

jesli a<b, to aANc=<bAc (LCC)

Twierdzenie 1.29 (K. Bienias [2]). Krata L jest pétmodularna wttw., gdy
dla dowolnych elementow a,b € L

jesli anNb=<b, to a<aVb. (Sm)



PARY MODULARNE W TEORII KRAT I GEOMETRII 8

Definicja 1.30. Mowimy, ze krata L jest dualnie pétmodularna, gdy dla do-
wolnych elementéw a,b € L:

jesli b<aVb, to aVb<a. (Sm*)

Definicja 1.31. Krata L spetnia warunek Birkhoffa, gdy dla dowolnych ele-
mentéw a,b € L

jesli aAb=<a,b, to ab=<aVb. (Bi)

Definicja 1.32. Krata L spetnia dualny warunek Birkhoffa, gdy dla dowol-
nych elementéw a,b € L

jesli a,b<aVb, to aAb=<a,b. (Bi*)

Definicja 1.33. Niech L bedzie krata ograniczong z dotu i niech p € L.
Powiemy, ze p jest atomem gdy spetiony jest nastepujacy warunek 0 < p.

Definicja 1.34. Krata L jest atomowa, gdy jest ograniczona z dohu oraz dla
a € L\ {0} istnieje atom p € P taki, ze p < a.

Definicja 1.35. Krata L ograniczona z dotu jest atomistyczna, gdy kazdy jej
element rézny od 0 da sie wyrazi¢ jako kres gérny atomow.

Definicja 1.36. Niech L bedzie krata z 0. L spelnia warunek atomowego
pokrywania, gdy dla dowolnego a € L

jeSli p jest atomem oraz aAp=0, to a<aVp ()

Definicja 1.37. Niech L bedzie krata z 0, ktéra jest atomowa lub atomi-
styczna. L spelia warunek wymiany Steintz’a-Mac Lane’a, gdy dla a € L i
atoméw p,q € L:

jesi aAp=0 1 p<aVg, to g<aVnp. (EP)

Twierdzenie 1.38 (K. Bienias [2]). Jesli krata spefnia (M) to spetnia réwniez

(Sm), (Sm*), (Bi*), (Bi), (EP), (C).

Definicja 1.39. Niech L bedzie krata ograniczona z dotu i niech a € L. Wte-
dy dtugosé najdtuzszego, skonczonego, maksymalnego tancucha C' w odcinku
[0, a], czyli liczbe |C| — 1, bedziemy nazywaé wysokoscig elementu a w kracie
L. Jesli taki tancuch nie istnieje to bedziemy przyjmowac, ze wysokos¢ jest
nieskonczona.

Twierdzenie 1.40 (G. Grétzer [5]). Niech L bedzie kratg skonczonej wyso-
koSci. Jesli krata jest potmodularna, to kazde dwa maksymalne tancuchy w L
sq tej samej dlugosci.



Rozdziat 2

Pary modularne

2.1 Podstawowe wlasnosci par modularnych

Niech L bedzie dowolng krata.

Definicja 2.1. Pare uporzadkowana elementéw (a,b) w kracie L nazywa sie
parg modularng, co zapisuje sie a M b, gdy spelniony jest warunek:

jesi zeL i x<b, to zV(aAb)=(xVa)Ab. (2.1)
Lemat 2.2. W dowolnej kracie L dla x,a,b € L
jesli ©<b to xV(aAb)<(zVa)Ab.

DowOD. Zaltézmy, ze x < b. Wiemy, ze:

r<xVa, (2.2)
oraz
x<xVb. (2.3)
Z (2.2) i (2.3) mamy, ze
< (xVa)A(xVb). (2.4)
Wiemy, ze:
aNb<a<zVa, (2.5)
oraz
aNb<b<zVD. (2.6)
Zatem z (2.5) i (2.6) mamy:
aANb< (zVa)A(xzVb). (2.7)
Z (2.4) 1 (2.7) mamy:
zV(aAb) < (xVa)A(zVD). (2.8)

9
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7 zalozenia r < b mamy

xVb=b. (2.9)

Zatem z (2.8) i (2.9) otrzymujemy zadang nier6wnos$¢ z V (a Ab) < (zVa) Ab.
0

Tak wiec w definicji 2.1 znak rownosci mozemy zastapi¢ nieréwnoscia, gdyz
nieré6wnos¢ < prawdziwa jest w kazdej kracie.

Bezposrednio z okreslenia modularnosci i pary modularnej wynika naste-
pujacy zwiazek.

Fakt 2.3. W kracie modularnej L relacja M jest totalna, tzn. dla kazdych
dwoch elementow a,b € L mamy a M b.

Definicja 2.4. Para elementow (a,b) w kracie L nie tworzy pary modularney,
co zapisuje sie a M b, gdy spetnia nastepujacy warunek:

istnieje x € L taki,ze x<b, oraz zV(aAb)# (xVa)Ab (2.10)

Zanotujmy teraz kilka elementarnych wtasnosci par modularnych.

Lemat 2.5. Niech a,b € L. Jesli a < b lub b < a, toaMb.
DowOD. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy a < b. Wezmy x < b. Wtedy
xV(aAb)=xzVa=(xVa)Ab

poniewaz x V a < b.
Teraz zatézmy b < a. Wezmy = < b. Stad x < a. Wtedy

zV(aAb)=xzVb=b=aAb=(zVa)Ab.

Natychmiastowym wnioskiem z udowodnionego lematu jest:
Whniosek 2.6. W kracie ograniczonej L dla a € L zachodzi:
(i) 0 M a,
(i) a M 0,
(iii) a M a,
(iv) a M 1,
(v) 1 M a.

Lemat 2.7. Jesli a € L @ p jest atomem w L to a M p.
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Dowo6Dp. WeZzmy o < p. Wtedy o = p lub = 0.
Jesli x = p to

zV(aAp)=pV(aAp)=p=(pVa)Ap=(zVa)Ap.
Jesli x =0 to
zV(aAp)=0V(aAp)=pAa=(0Va)Ap=(xVa)Ap.
[

Jedli a i p sg takie jak w lemacie 2.7 to nie musi zachodzi¢ p M a. Popa-
trzmy na nastepujaca krate generowana przez pie¢ elementéw {0, p, ¢, a,aV p}
speliajaca warunki: ¢ < a,aVp =qVp,aAp=qAp=0. Jest to krata
N5 zwana krata pieciokata (rys. 2.1.1). Element p jest w niej atomem ale z
elementem a nie tworza pary modularnej p M a bo:

qV(pANa)=q#a=(qVp)Aa,
co dowodzi, ze relacja M nie jest symetryczna.

aVp

0

Rysunek 2.1.1: Para niemodularna p M a, gdzie p jest atomem.

Definicja 2.8. Krate L, w ktorej relacja M jest symetryczna, czyli M spelnia
warunek

jesli a,bel i aMb, to bMa (Ms)

nazywamy krata M-symetryczng.

Twierdzenie 2.9. Niech a,b € L. Wowczas a M b wttw., gdy krata L nie
zawiera takiego pieciokgta: {a AN b,a,z,y,aVx =aVy}, zex <y <b, (rys.
2.1.2).

DowOD. 7 = 7 Zalozmy, ze a M b. Przypusémy, ze L zawiera odpowiedni
pieciokat. Wezmy x < b. Wtedy:

zV(aNb) =z,
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oraz
(xVa)Nb=y.

Zgodnie z 2.1 powinno by¢ x = y bo a M b, ale z zatozenia x # y i otrzymali-
sSmy sprzecznos¢. Zatem krata L nie zawiera takiego pieciokata.

7«7 Zaktadamy, ze krata L nie zawiera takiego pieciokata i przypusémy, ze
a M b. Zatem zgodnie z 2.4 istnieje ¢ takie, ze t < boraz tV (aAb) # (tVa) Ab.

Niech
x:=tV(aAb) oraz y:=(tVa)Ab.

Zatem x # y. Zauwazmy, ze x < y bo tak jest w kazdej kracie na mocy lematu
2.2. Stad mamy

rANa<yNa=(tVa)ANbAa=aANb. (2.11)
Ponadto z okreslenia x mamy a A b < z skad otrzymujemy
aNb=aNbNa<zAa.

Zatem z (2.11)
rAa=alb. (2.12)

Podstawiajac odpowiednio za y otrzymujemy
yNa=(tVa)AbANa=aAb. (2.13)
Podsumowujac (2.12) i (2.13) mamy
rANa=zxzANa=aAlb. (2.14)
Rozumujac dualnie wykazemy, ze
rVa=yVa=tVa. (2.15)

W ten sposob elementy {a A b, a,z,y,aV x} tworza pieciokat, ktorego istnie-
nie wykluczyliSmy na poczatku. Zatem nasze przypuszczenie, ze a M b jest

falszywe i ostatecznie a M b. m
be aVx
Y
a
x
aNb

Rysunek 2.1.2: Para niemodularna a M b.
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Lemat 2.10. Niech L bedzie dowolng kratg. Jesli a,b € [c,d] oraz a M b w
odcinku [c,d] to a M b w calej kracie L.

DowOD. Zatézmy, ze a,b € [c, d] oraz a M b w odcinku [c, d]. Niech x € L taki,
ze x < b. Wiemy, ze ¢ < b, bo b € [¢,d]. Zatem Ve < b. Stad ¢ < xVe < b < d,
a wiec z V ¢ € [c,d]. Z zalozenia, ze a M b w odcinku [e, d] oraz z nieréwnosci
x V c < b mamy

(xVe)V(anb)=(xVeVa)Ab. (2.16)

Lewa strona tej rownosci:

(xVe)V(anb)=zV[cV(aAb)]=zV(aAD). (2.17)

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze a A b € [¢,d] wiec ¢ < a Ab, bo z 1.16
odcinek jest podkrata.
Prawa strona réwnosci (2.16):

(xVeVa)ANb=(zVa)Ab (2.18)

Tutaj réwnosé wynika z faktu, ze ¢ < a. Ostatecznie z (2.16), (2.17) oraz
(2.18) mamy a M b w calej kracie L, co koniczy dowdd.
[

W powyzszym lemacie w szczegolnosci mozemy wzia¢ ¢ = a A b oraz d =
aVb. Zatem, aby sprawdzié, czy elementy a, b tworza pare modularng w kracie
L wystaczy sprawdzi¢, czy tworzg pare modularng w mozliwie najmniejszym
odcinku [a A b,a V b].

2.2 Dualne pary modularne

Definicja 2.11. Niech a,b € L. Wtedy uporzadkowana para elementéw a, b
tworzy dualng pare modularng, co zapiszemy a M* b, gdy dla dowolnego x € L
mamy:

jesi b<z to zA(aVb)=(xAa)Vb.

Lemat 2.12. Niech a,b,c € L. Wtedy:
aMb dlawszystkich be L <= aM"c dla wszystkich ¢ € L.

DowOD. Niech a € L. Wtedy a M b dla wszystkich b € L oznacza, ze réwnosé
zV (aAb) = (zVa)Ab zachodzi dla wszystkich par (x,b) takich, ze x < b.
Natomiast a M* = dla wszystkich z € L oznacza, ze réwnosé b A (a V x) =
(bAa)Vx zachodzi dla wszystkich par (x,b) takich, ze x < b. Stad otrzymujemy
zadang réwnowaznosc. [

Lemat 2.13. Niech a,b € L. Wtedy:
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(i) Jeslia ANb=<0btoaMb.
(i

)
) Jeslib<aVbtoaMb.

(iii) Jeslia <aVbiaMbtoaNb=<b.
iv)

(iv) JesliaNb<a iaM*btob=<aAb.

DowoOD. (i) Zatézmy, ze a Ab < b. Na mocy lematu 2.10 wystarczy pokazad,
ze a M b w odcinku [a A b,a V b]. Zatem niech a A b < x < b. Stad i zalozenia
mamy albo x = a A b albo x = b.
JeSiz=aAbtoxV(aAb)=(aANb)V(aANb) =aAboraz (xVa)ANb=
((anb)Va)Ab = aNb. Zatem mamy a M b, co koniczy dowdd w tym przypadku.
Jeliz=btoxV(aNnb)=bV(aANb)=boraz (xtVa)ANb=(bVa)ANb=b.
Zatem mamy a M b, co konczy dowod.

(ii) Dowdd przebiega dualnie do (i).

(iil) Zalézmy, ze a < aV b oraz a M b. Przypusémy, ze a Ab = b. Wtedy mamy
b < a. Stad tez wynika a V b = a, co jest sprzeczne z zatozeniem a < a V b.
Zatem a A b < b. Wezmy c € L takie, ze

aNb<c<b. (2.19)
7 zatozenia a M b i definicji pary modularnej mamy
c=cV(aAb)=(cVa)Ab. (2.20)

Z (2.19) mamy a < ¢V a < bV a. Stad i z zalozenia mamy albo a = ¢V a albo
cVa=>bVa.

Jesli e Va=atoz(2.20) mamy tez c = (cVa) Ab=aAb.
JeSlicva=bVatoz (2.20)c=(cVa)ANb=b.

Stad iz (2.19) mamy a A b < b.

(iv) Dowdd przebiega dualnie do (iii). O

Lemat 2.14. Niech L bedzie kratg ograniczong z dolu. Wtedy nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(i) W kracie L spetniony jest warunek (C).
(ii) Jesli p jest atomem w kracie L to p M x dla wszystkich x € L.
(iii) Jesli p jest atomem w kracie L to p M* x dla wszystkich x € L.

DowOD. Réwnowazno$é warunkéw (ii) i (iii) wynika z 2.12.

7(i) = (iil))” Wezmy p bedace atomem i dowolny = € L. Pokazemy, ze p M* .
Rozwazmy x A p. Mamy dwie mozliwosci albo x A p = p albo x Ap = 0.

Jesli zachodzi pierwszy przypadek to mamy p < x. Zatem na mocy twierdzenia
dualnego do 2.5 mamy p M* z.

Jedli zachodzi druga mozliwo$¢ to na mocy (C) mamy x < pVz. Stad na mocy
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2.13(ii) mamy p M* z, co nalezalo pokazac.
7(iii) = (i)” Wezmy p bedace atomem w L i a € L takie, ze a Ap = 0.
Stad mamy p A a < p. Z zatlozen mamy p M* a. Na mocy lematu 2.13(iv)
otrzymujemy a < p V a, co nalezalo pokazac.

O



Rozdzialt 3

Rownoleglosé

W pracy badamy zwigzki teorii krat z geometrig afiniczng tak, ze naturalne
jest poswiecenie nieco uwagi relacji rownoleglosci. Przedstawimy tutaj dwie
relacje rownolegtosci w ujeciu czysto kratowym.

Poza atomami, czyli elementami wysokosci jeden, dosy¢ czesto bedziemy
potrzebowaé elementy wysokosci dwa. Dla wygody bedziemy je nazywaé pro-
stymi, co zgodne jest z intuicja.

Definicja 3.1. Niech L bedzie krata ograniczona z dotu. Dla a,b € L takich,
ze a,b # 0 zdefiniujmy:

a<|b <= aAb=0 i b=<aVhb, (3.1)
a<|b <= a<|b lub a<b, (3.2)
allpdb <= (a,b<aVvbd i aNb=0) lub a=0. (3.3)

Zauwazmy, ze a <| b w (3.1) geometrycznie nalezy rozumieé¢ jako a row-
nolegte niesymetrycznie do b, tzn. tak jak prosta a moze byé¢ réwnolegta do
ptaszczyzny b. Niesymetrycznie, bo po pierwsze wymiary sg rozne. Po drugie,
oile a i b sa roztaczne, co zaktada sie w (3.1), to zauwazmy, ze a i b rozpinaja
podprzestrzen 3-wymiarowa, w ktorej b jest hiperptaszczyzna.

Relacja <| jest zwrotnym odpowiednikiem <| i wprowadzamy ja bo intu-
icyjnie réwnolegtos¢ jest zwrotna.

Formalna definicja (3.3) relacji ||, moze wygladaé nieczytelnie na pierwszy
rzut oka. Jej znaczenie wyjasnia nastepujacy lemat.

Lemat 3.2. Niech L bedzie kratqg ograniczong z dotu. Wtedy dla dowolnych
a,b € L takich, ze a,b # 0 mamy:
a<|b i b<|la <= a0
DowOD. Gdy a = b dowdd jest zakonczony. Zalézmy zatem a # b.
” = 7 Niech a <| b oraz b <| a. Z definicji 3.1 (3.1) mamy a A b = 0,
b<aVb,oraz a < bV a. Stad i definicji 3.1 (3.3) mamy a |1, b.

7 <« 7 Niech a || b. Wtedy a Ab = 0 oraz a,b < a V b, czyli na mocy
definicji 3.1 (3.1) mamy a <| b oraz b <| a. O

16
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Whniosek 3.3. Niech L bedzie kratq ograniczong z dotu. Wtedy dla dowolnych
a,b € L takich, ze a # b oraz a,b # 0 mamy:

a<lb i b<la <= alrb

Tak wiec || to symetryczna réwnolegtosé. Poréwnywane elementy musza
mie¢ te sama wysokos¢ w kracie, albo geometrycznie ten sam wymiar. Da-
lej dowodzimy kilka przydatnych wtasnosci wprowadzonych relacji. Wszystko
dzieje sie tutaj w kratach, ale intuicje geometryczne sg czytelne.

Lemat 3.4. Jesli krata L spetnia (C) to dla a € L i atomu p € L zachodzi
p<la

DowOD. Niech p € L bedzie atomem oraz a € L. Mozliwe sg tylko dwa
przypadki a A p =0 oraz a A p # 0.

Jedli a A p =0 to z warunku (C) mamy a < a V p, a wiec p <| a.

Jesli a A p # 0 to mamy a < p, a wiec p <| a, co konczy dowdd. O]

Lemat 3.5. Niech L bedzie kratqg ograniczong z dotu, dla dowolnych a,b,c € L
jesli a <| b oraz0 < c<a, tocVb=aVhb.

DowOD. Niech a <| b oraz
0<c<a. (3.4)

Jesli a < b toz (3.4) réwniez ¢ < b . Wowczas cVb=b=aVb.
Zat6zmy wiec na podstawie (3.2) ze a <| b. Poniewaz ¢ Ab < a A b= 0, wiec
¢ £ b. Stad

b<bVe. (3.5)
Dalej z (3.4) oraz (3.5) mamy b < ¢V b < aVb, alez (3.1) mamy b < a V b.
Tak wiec ¢ Vb= a Vb, co konczy dowdd. O]

7 powyzszego lematu oraz z definicji 3.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.6. Niech L bedzie kratg ograniczong z dotu, dla dowolnych a,b, c €
L jeslia <| b oraz 0 < c < a, toc<|b.

Lemat 3.7. Niech L bedzie kratq ograniczong z dotu, a,b,c € L oraz a <| b.
Jesli 0 < ¢ < a i c nie jest atomem to b M c.

DowODp. Niech a <| b, 0 < ¢ < a oraz ¢ nie jest atomem. Zatem istnieje p € L
takie, ze 0 <p<c. Z3.5mamy pVb=aVb oraz cVb=aVb Stad

(pVb)ANc=(cVb) Nc=c (3.6)
Ponadto b A ¢ = 0 poniewaz bAa =0z (3.1). Stad
pV(bAc)=pVO0=np. (3.7)

Wiemy, Ze p # c¢. Zatem na mocy definicji pary niemodularnej z (3.6) i (3.7)
dostajemy b M c. O
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Lemat 3.8. Niech L bedzie kratg atomistyczng, skonczonej wysokosci spetnia-
jaca warunek (C) oraz niech l,a € L, gdzie l jest elementem wysokosci dwa (I
jest prostq). Wowczas | <| a wttw., gdy a M .

DowOD. 7 = 7 Zalézmy, ze | <| a. Wtedy z lematu 3.7 mamy a M [ co
nalezalo pokazac. B
7«7 Zatozmy, ze a M [. Wtedy istnieje

c<| (3.8)

takie, ze
cV(aNnl)<(eVa)Al. (3.9)

Element ¢ moze mie¢ wysokos¢ zero, jeden lub dwa, tzn. ¢ = 0, ¢ jest atomem
lub ¢ = [. Oba skrajne przypadki nie sa mozliwe z uwagi na (3.9), wiec ¢ jest
atomem. Poniewaz z (3.9)

c<cV(anl)<(eVa)Nl<I,
wiec c=cV (aNl) oraz (¢ V a) ANl = 1. Stad odpowiednio
aNl<c oraz [I<cVa. (3.10)
Gdyby a Al # 0 to aAl=cbo cjest atomem. Woéwezas z (3.10)
[<cVa=(aNl)Va=a.

Stad | = aAl = ci dostajemy sprzeczno$c. Dlatego tez aAl = 0. Stad aAc =0
bo ¢ < I. Z warunku (C) mamy

a<aVe. (3.11)

Z drugiej nieréwnosci w (3.10) mamy a VI < aVc. Z uwagi na (3.8) dostajemy
aVl=aVc W ostatecznosci z (3.11) a < a VI, co oznacza | <| a z definicji
3.1. 0

Stwierdzenie 3.9. Niech L bedzie kratq atomowq spetniajgcqg warunek (C) 1
niech a,b € L bedg niezerowe. Wtedy:

(i) a <| b witw., gdy a ANb = 0 i istnieje atom p € L taki, ze p < a oraz
pVb=aVhbh,

(i) a || b witw., gdy albo a = b albo a Nb = 0 i istniejg atomy p,q € L takie,
zep<a,qg<biaVqg=>bVp.

Dowop. (i) 7 = 7 Zalézmy, ze a <| b. Krata jest atomowa wiec istnieje atom
p € L taki, ze p < a. Z zalozenia oraz lematu 3.5 dostajemy pV b= a V b.
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7 <=7 Zalézmy, ze istnieje atom p € L taki, ze p < a oraz pV b =aVb.
Stad mamy p A b < a Ab =0, wiec z warunku (C) mamy b < bV p. Zatem
a <| b na mocy definicji 3.1 (3.1).

(il) W przypadku gdy a = b dowdd zakoriczony. Zalézmy zatem a # b.

7 =7 Zatézmy, ze a || b. Z lematu 3.2 mamy a <| bib <| a. Zatem z (i)
zastosowanego dwa razy istnieja atomy p,q € L takie, ze p < a, ¢ < b oraz
aVg=aVb=>bVp.

7«7 Zatozmy, ze a A b = 0 oraz istnieja atomy p,q € L takie, ze p < a,
g<biaVqg=>bVp Zatem mamy b < aVqg,awieccaVb<aVg<aVob.
Stad a V¢ = a V b. Podobnie bV p = a V b, co koniczy dowéd na mocy (i). [

Lemat 3.10. Niech L bedzie kratqg ograniczong z dotu spetniajgcq warunek
(C). Wtedy dla dowolnych a,b,c € L jeslia <| b, b < ¢ oraz a Nc =0 to
a<|ec.

DowOD. Zatézmy, ze a <| b, b < ¢ oraz a A ¢ = 0. Ze stwierdzenia 3.9(i)
istnieje atom p < a taki, ze
pVb=aVb. (3.12)

Ponadto p A ¢ =0 bo a A c=0. Zatem z warunku (C) mamy
c<pVe. (3.13)
7 tego, ze p < a mamy
pVe<aVe (3.14)

Z zalozenia b < c iz (3.12) mamy
a<aVb=pVb<pVc

Stad
aVe<pVece (3.15)

Z (3.14) i (3.15) dostajemy pV ¢ =a V ciz (3.13) ostatecznie c < aVe. O

Twierdzenie 3.11. Niech L bedzie kratg atomistycznq, skoriczonej wysokosSci
spetniajgcqg warunek (C) i niech a,b € L takie, Ze a,b # 0. Wowczas a <| b
wttw., gdy zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

(i) aAb=0 orazbM1 dla kazdej prostej | < a, albo

(ii) a <b.

DowoOD. Niech a,b € L takie, ze a,b # 0.

7 = 7 Zalbézmy, ze a <| b. Z definicji 3.1 mamy albo a <| b, albo a < b.
Rozwazmy obie sytuacje.

W pierwszym przypadku a Ab = 01b < aV b ponownie z 3.1. Wezmy
dowolnag prosta (element wysokosci 2) I < a. Z 3.7 mamy b M I. W ten sposéb
otrzymalismy (i).
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W drugim przypadku, gdy a < b, mamy natychmiast (ii).

” <7 Gdy zachodzi (ii) to dowdd jest zakonczony z uwagi na 3.1. Zatdézmy
wiec, ze zachodzi (i). Trzeba pokazaé, ze a <| b. Z (i) mamy a A b = 0, wiec z
3.1 wystarczy wykazac

b<aVb.

Przypusémy, ze tak nie jest. Poniewaz zawsze b < a V b, wigc nawet
b<aVb

bo gdyby b = aV b, to a < biwtedy a = aAb =0, co jest niemozliwe z
uwagi na zatozenie, ze a # 0. W tej sytuacji réznica wysokosci b i a V b jest
co najmniej 2, wiec musi istnie¢ co najmniej prosta [ < a taka, ze b V [ jest
o dwa poziomy nad b. Z (i) mamy b M [. Stad i z 3.8 dostajemy [ <| b, co z
kolei oznacza, ze w szczegolnosci b < bV [ na mocy 3.1. Mamy sprzecznos¢ bo
bV [ miato by¢ znacznie wyzej od b. ]



Rozdziat 4

Kraty geometryczne

Krata geometryczna wedtug [1] to M-symetryczna (spetniajaca (Ms)) krata
kompaktowo atomistyczna. Termin kompaktowo atomistyczna oznacza krate,
ktora jest zupelna, atomistyczna i algebraiczna. Krata L jest z kolei algebra-
iczna, gdy dla atomu p € L i dowolnego, niekoniecznie skoriczonego zbioru
indekséw I, jesli p < V{a; € L:i € I}, to mozna wybraé taki skoriczony
podzbiér J C I, ze p < V{a; € L:i € J}. Nazwa wywodzi si¢ z faktu, ze
kazda krata podalgebr ustalonej algebry posiada te wtasno$é¢ i kazda krata
algebraiczna jest izomorficzna z pewng kratg podalgebr. Sytuacja mocno sie
upraszcza w przypadku krat skonczonej wysokosci. Wedtug [3] krata skon-
czonej wysokosci jest geometryczna, gdy jest potmodularna i atomistyczna.
Zauwazmy, ze (por. [2]) w kracie skonczonej wysokosci warunki (Ms), czyli
symetria relacji M oraz (UCC), czyli pétmodularnos¢, sa réwnowazne.

Najlepiej zbadane sa kraty geometryczne zwigzane z klasycznymi geome-
triami: rzutowa i afiniczng. Ich najbardziej podstawowym wlasno$ciom po-
Swiecimy ten rozdzial. W kolejnych rozdziatach skupimy sie na dalszych wta-
snosciach krat afinicznych.

4.1 Krata rzutowa

Pojecie przestrzeni rzutowej wprowadziliSmy w 1.10. Mowimy, ze krata L jest
rzutowa, gdy istnieje przestrzen rzutowa B taka, ze L jest izomorficzna z krata
L(P) wszystkich podprzestrzeni przestrzeni P z relacja inkluzji jako relacja
czesciowego porzadku.

Krata rzutowa L jest zawsze ograniczona, z dotu przez zbior pusty, a z gory
przez calg przestrzen, ktore przypomnijmy sg szczegdlnymi podprzestrzeniami
P. Przekréj dowolnej liczby podprzestrzeni przestrzeni rzutowej jest zawsze
podprzestrzenia rzutows. Operacja przekroju zbiorow N w kracie rzutowej
L jest kresem dolnym tak, ze mozna powiedzie¢, ze w L istnieje kres dolny
dowolnego, w tym takze nieskonczonego, zbioru X elementow L, tzn.

AX =(X.

21
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7 teorii krat wiemy, ze jesli w posecie istnieja kresy dolne dowolnych pod-
zbioréw elementow to jest on krata zupeing, tzn. istnieja rowniez kresy gorne
dowolnych podzbiorow. Kresem gérnym zbioru X podprzestrzeni przestrzeni
rzutowej P jest najmniejsza podprzestrzen zawierajaca wszystkie podprze-
strzenie z X, czyli

VX =y € L:zCydla wszystkich € X}.

Zajmiemy sie teraz szczegdlnym przypadkiem kraty rzutowej. Niech V' be-
dzie przestrzenia wektorowa nad niekoniecznie przemiennym ciatem F'. Przez
Sub(V') oznaczamy rodzine wszystkich podprzestrzeni przestrzeni V', nato-
miast poprzez Suby (V') rodzine wszystkich podprzestrzeni k-wymiarowych w
V. Struktura

P(V) = (Suby(V),Suby(V), C)

jest (dezarguesowska) przestrzenia rzutowa. Zwiazana z nig krata rzutowa to
poset
LP(V) = (Sub(V), <)

lub rownowazna algebra
LP(V) = (Sub(V), N, +),

gdzie kres gérny + jest suma algebraiczna podprzestrzeni wektorowych i dla
U, W € Sub(V) mamy

U4+W={u+w:uvelUweW} (4.1)
Stwierdzenie 4.1. Jesli T, W € Sub(V), to T M W.
DowODp. Wezmy U, W, T € Sub(V).

Pokazemy, ze
jesli. UCW, to U+(TNW)=U+T)NnW.

Zalozmy, ze U C W.

7 C " Wezmy z € U+ (TN W). Jest on postaci x = y + z, gdzie
yeUzeTnNW.CzyliyeU,ze T, ze W. Czy x € U+T? Tak, bo
y € Uoraz z € T. Czy x € W? Skoro y € U oraz z zalozenia U C W, to
y € W. Wiemy, ze z € W. Wiec y+z = x € W. Ostatecznie z € (U+T)NW.

" D7 Wezmy x € (U+T)NW. Wiecx e U+T iz € W. Zatem x = y+ z,
gdziey e Uiz eT.Cayx € U+ (TNW)? Czy x = a+b, dla pewnych a € U
ibeTNW? Mozna wzia¢ a = y. Wystarczy pokazaé¢, ze z € T'NW czyli, ze
z € W (bo z € T juz mamy). Z réwnania x = y+ z mamy, ze z = x — . Skoro
reWorazye W (boyeUiUCW),tox—y=2z€W.CzylizeTNnW.
Mozna wziaé b = z. Ostatecznie z € U + (T'NW). O
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Tak wiec relacja M jest totalna w kracie LP(V), co oznacza, ze ta krata jest
modularna. Ta wtasnos¢ przystuguje nie tylko kratom rzutowym zwigzanym
z przestrzeniami dezarguesowskimi.

Twierdzenie 4.2 (Frink [4]). Kazda krata rzutowa jest zupelna, atomistyczna,
modularna z dopelnieniami.

Do pelnej teorio-kratowej charakteryzacji przestrzeni rzutowych brakuje
jeszcze nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.3 (Frink [4]). Kazdg krate modularng z dopetnieniami moz-
na w jednoznaczny sposob zanurzyé¢ w kracie podprzestrzeni produktu proste-
go plaszczyzn rzutowych i nierozkladalnych przestrzeni rzutowych wymiaru co
najmnie;j 3.

Modularnosé¢, czyli totalnos¢ relacji M oznacza, ze w kracie rzutowej nie-
wiele ciekawego mozna uzyskaé stosujac pojecie pary modularnej. Dlatego da-
lej zajmiemy sie wylacznie kratami afinicznymi, cho¢ nieuniknione sg odwo-
tania do geometrii rzutowe;j.

4.2 Krata afiniczna

Pojecie przestrzeni afinicznej wprowadzilismy w 1.6 . Méwimy, ze krata L jest
afiniczna, gdy istnieje taka przestrzen afiniczna A, ze L jest izomorficzna z
krata L(2) wszystkich podprzestrzeni przestrzeni 2 z relacja inkluzji C jako
relacja czesciowego porzadku.

Kazda krata afiniczna jest zawsze ograniczona i zupelna, co dowodzi sie
analogicznie jak dla kraty rzutowej. W odréznieniu jednak od krat rzutowych,
kraty afiniczne nie sg modularne. Biorac dwie rézne proste réwnolegte k i [,
plaszczyzne m przez nie rozpietg oraz punkt a na prostej k£ uzyskamy podkrate
pieciokata jak na rys. 4.2.1.

0
Rysunek 4.2.1
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Definicja 4.4. Niech L bedzie dowolna kratg i a,b € L.

Moéwimy ze a i b posiadaja wspdlny poprzednik jesli istnieje ¢ € L takie, ze
c < a,b.

Moéwimy ze a i b posiadaja wspolny nastepnik jesli istnieje ¢ € L takie, ze
a,b < c.

Lemat 4.5. Niech L bedzie dowolng kratg, a,b,c,d, € L oraz a # b wtedy:
(i) Jeslic < a,btoc=aAb,
(i1) Jeslia,b < d tod=aVb.

DowoODb. (i) Skoro ¢ < a, b, to ¢ C a, b, ale tez aAb C a,b. Ponadto ¢ C aAb C
a,b. 7 zatozenia mamy, ze ¢ < a,b, zatem albo a Ab=c, alboa Ab=a =10
co jest sprzeczne z zalozeniem bo a # b, zatem a A b = c.

(ii) Poniewaz a,b C d oraz a Vb C d, to mamy a,b C a Vb C d, a poniewaz
a,b < d, to musiatoby by¢ a = b = a V b. Ale z zalozenia mamy, ze a # b,
zatem a V b = d. O

7 4.5 wynika, ze w definicji 4.4 dla réznych a,b wspolny poprzednik, jesli
go posiadaja, to a A b, natomiast wspolny nastepnik, o ile taki jest, to a \V b.

Fakt 4.6. W kracie pétmodularnej, jesl dwa rozne elementy posiadajg wspolny
poprzednik, to posiadajg wspolny nastepnik.

DowoOD. Implikacja wystepujaca w tym twierdzeniu to warunek Birkhoffa
(Bi). Na podstawie [2] wiemy, ze (UCC) jest réwnowazne (Sm), skad z kolei
wynika (Bi). O

W kracie afinicznej, ktora jest krata pétmodularna (co udowodnimy péz-
niej w 5.10) jesli dwie r6zne proste przecinaja sie to rozpinaja plaszczyzne.
Punkt przeciecia jest wspolnym poprzednikiem tych prostych, a ptaszczyzna
nastepnikiem. Ogolniej, jesli dwie podprzestrzenie tego samego wymiaru kroja
sic w podprzestrzeni kowymiaru 1, to sa podprzestrzeniami kowymiaru 1 w
przestrzeni przez nie rozpiete;j.

Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe bo na ptaszczyznie afinicznej
moga by¢ roézne proste rownolegte, a wiec roztaczne.

Krata afiniczna jest poélmodularna, a nawet mozna powiedzie¢ wiecej, ale
tym zajmiemy si¢ pozniej w rozdziale 5.

Fakt 4.7. W kracie modularnej dwa rézine elementy posiadajg wspolny po-
przednik wttw, gdy posiadajq wspolny nastepnik.

DowOp. 7 =7 Krata modularna spelia (UCC) (por. [2]), zatem a mocy 4.6

dostajemy teze.
7 « 7 Krata modularna spetnia tez warunek (LCC) (por. [2]), ktory jest
réwnowazny warunkowi (Sm*), natomiast (Sm*) implikuje (Bi*) co daje teze.
[
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W kracie rzutowej dwie roézne proste lezace na jednej ptaszczyznie zawsze
przecinaja si¢ i na odwrdét, przecinajace sie rézne proste rozpinaja ptaszczyzne.
Analogicznie jest dla dowolnych dwoch réznych podprzestrzeni tego samego
wymiaru.

Zajmiemy si¢ teraz specyficzna krata afiniczng. Niech nadal V' bedzie prze-
strzeniag wektorowa i niech

H(V)={a+U:aeV,UeSub(V)}u{d}

bedzie rodzing wszystkich warstw w V' uzupelniona o zbiér pusty, bo zbiér
pusty nie jest formalnie warstwg w V. Analogicznie niech

Hi,(V)={a+U:aeV,U € Sub,(V)}

bedzie rodzing wszystkich k-wymiarowych warstw w V.
Przypomnijmy, ze warstwa wzgledem podprzestrzeni U to klasa abstrakcji
relacji =y okreslonej dla a,b € V nastepujaco

ar~yb:<—= a—bel.
7 geometrii wiemy, ze struktura
A(V) = (Ho(V), Ha(V), 1),

gdzie | € H1(V) x Hyi(V) jest relacja rownoleglosci prostych okreslona dla
a,b,u,w € V nastepujaco

a+ (u) | b+ (w) : <= (u) = (w). (4.2)
jest (dezarguesowska) przestrzenia afinicznag. Zwiazana z nia krata afiniczna
to poset
lub rownowazna algebra

LA(V) = (H(V),n, L),

gdzie kres gérny warstw A = a + U, B = b+ W € H(V) okreSlony jest
nastepujaco (por. [2])

AUB=a+ (U W,a—b). (4.3)

Definicje relacji rownoleglosci (4.2) mozna w naturalny sposéb uogélnié
dla pary dowolnych warstw a + U, b+ W € H(V)

a+U | b+W:e U=W. (4.4)

Pokazemy teraz, ze ta ogdlna, symetryczna réwnolegtosé || dla warstw jest tym
samym co réwnolegto$¢ ||, okreslona w jezyku krat w 3.1.
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Twierdzenie 4.8. Niech A, B € H(V'). Wéwczas
AllL B wttw., gdy A B.

DowOD. Niech A=a+U,B=b+W € H(V). Mozemy przyjaé , ze A # B,
gdyz dla A = B mamy A || B zgodnie z (3.3) w 3.1 oraz jednoczesnie U = W.
7 =7 Zauwazmy, ze

AUB =a+ (U, W,a—b)

z (4.3). Na mocy (3.3) w 3.1 AU B jest nastepnikiem A i B. Stad dim(A) =
dim(B) =: k oraz dim(AU B) = k+1. Zatem musi zajs¢ jeden z nastepujacych
przypadkow:

(1) dim(U) =dim(W) =kia—b¢ U W. W tym przypadku U = W i teza

jest natychmiastowa.

(2) dim(UNW)=k—11ia—0be U. Woéwczas jesli wezmiemy = = b+ (a —b),
to z jednej strony x € b+ U = B, z drugiej natomiast © = a € A. Zatem
x € AN B co przeczy zatozeniu, ze A ||, Bi A # B, czyli w szczegdlnosci

ANB=0.

(3) dim(UNW)=k—11ia—be W. Uzyskujemy sprzecznos¢ tak samo jak
w powyzszym punkcie.

7 & 7 Teraz, przy zalozeniu, ze U = W mamy pokazaé, ze A ||, B,
co zgodnie z definicja (3.3) w 3.1, oznacza ze ANB =01 A B < AU B.
Przypusémy, ze istnieje x € AN B. Mamy wowczas * = a + u; = b + uo, dla
pewnych uy,us € U. Stad a —b = us —uy € U, co znaczy, ze a i b przystaja do
siebie wzgledem U i wyznaczaja te sama klase abstrakcji (warstwe) wzgledem
U. Zatem A = B, co przeczy przyjetemu na wstepie zalozeniu, ze A # B.
Musi wigc byé AN B = (. Ponadto zauwazmy, ze AU B = a + (U,a — b).
Poniewaz a — b ¢ U, to AU B musi by¢ nastepnikiem A i B ze wzgledu na
wymiary. O

Relacja || tak jak zostala wprowadzona w (4.2) dla prostych, a pdzniej
uogblniona w (4.4) na warstwy, czyli podprzestrzenie afiniczne jest symetrycz-
na. Inaczej méwigc réwnolegle w tym sensie moga by¢ tylko podprzestrzenie
tego samego wymiaru. Mamy tutaj sytuacje analogiczng do 3.1. Czesto bo-
wiem méwimy, ze jakas prosta jest rownolegta do ptaszcezyzny. Intuicyjnie jest
to jasne i ponizsza definicja formalizuje to pojecie w modelu analitycznym.

Definicja 4.9. Dla A, B € H(V) takich, ze A =a+ U, B = b+ W powiemy,
ze A jest rownolegle (niesymetrycznie) do B, co zapiszemy A C|| B, gdy
U C W. Przyjmujemy, ze () C|| B, dla dowolnego B € H(V') (w szczegdlnosci
dla B =0).
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Wymiar warstw liczymy wzgledem podprzestrzeni kierunkowej, to znaczy
dim(a+U) = dim(U), wigc w 4.9 mamy dim(A) < dim(B). Zanotujmy jeszcze
jedng wazna obserwacje wigzaca rownolegtos¢ symetryczng i niesymetryczna.

Wniosek 4.10. Dia A, B € H(V) mamy A C|| B i B C|| A wttw., gdy A || B.

Relacja C|| jest scisle zwiazana z translacjami i czasem przy pomocy trans-
lacji sie ja definiuje. Méwi o tym nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.11. Niech A,B € H(V'). Wowczas A C|| B wttw., gdy ist-
nieje translacja [ taka, Ze f(A) C B.

DowOD. 7 =7 Zalézmy, ze A C|| B. W przypadku gdy A = 0 to f(0) =0 C
B. Gdy A # 0, to na mocy 4.9 musi by¢ B # (). Niech woéwczas A = a + U
oraz B = b+ W dla pewnych U, W € Sub(V). Z definicji 4.9 mamy U C W.
Niech f bedzie taks translacja, ze

f(a) =b.
Pokazemy, ze f(A) C B. Mamy
f(A)=fla)+U=b0+UCb+W = B.

Pierwsza réwno$é¢ wynika z faktu, ze translacja to dylatacja, czyli zachowuje
kierunki. To znaczy, ze k = a+ (u) jest prosta to f(k) || k. Stad f(k) = f(a)+
(u). Ogoélnie dla A = a + U mamy f(A) || A, a stad zgodnie z (4.4) wynika
zadana réwnosé. Druga rownos¢ wynika z okreslenia f, natomiast zawieranie
wynika z faktu, ze U C W. Zatem f(A) C B, co nalezato pokaza¢.

7 < 7 Niech f bedzie translacja taka, ze f(A) C B. Jesli A =0 to z 4.9
) € B. Gdy A # 0 to musi by¢ B # (). Mozemy teraz przyjac, ze A = a + U
oraz B =0+ W dla pewnych U, W € Sub(V). Pokazemy, ze U C W. Kolejno

z wlasnosci dylatacji oraz z zalozenia mamy
fla)+U=f(A)CB=b+W. (4.5)

Wezmy = € f(a) + U, a wiec jednoczesnie z € B. Stad f(a) + U = x4+ U
oraz B=x+W.Z (4.5) mamy x + U C o + W. Zatem U C W, co nalezalo
pokazac. O]

Twierdzenie 4.12. Niech A, B € H(V') bedg co najmniej prostymi. Wowczas
A C|| B wttw., gdy dla dowolnej prostej k C A istnieje prosta | C B taka, Ze
kL.

DowOD. Niech A = a+ U oraz B = b+ W beda co najmniej prostymi dla
pewnych U, W € Sub(V).

7 =7 Zatézmy, ze A C|| B czyli z definicji 4.9 mamy U C W. Z 4.11
istnieje translacja f taka, ze f(A) C B. Wezmy dowolna prosta k C A. Wtedy
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f(k) € B. Stad i z 4.11 mamy k C|| B. Niech [ := f(k). Wiemy, ze | C B
oraz, ze k || f(k), czyli k| I.

7« 7 Niech k bedzie dowolng prosta taka, ze k C A. Z zatozenia mamy
prosta [ taka, ze | C B oraz k || [. Dobieramy teraz translacje f tak aby
f(k) =1 (wystarczy zada¢ f na reprezentantach warstw & i [ bo maja one taki
sam kierunek).

Niech a € A. Wezmy prostg m C A przez a przecinajaca k to znaczy taka,
ze a € m oraz m Nk = {x}. Niech u := f(z). Wowczas f(m) NIl = {u} istad
u € B. Sprawdzimy, czy f(m) C B? Z zalozenia istnieje prosta n C B taka, ze
n || m. Poniewaz f jest dylatacja to f(m) || m || n. Mamy u € f(m) || n C B
i u € B. Poniewaz B jest podprzestrzenig przestrzeni afinicznej A(V'), wiec
na mocy 1.7 mamy f(m) C B. Stad f(a) € B iz dowolnosci wyboru a mamy
f(A) € B. Na mocy 4.11 otrzymujemy A C|| B. O

Relacja C|| zostala wprowadzona czysto analitycznie. Twierdzenie 4.12
charakteryzuje ja w jezyku elementarnym, wrecz syntetycznym.

Twierdzenie 4.13. Niech A, B € H(V) takie, ze A, B # 0. Wéwczas
AL| B witw., gdy AC| B.

Dowo6Dp. Niech A =a+ U oraz B =b+ W dla pewnych U, W € Sub(V).

7 = 7 Zaldézmy, ze A <| B. Zgodnie z 3.1 mamy albo A C B i ta czesé
dowodu jest zakoniczona z uwagi na 4.9, albo AN B = () oraz B < AL B.
Ostatni zwiazek oznacza, ze

dim(B) + 1 = dim(A U B). (4.6)
Przypomnijmy, ze
AUB=a+ (U W,a—b) (4.7)
zatem
dim(W) + 1 = dim((U, W, a — b)). (4.8)

Jeslia—b € W, to rozwazmy x = b+ (a —b). Z jednej strony z € b+ W = B,
a z drugiej x = a € A, co daje x € AN B = () i mamy sprzecznosé¢. Jesli
natomiast a — b € W, to musi by¢

UC(W,a—b)=W® (a—0b) (4.9)

bo wéwezas (W,a — b) = (U, W,a — b) z uwagi na ograniczenia wymiarowe
(4.8). Wezmy u € U. 7Z (4.9)

u=ow+ B(a—0b)
dla pewnego w € W oraz «, 8 € F. Gdy # = 0, to natychmiast ©u = aw € W.
Gdy natomiast 3 # 0, to mamy %u = W+ (a —b), skad

A:b+U9b+;u:a+gw€a+W:B.
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Sprzeczno$é z AN B = (). Tak wiec pozostaje u € W, co z dowolnosci wyboru
u oznacza, ze U C W. Z 4.9 dostajemy A C|| B.

7« 7 Teraz na mocy 4.9 zaktadamy, ze U C W. Mamy pokaza¢, ze albo
A C B, albo AN B =0 i jednoczesnie B < ALl B.

Jesli AN B # (), to biorac x € AN B mamy A=x+U oraz B=x+ W,
co z uwagi na zatozenie U C W daje A C B.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy ANB = (). Z zalozenia U C W dostajemy

AUB=a+ (UW,a—0b) =a+ (W,a—b). (4.10)
Wystarczy sprawdzi¢, czy a — b € W dlatego, ze jesli tak to otrzymamy
dim(B) + 1 = dim(W) + 1 = dim({(W,a — b)) = dim(A U B),

co daje, ze B < AU B. Tak wiec przypusémy, ze tak nie jest, czylia —b € W.
Podobnie jak poprzednio dla z = b+(a—b) mamy z € b+W = B i jednoczesnie
r=ac€ A, codajexr € AN B = 0 i mamy sprzeczno$¢. W ten sposéb dowdd
jest zakonczony. O

Twierdzenie 4.13 pokazuje réwnowaznos$¢ definicji kratowej 3.1 niesyme-
trycznej rownoleglosci i definicji analitycznej 4.9. Z 4.13 oraz 3.11 wynika
natychmiast

Whniosek 4.14. Niech A, B € H(V) takie, Ze A,B # 0. Wowczas A C|| B

wttw., gdy zachodzi jeden z ponizszych warunkow

(i) AC B, albo

(ii) ANB =0 oraz BM k dla kazdej prostej k C A.



Rozdziat 5

Polmodularnosé w sensie
Wilcoxa

5.1 Staba modularnosé

Niech L bedzie dowolng krata.

Definicja 5.1. Niech a,b € L. Powiemy, ze a, b sa rownolegte w sensie Wilco-
Ta, co zapiszemy a ||y b, gdy

aNb=0 oraz aMb.

Definicja 5.2. Niech a,b € L. Powiemy, ze a, b sa niezalezne w sensie Wilcoza,
co zapiszemy a Ly b, gdy

aANb=0 oraz aMb.

W dalszej czesci rozwazaé bedziemy trzy nastepujace warunki dla a,b € L:

jesi aLlwb to bMa, (W1)
jesli aAb#0 to aMb, (W2)
jesli aMb to bMa. (Ms)

Twierdzenie 5.3. Jesli krata spetnia warunki (W1) i (W2) to spefnia (Ms).

DowOD. Niech L bedzie dowolna krata spetniajaca (W1) i (W2) i niech a,b €
L. Zatézmy, ze a M b.

Rozwazmy dwa przypadki: a Ab = 0 oraz a A b # 0. Jesli zachodzi pierwszy
przypadek to wtedy na mocy zatozenia, definicji 5.2 oraz warunku (W1) mamy
b M a, co w tym przypadku konczy dowdd. Jesli zachodzi drugi przypadek to
mamy réwniez, ze b A a # 0. Na mocy warunku (W2) mamy b M a, co konczy
dowdd. O

30
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W kratach znanych z geometrii w warunkach (W1) i (W2) implikacje w
druga strong¢ nie zachodza.

Przyktad 5.4. Wezmy krate pigciokata (rys.2.1.1). Wtedy a M p oraz aAp =
0 ale jak pokazaliSmy wczesniej p M a. Jest to przyktad kraty w ktérej w
warunku (W1) implikacja w druga strone nie zachodzi.

Przyktad 5.5. WeZmy przestrzen rzutowa wymiaru > 3. Jak wczesniej poka-
zaliSmy w 4.1 jest ona modularna, wiec kazde dwa elementy w tej przestrzeni
tworza par¢ modularng. Biorac za a i b dwie proste skosne mamy spetnione, ze
aAb = (). Stad a, b nie powinny tworzy¢ pary modularnej, ale jest to przestrzen
rzutowa, w ktorej kazde dwa elementy tworza pare modularna.

WezZmy teraz przestrzen afiniczng wymiaru > 2. Wtedy za a wystarczy wziaé
prosta, natomiast za b punkt poza tg prosta. Punkt b jest atomem wiec na mo-
cy 2.7 a, b tworzg pare modularng, ale a A b = (). Sg to przyklady pokazujace,
ze w warunku (W2) implikacja w druga strone tez nie zachodzi.

Przyjelismy, ze krata pétmodularna to taka, ktéra spetnia warunek (UCC).
Czes¢ autorow (por. [8]) przyjmuje warunek (Ms) jako definicje pétmodular-
nosci. W przypadku krat skonczonej wysokosci oba te warunki sa rownowazne,
ale w ogélnosci zachodzi tylko implikacja (Ms) = (UCC). Dowdd i kontrprzy-
ktad sa podane w pracy [2]. Tak wiec mamy nastepujace zwiazki:

(W1) i (W2) = (Ms) = (UCC).

Krate ktora spetnia warunki (W1) i (W2) bedziemy nazywaé¢ pétmodularna
w sensie Wilcoxa.

Krate L ograniczona z dotu, w ktérej dla dowolnego elementu a > 0 filtr
gtéowny [a) jest podkrata modularna nazywamy stabo modularng (ang. weakly
modular por. [7, str. 42]).

Stwierdzenie 5.6. Krata jest stabo modularna wttw., gdy spetnia (W2).

DowOD. 7 = 7 Zalézmy, ze krata L jest stabo modularna. Niech a,b € L
takie, ze aAb # 0. Zatem istnieje p € L takie, ze p < aAb. Stad p < a, b, a wiec
a,b € [p). Filtr gtéwny jest podkrata modularng w L z zatozenia. W podkracie
modularnej kazde dwa elementy tworzg pare modularna. Stad mamy, ze a M b.
Pokazalismy, ze L spelnia (W2).

7«7 Teraz zakladamy, ze krata spetnia (W2). Wezmy dowolny element p € L
taki, ze p > 0. Oznaczmy wyznaczony przez niego filtr gtéwny X = [p). Niech
a,b € X. Poniewaz p < a,b wiec a A b # 0. Na mocy (W2) mamy a M b. Z
dowolnosci wyboru a i b pokazalismy, ze relacja M w podkracie X jest totalna,
a co za tym idzie X jest podkratg modularna. Ostatecznie krata L jest stabo
modularna. O

7 geometrycznego punktu widzenia interesowac nas bedzie szczegblna wer-
sja tego twierdzenia, ktora dowiedziemy pdzniej w 5.12, a ktoéra w zasadzie jest
dobrze znanym faktem z geometrii.
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5.2 Redukt afiniczny

Niech (K, ®, ®) bedzie krata modularna z dopetnieniami i niech S C K bedzie
zbiorem spetniajacym nastepujace warunki:

(S1) jesli a,be S to ad@be S,
(S2) jesli a€ S, beK i 0<b<a to beS,
(S3) 0 ¢ S.

Zbior spetiajacy warunki (S1) i (S2) jest ideatem z wyrzuconym zerem w
kracie K. Teraz wezmy
L:=K\S&.

Dla a,b € L, okreslamy operacje +, - nastepujaco:

a+b:=a®db,

b a®b jesli a®be L,
a-b:=
0, jesli a®beS.

Pokazemy, ze zbior L z powyzej zdefiniowanymi operacjami +, - jest krata.
Wezmy a,b € L. Pokazemy, ze a + b kresem gornym w L oraz, ze a - b jest
kresem dolnym w L .

Aby pokazaé¢ ze a + b jest najmniejszym z gérnych ograniczen w L wystarczy
udowodni¢, ze jeslia,b€ Ltoa+be L. Jeslia=0toa+b=04b=0>. Stad
a+b € L. Przypusémy, ze a #0ia+b € S. Wtedy 0 < a < a+ b. Z warunku
(S2) mamy, ze a € S. Sprzecznosé¢ bo a € L. Zatem pokazalisSmy, ze a + b jest
najmniejszym z gérnych ograniczen.

Pokazemy teraz, ze a-b jest najwiekszym z dolnych ograniczen w L. Oczywiste
jest z okreslenia operacji -, ze a-b < a, b, oraz a-b € L. Przypusémy, ze c € L
ic<a,b. Wtedy c < a®b, bo a® b jest najwickszym ograniczeniem dolnym
aibw K. JeSlia®be Ltoa-b=a®b, awiec c < a-b, cokonczy ten
dowdd. Jesli a ® b € S to zgodnie z (S2) albo ¢ = 0 albo ¢ € S. W pierwszym
wypadku mamy ¢+ 0 < 0 = a - b i dowdd jest zakonczony. Drugi przypadek
jest niemozliwy bo c € L'i LN S = (). Zatem a - b jest najwickszym z dolnych
ograniczen.

Lemat 5.7. Dla dowolnych a,b € L mamy
allwb<s=a®bes. (5.1)

DowOD. 7 = " Zaktadamy, ze a ||y b. Zgodnie z definicja 5.1 to oznacza, ze
a-b=01iaMbw kracie L. Przypus¢my, ze a® b & S. Czyli a ® b € L. Stad
i z zalozenia razem mamy, ze

a®b=a-b=0. (5.2)
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WeZzmy x € L takie, ze x < b. Rozwazmy dwa przypadki: x = 0 oraz = # 0.
Jesli z = 0 to:
a-b=(x+a)-b,

oraz
a-b=x+ (a-b).

Stad mamy nastepujaca réwnos¢ (x +a)-b=x + (a-b), a wiec a M b zgodnie
z definicjg relacji M.
Jesli x # 0 to:

O<z<(xr+a) b

bo jednoczesnie z < z 4+ a i x < b. Stad i z okredlenia operacji - mamy:
(x+a)-b=(r4+a)@b=(rPa)db=x® (a®b) =2+ (a-b).

Druga réwnosé wynika z okreslenia +, trzecia z modularnosci kraty K, a ostat-
nia z (5.2) Tak wigc a M b zgodnie z definicja relacji M. Zatem sprzecznosé
bo a M b z zatozenia. Musi by¢ zatem a ® b € S.

7 <7 Zatozmy, ze a ® b € S. Wowcezas z okreslenia operacji - mamy
a-b=0. (5.3)

Przypusémy, ze a M b. Wezmy dopelnienie x elementu a ® b wzgledem odcinka
[0,b] w kracie K. Wtedy:
(a@b)@x=> (5.4)

oraz

(a®b) @z =0. (5.5)

Jesli x € S to réwniez b € S jako wynik operacji @ na elementach z S na
mocy (S1). Sprzeczno$é bo b € L, zatem x ¢ S. Stad po uwzglednieniu (5.4)
dostaniemy:

r+a=rBa=2®d(a®b)Ba=bda=>b+a. (5.6)

Wiemy, ze x < b oraz a M b. Z definicji relacji M mamy (x+a)-b = x+ (a-b).
Zatem z (5.3) i (5.6) mamy b = z. Stad

aRb=aRbRXb=aRbRxr =0

bo z jest dopetnieniem a ® b w odcinku [0, 8] tzn. zachodzi (5.5). Sprzecznosé
boa®be Sal¢gsS z(S3). Zatem a M b, czyli a ||w b zgodnie z 5.1. O

Lemat 5.8. Dia dowolnych a,b € L mamy

alwbs=axb=0. (5.7)
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DowOD. 7 = 7 Zalézmy, ze a Ly b. Z definicji 5.2 mamy, ze a - b = 0 oraz
a M b. Czyli a }w b na mocy 5.1. Z lematu 5.7 mamy a ® b ¢ S. Zatem
a®be L. Stad i z okreslenia operacji - mamy a ® b =a-b = 0.

7«7 Zaldzmy, ze a @ b = 0. Zatem a ® b € L bo 0 ¢ S na mocy (S3). Stad
i z okreslenia operacji - mamy a-b=a® b= 0. Wiemy, ze a ® b ¢ S. Zatem
a Jfw b zgodnie z 5.7. Na mocy definicji 5.1 musi by¢ a M b. Zatem a Ly b z
definicji 5.2. O]

Twierdzenie 5.9. Krata L spefnia (W1) i (W2).

DowOD. Niech a,b € L.
Zatézmy, ze a-b = 01 a M b. Zgodnie z definicjg 5.2 jest to rownowazne
a Ly b. Z lematu 5.8 otrzymujemy, ze a ® b = 0. Operacja ® jest przemienna
wieca ® b=b® a, co daje b®a = 0. Stad b Ly a ponownie z lematu 5.8. Z
definicji 5.2 mamy, ze b M a. W ten sposéb dowiedli$my (W1).

Zatozmy teraz, ze a - b # 0. Z okredlenia - mamy wiec

a-b=a®b. (5.8)

Wezmy x € L taki, ze x < b. Wtedy 0 < a-b < (z+a)-b, a wiec (x+a)®0b € L.
Stad i z modularnos¢i kraty K mamy

(r+a) - b=(rDa)db=x®(a®b) =2+ (a-b).
Zatem a M b zgodnie z definicja M, co dowodzi prawdziwosci (W2). O

PokazaliSmy zatem, ze L jest kratg pélmodularna w sensie Wilcoxa. Pod-
kreslmy, ze w przypadku krat nieskonczonej wysokosci jest to istotnie mocna
wlasnos¢, mocniejsza niz symetria relacji M i mocniejsza niz standardowo ro-
zumiana pétmodularnosc.

Niech B = (P, L) bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia rzutowa jak
zdefiniowano w 1.10. Ustalmy w ‘P hiperptaszczyzne H C P. Dalej rozwazamy
krate K wszystkich podprzestrzeni przestrzeni 3. Zauwazmy, ze zerem kra-
ty K jest zbiér pusty (), natomiast jedynka jest zbiér P wszystkich punktéw
P. Tak jak pokazaliSmy wczesniej w 4.1 krata K jest modularna. Ustalo-
na hipertpaszczyzna H jest koatomem w kracie K, tzn. jest bezposrednim
poprzednikiem P, co geometrycznie mozna wyrazi¢ mowiac, ze H jest pod-
przestrzeniag kowymiaru 1 albo maksymalng wtasciwa podprzestrzenia w ‘.
Przez S oznaczmy zbiér wszystkich podprzestrzeni przestrzeni P lezacych w
H r6éznych od (). Formalnie

S={zreK:xCHiz#0}.

Zauwazmy, ze tak okreslony zbior S spelnia warunki (S1), (52) i (S3). Wezmy
bowiem a,b € S. Wtedy z okreslenia zbioru S mamy a C H oraz b C H.
Kres gorny a i b tez zawiera si¢ w H poniewaz jest to przekroj wszystkich
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podprzestrzeni ktore zawieraja a, b. Zatem pokazaliSmy, ze S spelia warunek
(S1). Niech teraz a € S, b € K oraz 0 < b < a. Wtedy a C H, ale tez
bC aC H. Zatem b € S. Czyli warunek (S2) tez jest spelniony. Z okreslenia
zbioru S mamy 0 ¢ S. Zatem spetniony jest rowniez warunek (S3). Zgodnie w
wezesniej przedstawiona konstrukcja otrzymujemy krate Wilcoxa L := K\ S.

7 drugiej strony wiemy, ze usuwajac z przestrzeni rzutowej 3 hiperptasz-
czyzne H otrzymujemy przestrzen afiniczng A = (P, L, || ), gdzie

P =P\H L ={k\H:kcLik¢ H}

natomiast relacja réwnolegtosci ||z jest relacja ||w na prostych £, co za chwile
uzasadnimy.

Hiperptaszczyzne H nazywa sie horyzontem przestrzeni afinicznej 2A. Zgod-
nie z definicja hiperptaszczyzny w przestrzeni rzutowej, dla prostej k € L
zbiér kN H jest jednoelementowy, gdy k ¢ H. Tak wigc kazda prosta afinicz-
na | € £ powstaje z prostej rzutowej poprzez usuniecie dokladnie jednego
punktu oznaczanego [*° i nazywanego punktem niewtasciwym lub punktem w
nieskonczono$ci. Na odwrét, kazda prosta afiniczna [ € £ mozemy uzupekié
punktem niewlasciwym [* i odzyskaé prosta rzutowa [ = [ U {I*°} € L. Rela-
cje ||z réwnolegtosci prostych w przestrzeni 2 definiuje sie nastepujaco. Jesli
l,l, € L, to

1 ||lg¢>l(fo:lgo

Zauwazmy, ze dla prostych afinicznych Iyl € £ odpowiadajace im proste
rzutowe [y, ly € L sy elementami kraty L. Zgodnie z 5.7 [} ||y lo wttw., gdy
proste [1,ly przecinaja sie niepusto na horyzoncie H, co z kolei oznacza, ze
1% = 15°, bo jak juz wiemy | [; N H |= 1. Zatem

L HH ly =1, ||W Iy.

5.3 Dombkniecie rzutowe

Mozliwa jest rowniez operacja odwrotna, to znaczy zanurzenie przestrzeni afi-
nicznej w przestrzen rzutowa. Klasy abstrakcji relacji réwnolegtosci na pro-
stych, czyli kierunki, dajg nowe punkty, punkty niewtasciwe, ktérymi uzupet-
niamy proste afiniczne, tzn. do kazdej prostej afinicznej doktadamy jej kieru-
nek jako nowy punkt. W ten sposéb rownolegle proste afiniczne po uzupet-
nieniu do rzutowych przecinaja sie w dodanym punkcie niewtasciwym. Ana-
logicznie, klasy abstrakeji relacji rownolegtosci na podprzestrzeniach afinicz-
nych (ustalonego wymiaru) daja kierunki - horyzonty tych podprzestrzeni.
Przedstawiona konstrukcja nazywa sie domknieciem rzutowym. Podsumowu-
jac, kazda przestrzen afiniczna mozna jednoznacznie zanurzy¢ w jej domknie-
ciu rzutowym i poprzez redukcje afiniczng powrdci¢ do wyjsciowej przestrzeni
afinicznej.
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Whiosek 5.10. Krata afiniczna spetnia (W1) i (W2) czyli jest pétmodularna
w sensie Wilcoxa.

Stad i z 5.6 natychmiast wynika

Whiosek 5.11. Jedli p jest atomem w kracie afinicznej to filtr glowny [p) jest
podkratg modularng.

Powyzszy fakt zostal, przynajmniej czesciowo, wykazany stosujac teorie
krat. Na gruncie geometrii mozemy uzyska¢ nieco nawet mocniejszy wynik
Otéz z geometrii wiemy, ze jesli w przestrzeni afinicznej 2 ustalimy dowolny
punkt i wezmiemy wszystkie proste i ptaszczyzny przez ten punkt, to dostanie-
my przestrzen rzutows ‘3, ktorej beda one odpowiednio punktami i prostymi.
Co wiecej podprzestrzenie afiniczne przez ten punkt beda o jeden wymiar
mniejszymi podprzestrzeniami . W ten sposoéb odpowiedni filtr jest pod-
krata rzutowa i dlatego mamy mocniejszy wynik bo jak wiemy z 4.1 krata
podprzestrzeni przestrzeni rzutowej jest modularna.

Inaczej, ustalenie dowolnego punktu a w przestrzeni afinicznej 2 odpowia-
da ustaleniu poczatku uktadu wspoétrzednych i przy odpowiednich zatozeniach
(twierdzenie Desargues’a) pozwala skoordynatyzowaé 2 i uzyskaé¢ w ten spo-
sob przestrzen wektorowa V. Podprzestrzenie 2 przechodzace przez a beda
woéwezas podprzestrzeniami kierunkowymi (podprzestrzeniami V') pozostaltych
podprzestrzeni 2 (warstw V'). Podprzestrzenie przestrzeni wektorowej tworza
krate modularng.

Whiosek 5.12. Jesli p jest atomem w kracie afinicznej to filtr glowny [p) jest
podkratg rzutowq © w konsekwencyi jest podkratg modularng.

Na przyktadach 5.11 i 5.12 wida¢ jak moze by¢ stosowana teoria krat w
geometrii i na ile jej stosowanie pomaga rozstrzyga¢ zagadnienia geometrycz-
ne. Dalej zobaczymy kolejne zwiazki miedzy teorig krat a geometria.



Rozdzial 6

Wilasnosci kraty afinicznej

Definicja 6.1. Méwimy, ze atomy aq, as, ...a, w kracie L sa niezalezne gdy
(arVasV..Vag) Napeyy =0 dla 1<k <n.

Niech aq,as,...a, € L. Wtedy dla kazdego k takiego, ze 1 < k < n, na
mocy 2.7 zachodzi
(CLl Vas V..V ak) M Agi1-

Zatem
ai, as,...a, saniezalezne <= (a;VagV...Vay) Ly arpq, dla 1<k <n.

Rozwazmy nastepujacy warunek:

Niech p,q,r beda niezaleznymi atomami w kracie L.
Wtedy istnieje doktadnie jeden element [ taki, ze
p<l<pVqVr oraz IN(gVr)=0. (a)

Lemat 6.2. Krata afiniczna spelnia warunek ().

DowOD. WezZmy p, ¢, r badace parami réznymi niewspétiniowymi punktami
w kracie afinicznej L. Wtedy g V r bedzie prosta. Z definicji rownolegtosci 1.3
dla prostej ¢ V r istnieje doktadnie jedna prosta [ przechodzaca przez punkt
p tzn. p < [ taka, ze | || ¢ V r. Wtedy [ jest nasza szukana prosta. Punkty
p, q,r rozpinaja ptaszczyzne w ktorej lezy prosta [. Stad [ < pV q V r. Zatem
p <l <pVqVr. Prostal jest rownolegta do prostej ¢ Vr. Stad LA (¢Vr) =0,
co nalezalo pokazac. l

Definicja 6.3. Niech L bedzie krata ograniczona z dotu. Powiemy, ze krata
L jest mocno plaszczyznowa (ang. strongly planar) jesli spetniony jest naste-
pujacy warunek: dla a € L

jesli p,q,r saatomami, p<qgVa oraz r<a

to istnieje atom s € L taki,ze p<qgVrVvs i s<a. (SP)

37
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Twierdzenie 6.4. Krata afiniczna jest mocno plaszczyznowa.

DowoOD. Niech L bedzie kratg afiniczng i niech a € L. WeZzmy p,q,r € L
bedace punktami takimi, ze p < ¢V air < a.

Niech a bedzie punktem. Wtedy mamy dwie mozliwosci albo a = ¢ albo
a # q. Gdy a = ¢ to z zalozen mamy p < ¢Va=¢q. Stad p < qVrVs,co
nalezato pokazac. Jesli a # ¢ to q V a jest prosta. Z zatozenia punkt p lezy na
prostej q V a. Wiemy, ze a,r sa punktami oraz r < a. Zatem r = a. Za s w
takim razie wystarczy wzia¢ punkt na prostej ¢ Va. Wtedy ¢V r Vs =qV a.
Stad i z zatozenia p < ¢ Va mamy p < ¢V r Vs, co konczy dowdd.

Niech a bedzie prosta. Wtedy nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki: gdy ¢ < a
oraz gdy ¢ £ a.
Zatézmy, ze ¢ < a. Wtedy ¢V a = a jest prosta i dalsze rozumowanie jest takie
jak w przypadku gdy a jest punktem.
Teraz zalozmy, ze g £ a. Wtedy ¢Va jest plaszczyzna. Z zalozenia punkt p lezy
na gVa, a punkt r lezy na prostej a. Stad ¢Vr jest prosta. Za s wystarczy wziac¢
punkt lezacy w plaszczyznie q V a ale poza prosta q V r. Wtedy punkty p, q,r
albo leza na jednej prostej i wtedy p < ¢ V r V s albo rozpinaja ptaszczyzne
qV rV s na ktérej lezy punkt p, co nalezato pokazac.

Niech teraz a bedzie co najmniej ptaszczyzna. Rozwazmy dwa przypadki:
gdy ¢ < a, oraz ¢ £ a.

Rysunek 6.1

Najpierw zalézmy, ze ¢ < a (rys. 6.1). Wtedy a V ¢ = a. Stad i z zatozen
mamy p < a. Za s wystarczy wzia¢ punkt p, co konczy dowdd.

Teraz zalézmy, ze ¢ £ a. Wtedy a jest hiperptaszczyzna w a V ¢. Rozpatrz-
my dwa przypadki: gdy p < a oraz p £ a. W pierwszym przypadku bierzemy
s = pidowdd jest zakonczony. W drugim oba punkty p i ¢ nie lezg na a. Gdy
p = q, to za s bierzemy r, co konczy dowoéd. Gdy natomiast p # ¢, to pV g
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jest prosta w a V ¢g. Teraz mamy nastepujace mozliwosci: prosta pV ¢ przecina
a lub nie.

BT

Rysunek 6.2

W przypadku, gdy prosta p V ¢ przecina a, powiedzmy w punkcie s, czyli
s < a, to rozwazamy dwie mozliwosci: s = r lub s # r. Jedli s = r (rys. 6.2),
toqVrVs=qVr=qVp. Zatem p < qVrVsidowdd jest zakonczony.

S

Rysunek 6.3

Jesli s # r (rys. 6.3), to mamy nastepujaca réwnosé: ¢ Vs = p V q. Wtedy
qVrVs=pVqgVr. Stad p<qVrVs, cokonczy dowdd.
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S
r /q/
p

Rysunek 6.4

Teraz rozwazmy przypadek, gdy prosta p V ¢ nie przecina a (rys 6.4).
Poniewaz a jest hiperptaszczyzna w a V q , wiec z uwagi na 1.8 prosta p V ¢
jest réwnolegta do podprzestrzeni a, czyli istnieje punkt s < a taki, ze r V s ||
pVq. Wtedy m = (pV q) V (r V s) jest plaszczyzna rozpieta przez dwie proste
rownolegle. Réwnie dobrze jednak m = ¢V r V s, czyli prosta r V s plus punkt
q poza nig. Zatem p < ™ = ¢V r Vs, co konczy dowoéd w tym przypadku i

konczy go zupeknie.
O

Wida¢ tutaj zaleznos¢ pomiedzy teorig krat a geometrig. Kratowa jest
terminologia natomiast dowod jest geometryczny.



Rozdzial 7

Charakteryzacje teorio-kratowe

7.1 Geometria rzutowa

Twierdzenie 7.1. Niech L bedzie kratg skonczonej wysokoSci, atomistyczng
spetniajgcq warunek (C). Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) L jest kratg modularng.

(ii) Jeslia € L, p,q sq atomami w L takimi, ze p < qV a, to istnieje atom
r e L taki, Zer < a orazp < qVr.

(iii) Jesli p jest atomem w L, a,b € L, a # 0, b # 0 orazp < aV b to istniejg
atomy q,r w L takie, ze g < a, r < borazp<qVr.

DowOD. (i) = (ii)” Zalézmy, ze krata L jest modularna. Zatem spelnia tez
warunek (Sm) czyli dla a,b € L

jesli anb<a to b<aVb.

Wezmy p, ¢ bedace atomami w L i a € L takie, ze p < ¢ V a. Mozliwe sa dwa
przypadki ¢ < a oraz ¢ £ a.

Zalozmy, ze ¢ < a. Wtedy p < a. Zatem za r wystarczy wzig¢ atom p.
Mamy wtedy p < gV r =¢qVporaz r =p < a, co nalezato pokazac.

Teraz zatozmy, ze q f a. Rozpatrzmy dwa przypadki p < a oraz p £ a.
W pierwszym przypadku za r wystarczy wzia¢ atom p i dowod jest zakonczony.
Niech teraz p £ a. Gdy p = ¢ to znéw p = r koniczy dowdd. Zalézmy zatem,
ze p # q. Wiemy, ze wysoko$¢ (pV ¢) = 2 oraz pV ¢ % a. Stad wysokos¢
(an(pVq)) < 1. Wiec mamy dwie mozliwosci albo wysokosé a A (pV q) wynosi
0 albo 1.
Jesli wysokosé (a A (pVq)) =0toaANg=0boaAg<aA(pVq). Zatem z
warunku (C) mamy a < aVq. Poniwaz p < pVa z zalozenia, wiec pVgVa = aVq
idalej a < pVqVa. Stad ze stwierdzenia 1.38 i z (Sm*) za r wystarczy wziaé
(pV q) A a. Mamy bowiem (pV q) A a < a i z modularnosci

p<(gva)A(pVvag =qVi(an(pVaq)=qVr

41
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Jesli (a A (pV q)) jest atomem to wezmy 7 = a A (pV q). Wtedy r < a i
r < pV q. Podobnie jak w poprzednim akapicie z modularnosci p < ¢V r, co
konczy dowdd.

7(ii) = (iii)” Wezmy a,b € L takie, ze a,b # 0 oraz p bedace atomem
takim, ze p < a V b. Krata jest atomistyczna, wiec niech b=1r; Vry V...V 1,,
gdzie rq,rg, ..., 7, to atomy. Wtedy p < aVb=r;VrV...Vr,Va. Z (ii) istnieje
atom ¢ taki, ze 1 < reVr3V..Vr,Vaip<r;Vq.Ponownie z (i7) istnieje
atom ¢y taki, ze go < r3Vr4V...Vr,Vaiq < ¢2Vre. Analogicznie rozumujac po
n krokach z (ii) otrzymamy atom g, taki, ze ¢, < a oraz ¢,_1 < 1,V ¢q,. Wezmy
zatem q := ¢,. Wtedy p < m Vg <71 VraVge < ... < VraV...Vr, Vg, = bVg.
Z (ii) istnieje atom r < b taki, ze p < g V r, co nalezalo pokazacd.

”(iii) = (i)” Niech a,b € L. Pokazemy, ze a M b. Wezmy = € L taki, ze

z <D (7.1)

Nalezy sprawdzi¢ réwnosé = V (a A b) = (x V a) Ab. Gdy = = 0 dowdd jest
zakonczony. Zatézmy zatem x # 0. Wtedy mamy 0 < z. Wiemy, ze © < x V a.
Z (71) mamy 0 < x < (x Va)Ab Stad 0 < (z V a) Ab. Niech p bedzie
dowolnym atomem takim, ze

p< (zVa)Ab. (7.2)

W szezegblnosci p < z V a, wiec z (iii) istnieja atomy ¢, r takie, ze ¢ < z i
r < a oraz
pSqVr. (7.3)

Z lematu 2.14(ii) mamy r M b. Wiemy, ze ¢ < = < b. Zatem z definicji pary
modularnej mamy

p<(qV)rAb=qV (rAb)<zV(aAb). (7.4)

Pierwsza nier6wno$¢ wynika z tego, ze p < b oraz z (7.3). Krata L jest ato-
mistyczna wiec (zV a) A b mozna wyrazi¢ jako kres gérny atoméw py, pa, ...pn,
tzn.

(xVa)ANb=p VpaV..VDp,. (7.5)

Z dowolnosci wyboru p w (7.2) za p moge wziaé p;, natomiast z (7.4) mamy
pi <xV(aAb). W takim razie z (7.5) mamy

(xVa)Ab<zV(aADb), (7.6)

Z lematu 2.2 oraz (7.6) mamy a M b co nalezato pokazac. O

Powyzsze twierdzenie méwi o dwoch waznych faktach w geometrii. Mia-
nowicie warunek (ii) mozna przettumaczy¢ tak: kazda prosta w przestrzeni
rzutowej przecina hiperptaszczyzne. Role przestrzeni petni a VvV ¢q. O ile ¢ € a
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to hiperptaszczyzna jest wowczas a bo ¢ jest atomem. Prosta natomiast jest
pV q przy zalozeniu, ze p # q. Ta sytuacja przedstawiona jest na rys. 7.1. W
sytuacji, gdy a < q prosta p V q lezy cata w a, tzn. pV q < a.

BT

Rysunek 7.1

Warunek (iii) tego twierdzenia méwi z kolei, ze jesli punkt p w przestrzeni
rzutowej lezy w podprzestrzeni rozpietej przez podprzestrzenie a i b to w a
i w b mozna wybra¢ takie punkty, odpowiednio ¢ i r, ze p lezy na prostej
qVr taczacej ¢ ir (por. rys. 7.2). W ksiazce [1] kraty speliajaca ten warunek
nazywane sg bi-atomowymi i jest cala seria prac autorki tej ksiazki poswiecona
takim wtasnie kratom.

Rysunek 7.2
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Zauwazmy, ze obie z opisywanych wlasnosci przystuguja wytacznie geome-
trii rzutowej. W przestrzeni afinicznej prosta moze by¢ réwnolegla do hiper-
plaszczyzny i tym samym jest z nia roztaczna. Co do warunku (ii) rozwazmy
rozne proste rownolegte [ i b oraz dwa rézne punkty a i p na prostej [ jak na
rysunku 7.3. Proste [ i b, ale réwniez punkt a i prosta b (por. 3.5), rozpinaja
plaszczyzne a V b, na ktorej to wszystko sie dzieje. Punkt p lezy na tej ptasz-
czyznie, ale nie istnieje prosta przez punkt a przecinajaca prosta b, na ktorej
lezalby punkt p. Warunek (i) twierdzenia 7.1 jest warunkiem koniecznym na
to, aby krata byta rzutowa.

Rysunek 7.3

7.2 Geometria afiniczna

Lemat 7.2. Niech L bedzie kratg atomistyczng skonczonej wysokosci spetnia-
jacqg warunek (C) i niech a,b € L takie, ze a < b. Wtedy c jest atomem w
la,b], wttw., gdy istnieje atom p € L taki, 2e aANp =10, c=aV p orazp < b.

DOwWOD. 7 <7 Zaldzmy, ze istnieje atom p € L taki, ze p < b,
aNp=0, (7.7)

oraz
c=aVp (7.8)

Wtedy z (7.7) oraz warunku (C) dostajemy a < a V p. Stad i z (7.8) mamy
a < c¢. Ponadto ¢ = a VvV p < b, czyli ¢ jest atomem w odcinku [a, b].
” =7 Niech ¢ bedzie atomem w odcinku [a, b]. Zatem

c<b (7.9)
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oraz
a<c. (7.10)

Zauwazmy, ze z (7.10) musi by¢ ¢ # 0. Krata L jest atomistyczna, wiec istnieje
W niej atom, powiedzmy p, taki ze

p<c (7.11)

oraz
p < a. (7.12)

Taki atom p o wlasnosci (7.12) istnieje bo w przeciwnym razie musiatoby by¢
¢ < a co z uwagi na (7.10) nie jest mozliwe. Z (7.12) mamy a A p = 0. Stad,
na mocy (C) otrzymujemy a < a V p. Ponadto z (7.10) oraz (7.11) dostajemy

a<aVp<ec.

Ostatecznie z (7.10) musi byé ¢ = aVp. Z (7.11) i (7.9) mamy p < b, co konczy
dowdd. O]

Dowiedzione wczesniej w 5.10, 6.2 1 6.4 wlasnosci kraty afinicznej mozemy
podsumowaé¢ w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 7.3. Niech L bedzie kratqg atomistyczng skonczonej wysokosci
spetniajgcqg warunek (C). Nastepujgce warunki sa réwnowazne.

(i) Krata L jest stabo modularna.
(ii) Krata L spetnia (W2).
(iii) Dla dowolnego atomu p € L filtr [p) jest podkratg modularng.
(iv)
DowOp. 7 (i) < (ii)” Réwnowaznosé tych warunkéw wynika z 5.6
”(i) = (iii)” Implikacja wynika z definicji stabej modularnosci.
7 (iii) = (i)” Niech a > 0 w kracie atomistycznej istnieje atom p taki, ze
p < a czyli: [a) C [p). Podkrata kraty modularnej jest modularna (por. [5]) co

konczy dowdd.
”(iii) = (iv)” Niech p,q,r € L beda atomami takimi, ze r < a oraz

v) Krata L jest mocno plaszczyznowa(spetnia (SP) ).

p<gqVa. (7.13)

Gdy p=rlub ¢ =7 to p < a. Wtedy s = p koniczy dowdd.

Zatozmy, ze p # r oraz ¢ # r. Wtedy pV r i qV r sa to elementy wysokosci
dwa jako kres gérny réznych atoméw. Zatem sg to atomy w filtrze [r). Z (7.13)
mamy pVr < (¢ Vr)Va. Ponadto pVr,qVra € [r), gdzie [r) jest pod-
krata modularna. Na mocy 7.1(ii) istnieje atom w [r) powiedzmy z taki, ze
pVr < (qVr)Vzoraz x < a. Element x ma wysoko$¢ dwa w kracie L. Wezmy
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atom s taki, ze x =rVs. Wtedy qVrVs=qVrVvrVs=qVrVax>pVr=>np
oraz s < r Vs =z < a, co konczy dowod.

"(iv) = (iii)” Zalézmy, ze krata L jest mocno plaszczyznowa. Niech p
bedzie atomem w L. Filtr [p) jest podkrata w naszej kracie L. Pokazemy, ze
[p) spelia warunek (ii) w twierdzeniu 7.1. Niech zatem [ i k beda atomami
w [p)il < kVa,dlaa € [p). Zlematu 7.2 istnieja atomy q,r € L takie, ze
p#q,l=pVqgp#*Frik=pVr. Wowczas q<I<kVa=pVrVa=rVa
ip<a. Z(SP) istnieje atom s € L taki, ze

¢g<rVpVs i s<a. (7.14)

Gdy s # p to wezmy d := p V s. Zauwazmy, ze d to atom w [p) taki, ze d < a
oraz z (7.14)
l=pVqg<rvVvqgVs=kVd. (7.15)

Gdy s = p wtedy dla dowolnego atomu d w filtrze [p) takiego, ze d < a z
(7.14) mamy
l=pVg<rVpVs=rVp=k<kVvd (7.16)

Tak wiec z (7.15) 1 (7.16) filtr [p) spelnia (i7) w twierdzeniu 7.1, wiec jest
modularny:. ]

Dowdd twierdzenia 6.4 zrobiony zostal niezaleznie, uzywajac wylacznie
wtasnosci kraty afinicznej. Majac teraz mocne twierdzenie kratowe 7.3 mozna
skorzysta¢ z niego oraz 5.10 aby dowies$¢ 6.4.

Niech L bedzie kratg atomistyczna,
A(L)={peL:0=<p}
bedzie zbiorem wszystkich punktéw (atoméw) w L i niech
P(L)={pVq:p,g€ A(L)ip#q}

bedzie zbiorem prostych (elementéw wysokosci 2 w L). Zaltézmy dodatkowo,
ze P(L) # 0, czyli ze w kracie L sa przynajmniej dwa rézne atomy. Niech dla
k,l € P(L)

k|l <= (kAl=0 oraz kMI) lub k=1L (7.17)
Lemat 7.4. Jesli k € P(L), p,q € A(L), p# q orazp,q < k tok=pV q.

DowOp. Niech k € P(L), p,q € A(L), p # q, p,q < k. Wtedy pV q < k.
Wiemy, ze p V q oraz k sa wysokosci dwa. Zatem k =pV q. l
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Powyzszy lemat pozwala nam utozsamié prosta k € P(L) ze zbiorem punk-
tOw na niej tzn. z

k*={pe€ A(L) : p < k}. (7.18)

W ten sposéb zbioér
P*(L)y={k":ke P(L)} (7.19)

jest rodzina podzbioréw zbioru punktow A(L).

Lemat 7.5 (K. Bienias [2]). Jesli krata L jest pétmodularna w sensie Wilcoza
to spetnia rowniez warunek (C).

Twierdzenie 7.6. Niech L bedzie kratq, potmodularng w sensie Wilcora. Wte-
dy dla k,l € P(L) :
k|l <= k|l

Dowo6Dp. W przypadku gdy k& = [ dowdd jest oczywisty. Niech k # 1.

" & 7 Zalézmy, ze kAl = 0 oraz k,l < k V I. Pokazemy, ze k M L.
Na mocy 2.9 powinien istnie¢ odpowiedni pieciokat. Elementy k,[ kraty L
sg wysokosci dwa. Natomiast element k V [ jest elementem wysokosci trzy.
Poniewaz [ € P(L), wiec istnieja rézne atomy p, ¢ takie, ze [ = p V q. Stad
p < l. Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy zbior {0,p, k, [,k V I} jest domkniety na
kresy. Czyli czy p Ak =0 oraz pV k = kV [? Z zatoze mamy k Al = 0 oraz
p < [. Stad dostajemy p A k = 0. Stad, ze p < ! mamy pV k <[V k. Wiemy,
ze p Ak = 0. Stad, z 7.5 oraz warunku (C) otrzymujemy k < p V k. Zatem
element p V k jest wysokosci trzy. Element [ V k rowniez jest wysokosci trzy.
Stad otrzymujemy pV k =1V k.

? =7 Zalézmy, ze kAl = 0 oraz k M [. Zatem z 2.9 pieciokat {0, p, k, , kVI}
gdzie 0 = p Al =kAlLpVI=kVIip<I(rys. 7.2.1) jest podkrata w L.
Dlatego wiemy, ze p A k = 0. Stad i z warunku (C) mamy £k <pV k =k VL.
7 symetrii relacji M mamy tez [ M k (por. tw. 5.3). Analogicznie postepujac
otrzymamy [ < k V(.

0
Rysunek 7.2.1: Para niemodularna { M k.

U
Lemat 7.7. Niech k,l,m € P(L). Jesli k||l il | m tokAm=0 lubk =m.
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Dow6D. Gdy k& = m dowdd jest zakonczony. Zaldézmy zatem k # m. Niech
k|| L1l | m. Zatézmy nie wprost k A m # 0. Zatem z rachunku wysokosci
istnieje atom p taki, ze p = k Am. Niech ¢, beda atomami i niech ¢ < m oraz
r < k. Zatem mamy p < k < pVqVrorazp <m < pVqVr.Stad i z warunku
(o) dostajemy k = m. Zatem nasze przypuszczenie bylto nieprawdziwe. Czyli
k Am = 0, co nalezato pokazac. m

Lemat 7.8. W kracie L ograniczonej z dotu dla a,b € L jesli a,b < aV b, to
allr b lubaNb#0.

DowoOD. Niech a,b € L takie, ze a,b < aV b. Zauwazmy, ze z zatozenia a # b
ia#0#b Mamy dwie mozliwosci, albo a A b = 0 i wéwczas a ||, b zgodnie
z 3.1 (3.3), albo a A b # 0, co konczy dowdd. O

7 6.2 1 5.10 wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 7.9. Krata afiniczna jest pétmodularna w sensie Wilcoza i spet-
nia warunek (o).

Teraz udowodnimy twierdzenie odwrotne i uzyskamy petna charakteryza-
cje teorio-kratowa geometrii afinicznej skonczonego wymiaru.

Elementy wysokoéci jeden czyli atomy bedziemy nazywac¢ czasem punkta-
mi, elementy wysokosci dwa bedziemy nazywaé prostymi, natomiast elementy
wysokosci trzy plaszczyznami.

Twierdzenie 7.10. Niech L bedzie kratg skorniczonej wysokosci, potmodularng
w sensie Wilcoza oraz niech L spelnia warunek (o). Wtedy (A(L), P(L), ||) jest
przestrzeniq afiniczng.

DowOD. Aby udowodnié powyzsze twierdzenie nalezy sprawdzié¢ poprawnosé
czterech definicji. Zacznijmy od wykazania, ze jest to przestrzen prostych czyli
od definicji 1.2.

(i) P(L) # 0 zgodnie z zalozeniem, ze w L sa przynajmniej dwa atomy.

(ii) Niech k,l € P(L). Zalozenie | k*NI* |> 2 tlumaczy si¢, ze dla k, [ istnicja
atomy p,q < k,[ takie, ze p # q. Z lematu 7.4 mamy, ze pV q = k oraz
pV q=I1.Zatem k = [.

(iii) Niech k € P(L). Zalozenie | k* |> 2 tutaj sprowadza si¢ do pokazania,
ze pod k sa dwa atomy. A to wynika wprost z okreslenia zbioru P(L) .

(iv) Niech p,q € A(L). Wtedy p V q € P(L). Zatem dla kazdych dwo6ch
punktéw p, ¢ € A(L) istnieje prosta k taka, ze pV ¢ = k. Stad kazde dwa
punkty sg wspotliniowe.

Przejdziemy teraz do sprawdzenia definicji rownolegltosci. Zacznijmy od spraw-
dzenia, ze || jest relacja réwnowaznosci. Niech k,1,m € P(L).
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(i)

(if)

(i)

Najpierw sprawdzimy zwrotnosé¢ tej relacji, czyli czy k || k? Z definicji
rownoleglosci 7.17 dla k = k mamy k || k.

Teraz sprawdzimy, ze relacja ta jest symetryczna. Niech k || [. Pokazemy,
ze | || k. Z definicji relacji réwnolegtoéci 7.17 mamy kAl =0 oraz kM
[. Stad tez mamy [ A k = 0. Z symetrii relacji M wynika symetria relacji
M, wiec | M k. Zatem [ || k.

Niech k || [ oraz [ || m. Pokazemy, ze wtedy k || m.

Gdy k =1 lub I = m to dowdd jest zakonczony.

Zatozmy zatem k # [ oraz | # m. 7Z zalozen oraz lematu 7.7 dostajemy,
ze kAm =0 lub k = m, ale a drugim przypadku dowdd jest zakonczony
z wykazanej zwrotnosci ||. Ze stwierdzenia 3.9 wiemy, ze kV1[ oraz [\Vm sa
plaszczyznami. Jak lezy prosta m wzgledem plaszczyzny k V [7 Wiemy,
ze l < (kVI)A(IVm), czyli przekrdj jest co najmniej wysokosci dwa.
Rozwazmy przypadek, gdy przekroj bytby wysokosci trzy. Wtedy kVI =
IVm. A to oznaczaltoby, ze k, [, m leza na jednej ptaszczyznie. Proste kim
sg roztaczne i skoro leza na jednej ptaszczyznie to musza by¢ réwnolegte
na mocy twierdzenia 7.6.

Teraz rozwazmy przypadek, gdy [ = (kVI)A(IVm). Oznaczmy kVI = a.
Gdyby a A m # 0 to istniatby atom p taki, ze p < a i p < m, ale
p £ 1 poniewaz m Al = 0. Z jednej strony p VI = a a ze stwierdzenia
3.9(1) a =1V p =1V m, co oznaczaloby, ze m < a a ten przypadek
wykluczylismy. Zatem a A m = 0. Z okreslenia prostej m istnieja rézne
atomy p, q takie, ze m = pV q. Wiemy, ze m || [ oraz [ < a. Stad na
mocy lematu 3.10 dostajemy m <| a. Wezmy ¢ < m. Wtedy z lematu
3.5 ¢qVa=mVa. Poniewaz p < m to p < aV ¢q. Na mocy 7.3 nasza
krata jest mocno ptaszczyznowa. Z (SP) dla r < k istnieje atom s < a
taki, ze p < gVrVs. Stad pVqg<qVrVs. Zatem

m<qgVrVs. (7.20)

Wiemy, ze
(rvs)Am=0, (7.21)

poniewaz rV s < a oraz a Am = 0. Gdyby r = s to m < ¢ V r. Stad, ze
r<aig<miaAm=0mamym=qVrbomigqgVr sy elementami
wysokosci dwa. Sprzeczno$é bo r £ m gdyz a A'm = 0. Zatem r # s.
Poniewaz mamy ¢ A (rVs) = 0 to ¢V rV s jest plaszczyzna. Zatem z
(7200 m < qVrVs,rVs=<qVrVs. Z(7.21)itwierdzenia 7.6

rVs || m. (7.22)

Ponadto m || I. Z 7.7 Mamy zatem dwie mozliwosci albo r V s = [ albo
(rvs)Al=0. Wiemy, ze r < k oraz k Al = 0. Stad pierwszy przypadek
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nie moze zachodzi¢. Zatem mamy (rVs) Al =0, ale r Vs il sa to proste
w jednej ptaszczyznie a. Tak wiec na mocy twierdzenia 7.6

rVs| L. (7.23)

Wiemy, ze r < rVsir < azatemz (o) k =rVs. Z (7.22)1 (7.23)
dostajemy k || m, co nalezato pokazac.

Teraz pokazemy ze do kazdej prostej istnieje doktadnie jedna prosta row-
nolegta przechodzaca przez dany punkt.

1. (Euklides:) Niech a € A(L) , k € P(L) oraz a € k. Stad i z okreslenia
prostej w P(L) mamy k = p V q. Zatem a, p, ¢ sa réznymi niezaleznymi
atomami. Z warunku («) istnieje doktadnie jedno [ takie, ze a < [ <
aVpVqgorazlA(pVq)=0.Zatem a <l oraz I ANk = 0. Wezmy = < k.
Wtedy oV (kKAL) =z oraz (tVk)Al=kAl=0.Stad k M [. A zatem
k|| L.

Teraz przejdzmy do pokazania, ze L spelnia afiniczny warunek Veblena

(AVC).

1. (AVC:) Niech a, b, ¢ € A(L) tworza niezdegenerowany tréjkat, tzn. a, b,
sq niezalezne. Niech prosta k przecina bok a V ¢ i niech & || a V b jak na
rys. 7.1. Pokazemy, ze k przecina bok bV c.

Cc

Rysunek 7.1:

W przypadku, gdy £ = a Vb to kA (bVc) = b, natomiast gdy ¢ < k,
to kA (bV ¢) = c. Pozostaje wiec do rozstrzygniecia sytuacja, w ktérej
mamy punkt p < k taki, ze a # p # ¢. Na mocy 7.4 mamy

k=aVp=aVec (7.24)

Wiemy, ze k || a V b, zatem z definicji mamy k <| a V b. Mamy, ze
kA (aVb)=0oraz p < k. Zatem z 3.9(i) otrzymujemy, ze a VbV k =
aV bV p. Zatem rownosé (7.24) oznacza, ze

aVbVk=aVbVp=aVbVec.
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Punkty a, b, ¢ jako wierzchotki niezdegenerowanego tréjkata sa niezalez-
ne, wiec wszystko dzieje sie na ptaszczyznie a V bV c¢. Stad na mocy 7.8
i 7.6 albo k|| bV ¢, albo kA (bV ¢) jest punktem. Zatozmy ze zachodzi
pierwszy przypadek

klbVe. (7.25)

Z zatozenia mamy a V b || k. Stad i z (7.25) oraz przechodniosci relacji
| mamy a Vb || bV c. Zatem z definicji | mamy a Vb A (bVec) = 0,
ale a Vb A (bVc) = b. Sprzeczno$¢. Zatem przypadek k || bV ¢ jest
niemozliwy. Czyli prosta k przecina bok tréjkata b V ¢ w punkcie, co
nalezalo pokazac.

Ostatnim warunkiem ktéry nalezy sprawdzi¢ jest warunek uzupetniania do
réwnolegtoboku (PC).

1. (PC:) Niech kq, ko, ly,ls € P(L). Niech k; przecina [y i Iy, l; przecina k;
i ko oraz ky || ko 11y || lo. Pokazemy, ze ko przecina ls.

Gdy ki = ko lub I} = Il to dowdd jest zakonczony. Zatem mamy trzy
niezalezne punkty a, b, ¢ jak na rys. 7.2.

o/ o/

kq

O

L la

Rysunek 7.2:

Z 3.9(1) mamy k1 Vkys =aVbVcoraz ly Viy =aVbVc. Stad wszystko
dzieje sie na plaszezyznie a V bV c. Zatem na mocy 7.8 1 7.6 albo ks || I
albo kg A ly jest punktem. Zatézmy, ze

ko || Io. (7.26)

Z zalozenia mamy, ze k; || l3. Stad i z (7.26) oraz przechodnosci relacji
réwnolegtosci mamy k; || lo. Zatem z definicji relacji rownoleglosci mamy
ki A\ ly = 0. Sprzecznos¢ poniewaz ky przecina ly. Stad przypuszczenie,
ze ko || I byto nieprawdziwe, zatem ks przecina [y, co nalezato pokazac.

]
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Z pracy [2] wynika, ze przy skonczonej wysokosci pétmodularnosé w sen-
sie Wilcoxa jest réwnowazna pétmodularnosci w kazdym sensie. W sytuacji
og6lnej, dla krat dowolnej wysokosci, gdzie tej rownowaznosci nie ma, zaktada
sie jednak potmodularnos¢ Wilcoxa. Pierwsza petna teorio-kratowa charakte-
ryzacja geometrii afinicznej jest w pracy [6], w ktorej Sasaki dowodzi bardziej
ogblne twierdzenie:

Twierdzenie 7.11 (U. Sasaki [6]). Jesli L jest kratqg kompaktowo atomistycz-
ng, pétmodularng w sensie Wilcoza i spelniajgcg warunek (), to
(A(L), P(L), ||y jest przestrzeniq afiniczng.

Sasaki jednak uzywa innej aksjomatyki przestrzeni afinicznej cho¢ réwno-
waznej z nasza.



Skorowidz symboli

(]

[a)
a=<b
aMb
aMb
aM*b
<|

<|

12

<

|w
1w

ideal gtowny

filtr gtéwny

a poprzedza b

para modularna

para niemodularna

dualna para modularna

kratowa rownolegtos¢ niesymetryczna
kratowa zwrotna réwnolegto$¢ niesymetryczna
kratowa rownolegtos¢ symetryczna
roéwnolegte niesymetrycznie
rownolegte w sensie Wilcoxa
niezalezne w sensie Wilcoxa
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13
16
16
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