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Wstep

W pracy [3] badane sa tak zwane podprzestrzenie odcinkowe w przestrze-
niach pekéw (grassmannianach rzutowych). Nazwa tych podprzestrzeni bierze
sie stad, ze sa one wyznaczone przez odcinki wyjsciowej kraty podprzestrzeni
przestrzeni wektorowej (lub rzutowej). Dowodzi sie w tej pracy, ze podprze-
strzenie odcinkowe i tylko takie, z doktadnoscig do zanurzenia, sa przestrze-
niami pekow.

W pracy [1] dowodzi si¢ miedzy innymi, ze w wyniku zanurzenia jednego
grassamannianu kombinatorycznego w drugim otrzymujemy odcinkows pod-
strukture baerowska.

Z kolei w pracy [2] znajduje sie charakteryzacja podprzestrzeni odcinko-
wych w przestrzeniach pekéw oparta na pojeciu mocnych podprzestrzeni i ich
wtasnosciach.

Zasadniczym celem postawionym w mojej pracy jest znalezienie charakte-
ryzacji odcinkéw w grassmannianach kombinatorycznych analogicznej do tej
z [2]. Dzieki tej charakteryzacji mozliwy bedzie dow6d twierdzenia 3.14 analo-
gicznego do twierdzenia (2.5) z [1] tylko bez zatozenia skoriczonosci grassman-
nianéw kombinatorycznych.

W rozdziale 1 wprowadzam podstawowe terminy i zaleznosci, miedzy inny-
mi definiuje: czesciowa przestrzen prostych, przestrzen Gamma, podprzestrzen
Grassmanna oraz podstrukture baerowska. Przytaczam tutaj réwniez intere-
sujace mnie wyniki z [2].

W rodziale 2 pojawia sie pelna definicja grassmannianu kombinatoryczne-
go i sprawdzam czy jest on czesciows przestrzenig prostych. Analizuje zatoze-
nia, przy ktérych mozna uzyskaé¢ trywialne grassmanniany kombinatoryczne.
Nastepnie dowodze niektore wlasnoéci: lemat none-or-two, szukam podkonfi-
guracji Veblena oraz podstruktur baerowskich. W twierdzeniu 2.4 dowodze, ze
w grassmannianach kombinatorycznych sa mozliwe dwa typy klik: gwiazdy i
uktady. Konczac ten rozdziat przytaczam definicje zanurzenia i w 2.20 cytuje
twierdzenie 2.5 z pracy [1] M. Prazmowskiej.

Rozdzial 3 zawiera zasadnicze wyniki mojej pracy. Zaczynam od przed-
stawienia klik grassmannianéw kombinatorycznych w postaci odcinkéw (le-
maty 3.1 i 3.2). Nastepnie badam przekroje dwdch réznych maksymalnych
klik (stwierdzenia 3.3 i 3.4), na czym oparta jest dalsza charakteryzacja od-
cinkow. W definicji 3.6 wprowadzam pojecie podstruktury Grassmanna. Przy-
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ktadem takiej podstruktury w grassmannianie kombinatorycznym jest odcinek
(stwierdzenie 3.7). Jeden z dwoch najwazniejszych wynikow mojej pracy, czyli
charakteryzacja odcinkéw jako podstruktur Grassmanna jest w twierdzeniu
3.12, ktére dowodze w serii lematow 3.8 — 3.11. Drugi istotny wynik, czyli
uogélnienie twierdzenia M. Prazmowskiej z [1] dowodze w twierdzeniu 3.14.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

Zanim wgtebimy sie w gltéwny temat tej pracy, nalezatoby zwroci¢ uwage na
kilka istotnych poje¢, z ktorych w dalszym rozumowaniu bedziemy korzystac.
Bardzo waznym terminem, wrecz niezbednym do naszego rozwazania jest de-
finicja cze$ciowej przestrzeni prostych.

1.1 Przestrzen prostych

Definicja 1.1. Niech S bedzie niepustym zbiorem oraz niech £ C 2°. Ele-
menty S nazywamy punktami, natomiast elementy £ nazywamy prostymi.
Strukture 2 = (S, L) nazywamy czeSciowq przestrzeniq prostych wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy:

() £ 40,
(ii) jesli k,l C L oraz |[kN1| > 2, to k =1,
(iii) jesli k C L, to |k| > 2.

Niech S = {a,b,c} (|S| = 3) 1 L = {k,l}, gdzie k = {a,b}, | = {a,c},
czyli bierzemy strukture z trzema punktami a, b, ¢ i dwiema prostymi k,[. Na
kazdej prostej sa po dwa punkty. Proste k,[ maja jeden punkt wspolny a. Ta
konkretna struktura (S, L) jest przyktadem czesciowej przestrzeni prostych.

Od teraz przez 2 bedziemy oznaczaé czesciowa przestrzen prostych o zbio-
rze punktow S i zbiorze prostych £. Méwimy, ze dwa punkty sa wspotliniowe
(potaczalne), gdy leza na jednej prostej. Dodatkowo dla punktéw a,b € S,
piszemy a ~ b, gdy a i b sa wspotliniowe. Jesli mamy przypadek, ze a # b,
to prosta przez a i b zapisujemy przez a,b. Dwie proste przecinajg sie, gdy
posiadaja wspolny punkt.

Definicja 1.2. Jesli kazde dwa punkty czesciowej przestrzeni prostych 2 sa
wspotliniowe, wtedy 2 nazywana jest przestrzenig prostych.



PODPRZESTRZENIE W GRASSMANNIANACH KOMBINATORYCZNYCH 4

Definicja 1.3. Niech X C S. Méwimy, ze X jest podprzestrzeniq czesciowej
przestrzeni prostych 2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej prostej k € L
takiej, ze |k N X| > 2 mamy k C X.

Czasem méwimy krotko, ze podzbior X jest domkniety na prowadzenie
prostych majgc na mysli warunek z powyzszej definicji.

Definicja 1.4. Podzbiér X C S w czesciowej przestrzeni prostych A, w kto-
rym kazde dwa punkty sa wspotliniowe nazywamy klikq.

Klika X jest maksymalna, gdy nie istnieje klika wigksza od niej, to znaczy,
gdy dla dowolnej kliki YV takiej, ze X C Y mamy X =Y. Jezeli X jest klika
maksymalng oraz a jest punktem takim,ze a ¢ X, to zbiér X U {a} nie jest
klika.

Definicja 1.5. Sympleks to klika, gdzie zadne trzy punkty nie lezg na jednej
prostej.

W przestrzeniach, w ktorych pojecie wymiaru podprzestrzeni ma sens, za-
Zwyczaj przyjmuje si¢, ze najmniejsza podprzestrzen zawierajaca sympleks n-
elementowy jest wymiaru n — 1. Krétko méwi sie, ze sympleks n-elementowy
wyznacza (rozpina) podprzestrzen (n — 1)-wymiarows.

Definicja 1.6. Podprzestrzen X przestrzeni 2 jest mocna wtedy i tylko wtedy,
gdy kazde dwa jej punkty sa wspotliniowe.

Mocna podprzestrzen, to podprzestrzen, ktora jest klika.

Definicja 1.7. Moéwimy, ze podzbiér X zbioru S jest spdjny, jesli dla do-
wolnych réznych punktéw a,b € X istnieje tamana zawarta w X taczaca a
z b. Przez tamang rozumiemy ciag punktéw takich, ze dwa kolejne punkty w
tym ciggu sg wspoétliniowe, formalnie: istnieja punkty co,...,c. € X takie, ze
co=a,c,=borazc;_ 1 ~cdlai=1,...,7r.

Definicja 1.8. Méwimy, ze czesciowa przestrzen prostych 2 jest przestrzenig
gamma, czyli spelnia aksjomat Shulta, albo aksjomat zwany none-one-or-all,
gdy dla dowolnego punktu a i prostej [ jesli punkt a jest potaczalny z dwoma
roznymi punktami prostej [, to jest potaczalny ze wszystkimi punktami prostej
[.

Moéwimy, ze trzy punkty a,b, c tworza trojkgt, gdy sa parami rézne, pa-
rami wspotliniowe i nie leza na jednej prostej; inaczej méwiac, gdy a, b, ¢ sa
3-elementowym sympleksem. Punkty a, b, c nazywamy wierzchotkams tréjka-
ta. Czasem méwimy tez, ze trzy proste k, [, m tworza tréjkat, gdy sa parami
rézne, parami sie przecinaja i nie sa wspotpekowe (tzn., nie ma takiego punk-
tu, w ktérym one wszystkie przecinaja sie). Proste k, [, m nazywamy bokami
trojkata.
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Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Pappusa.

Definicja 1.9. Mowimy, ze czesciowa przestrzen prostych 2l spetnia warunek
Pappusa, gdy punkty przeciecia przeciwlegtych bokéw szesciokata wpisanego
w dwie proste leza na jednej prostej (rys. 1.1).

Definicja 1.10. Méwimy, ze czeSciowa przestrzen prostych 2 spetnia rzutowy
warunek Veblena (PVC), gdy prosta przecinajaca dwa boki dowolnego trojkata
w 2 w dwoch réznych punktach przecina réwniez trzeci bok tego trojkata
(rys. 1.2).

/a \b T

Rysunek 1.2: Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Definicja 1.11. Strukture B = (S, L) nazywamy przestrzeniq rzutowg, gdy:
B jest przestrzenia prostych, na kazdej prostej leza przynajmniej trzy punkty
oraz B spelnia rzutowy warunek Veblena.



PODPRZESTRZENIE W GRASSMANNIANACH KOMBINATORYCZNYCH 6

1.2 Proste jako tancuchy

Niech K bedzie dowolnym niepustym zbiorem, S bedzie zbiorem punktow
oraz I C S x K bedzie relacja incydencji. Fakt, ze punkt a € S lezy na prostej
to znaczy, ze incyduje z prosta [ € K zapisujemy a I [. Formalnie rozwazamy
strukture incydencyjna (S, K, I). Mozna z niej odzyska¢ nasza strukture (S, L)
wprowadzajac pojecie tancucha.

Dla prostej | € KC tancuchem wyznaczonym przez [ jest zbior punktow:

I'={aeS:all}.

Wowczas £ = {l* : | € K} bedzie nasza rodzina prostych, jako rodzina
podzbiorow zbioru punktow. W zasadzie abstrakcyjna relacje incydencji I za-
stepujemy w ten sposéb naturalna relacja € zwyklego teoriomnogosciowego
nalezenia.

1.3 Przestrzen Grassmanna

Przez V bedziemy oznaczaé przestrzen wektorowa. Piszemy Sub(U) jako zbiér
wszystkich podprzestrzeni podprzestrzeni U z przestrzeni V', Suby(U) jako
zbior wszystkich k-podprzestrzeni z U oraz Sup,(U) jako zbioér wszystkich
k-podprzestrzeni z V', ktore zawieraja U.

Definicja 1.12. Niech Z i Y beda podprzestarzeniami V. Odcinkiem o kon-
cach Z, Y nazywamy zbior wszystkich podprzestrzeni U takich,ze Z CU C Y
i oznaczamy go [Z,Y], w szczegblnosci zbior

[Z,Y ]k := Sup(Z) N Subg(Y)
nazywamy k-odcinkiem.

Przy powyzszych oznaczeniach Z nazywamy wierzchotkiem, a Y nazywamy
podstawg odcinka lub k-odcinka.

Definicja 1.13. Niech V' bedzie przestrzenig wektorows oraz k liczba natu-
ralna taka, ze 0 < k < dimV. Jedli B jest (k + 1)-podprzestrzenia oraz H
jest (k — 1)-podprzestrzenia B, wtedy p(H, B) = [H, B]y nazywamy k-pekiem
o wierzchotku H i podstawie B. Przez Py(V') oznaczamy rodzine wszystkich
k-pekow w przestrzeni V.

Definicja 1.14. Geometrie:
P =Pr((V) = (Subg(V), Pe(V))

z k-podprzestrzeniami z przestrzeni V' jako punktami wraz z k-pekami jako
prostymi nazywamy przestrzeniq pekow, albo przestrzenig Grassmanna.
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Zauwazmy, ze dla k = 1 lub k = dimV — 1 przestrzen pekéw ‘P jest
przestrzenia rzutowa. Dla k # 11 k # dimV — 1 przestrzen pekow ‘B jest
wladciwg czeSciowa przestrzenig prostych, czyli taka, w ktorej istnieje para
niewspotliniowych punktow.

Definicja 1.15. Elementy rodziny zbiorow
Si(V) == {[H, Y] : H C Suby_y(V)}
nazywamy gwiazdami, natomiast elementy rodziny
T(V) ={[Z.Blx : B C Subrs (V) }

nazywamy uktadami. Maksymalne gwiazdy to takie, w ktéorych ¥ = V, a
maksymalne uktady to takie, w ktérych Z = © (O jest przestrzenia zerowa).

Jesli 1 < £ <dimV — 1, czyli jesli B nie jest przestrzenia rzutowa, to dla
kazdej prostej p = p(H, B) z przestrzeni 8 mozemy znalez¢ maksymalna wta-
sciwa gwiazde S(p) = [H, V], i maksymalny wlasciwy uktad T(p) = [O, Bl
takie, ze p C S(p) oraz p C T(p).

Definicja 1.16. Podprzestrzen X czesciowej przestrzeni prostych 2 nazywa-
my podprzestrzenig Grassmanna, jesli:

(A1) podprzestrzen X jest spdjna,

(As) dla kazdych réznych maksymalnych podprzestrzeni X, X, z 2 takich,
ze X posiada co najmniej wspolng prostg z X; dla i = 1,2, X; posiada
co najmniej wspolng prostg z Xy oraz albo X N X; N X, = (), albo
X N X; N X, jest prosta.

W pracy [2] dowiedziono dwa nastepujace fakty:
Fakt 1.17. Odcinek [Z,Y ) jest podprzestrzenig B.

Fakt 1.18. Niech X bedzie podprzestrzenig SB. Nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(1) X =[Z,Y]x dla pewnych Z,Y € Sub(V),
(2) X spelnia (Ay) oraz (Ay).

1.4 Podstruktury baerowskie

Struktura incydencyjna (S, £) tak, jak zostata wprowadzona w definicji 1.1 jest
dosy¢ szczegodlna, bo proste sg podzbiorami zbioru punktow. Mozna strukture
incydencyjna rozumie¢ nieco ogdélniej. Zbior punktow i zbior prostych bierzemy
wowczas jako dwa niezalezne zbiory odpowiednio S i £, powiazane ze soba
relacjq incydencyji 1 C .S x L.
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lo lh

bQ bl

ax b3 I3 as

Rysunek 1.3: Ptaszczyzna Fano.

Definicja 1.19. Niech S’ C S'i £ C L oraz I'=1 NS’ x L' wtedy podstruktura
(S, L)1) struktury (S, L, 1) jest podstrukturg baerowskq, jesli spelnione sa
nastepujace warunki:

1. Dla kazdych dwéch punktéw aq,as € S” 1 dla kazdej prostej [ € L jesli
a1 11, ay Il oraz a; # aq, to l € L.

2. Dla kazdych dwo6ch prostych [y, [, € £ 1 dla kazdego punktu a € S jesli
ally,allyorazly #1y, toa € S

Podstruktura (S’ L', T') jest niezdegenerowana, gdy |S’| > 2.

Jezeli méwimy o podstrukturze w zadanej strukturze, to mozemy opusci¢
relacje incydencji I', gdyz jest ona jednoznacznie zdeterminowana przez I, S’

oraz L.
as

ax I3 as

Rysunek 1.4: Podstruktura baerowska ptaszczyzny Fano.

Do zilustrowania pojecia podstruktury baerowskiej rozwazmy plaszczyzne
rzutowg Fano (rys. 1.3), gdzie

S = {a17a27a37 b17 b27b37 S}v ‘C = {llu l27 l37m17m27m37n}'
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Wybierzmy S” = {aq,aq,a3} oraz L = {ly,ls,13} tak, jak na rysuku 1.4
Taki uktad zgodnie z warunkami definicji tworzy podstrukture baerowska.
Innym przyktadem podstruktury baerowskiej moze by¢ nastepujaca struk-
tura. Niech S" = {ay, as,as3,b3}, L = {l1, 1,13, m3}, jak na rusunku 1.5. Pod-
struktura (S’, L) spelia zalozenia definicji 1.19, zatem tworzy ona podstruk-
ture baerowska ptaszczyzny Fano.
as

ax b3 I3 a

Rysunek 1.5: Podstruktura baerowska ptaszczyzny Fano.

Definicja 1.20. Méwimy, ze podstruktura baerowska (S’, £') struktury incy-
dencyjnej (S, L, 1) jest mocna, gdy dla dowolnych a, b € S’ istnieje taka prosta
lel ieabll



Rozdziat 2

Grassmanniany
kombinatoryczne

Definicja 2.1. Dla dowolnego zbioru X oraz liczby naturalnej k takich, ze
1 < koraz k+ 1 < |X|, grassmannianem kombinatorycznym nazywamy geo-
metrie, ktérej punktami sa k-elementowe podzbiory X, a prostymi sa (k+ 1)-
elementowe podzbiory X, czyli strukture

Gi(X) = (P1(X), P12 (X), ©).

Sprawdzimy, ze grassmannian kombinatoryczny Gy (X)) jest czeSciowa prze-
strzenig prostych, tzn. ze spetnia wszystkie warunki definicji 1.1.

(1) ®r1(X) # 0, poniewaz | X| > k + 1 z zalozenia o zbiorze X.

(ii) Niech I,m € #,,1(X). Zaldézmy, Ze istnieja a,b € ©,(X) takie, ze a # b,
a,b € [, m. Z uwagi na ilos¢ elementéw w [ oraz w a i b musi by¢ [ = aUb.
Podobnie m = a Ub. Z tego wynika, ze [ = aUb = m.

(iii) Niech I € ©,11(X). Musimy pokazaé, ze na prostej [ leza przynajmniej
dwa rézne punkty. W tym celu wybierzmy ze zbioru [ podzbior a o k
elementach. Jest to mozliwe, gdyz w [ jest k4 1 elementéw. W zbiorze [
pozostal jeden element x, ktérego nie ma w zbiorze a. Wybierzmy teraz
w [ podzbiér b k-elementowy, w ktérym znajduje sie x. Zatem a,b C [
oraz a # b. Szukanymi punktami sa a i b.

W szczegblnosci grassmannian kombinatoryczny nie jest przestrzenig prostych,
czego dobrym przyktadem bedzie konfiguracja Desarguesa (rys. 2.1), ktora jest
wlasciwg czesciowq przestrzenig prostych i w ktérej mozna znalez¢ dwa punk-
ty, na przyktad {1,2} oraz {3,4}, ktore nie sa wspétiniowe. Ta konfiguracja
to grassmannian Go(X), gdzie X jest dowolnym zbiorem 5-elementowym. Za-
uwazmy, ze nie ma znaczenia jaki zbior konkretnie bierzemy za X, istotna
jest tylko liczba elementéw w tym zbiorze. Przyjmujemy zatem konwencje,

10
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D{47 5}

l{37 4}

Rysunek 2.1: Konfiguracja Desarguesa — grassmannian Go(5).

ze Gi(n) to grassmannian kombinatoryczny nad zbiorem n-elementowym. W
takim razie konfiguracja Desarguesa to grassmannian Go(5).

Inne przyktady grassmannianéw kombinatorycznych znajduja sie na ry-
sunkach 2.2 oraz 2.3.

2.1 Ograniczenia na k

Dla pewnych szczegélnych wartosci k oraz |X| = n uzyskujemy trywialne
grassmanniany kombinatoryczne. Rozwazmy trzy przypadki:

(1) Niech k£ = 1. Wtedy w G (X):

(i) punktéw jest tyle, co elementéw w X,
(ii) kazde dwa punkty sa wspo6tliniowe,

(iii) na kazdej prostej sa dwa punkty.
Méwiac inaczej, G1(X) jest grafem zupelnym o n wierzchotkach.
(2) Niech k4 1 = n. Grassmannian G,,_;(X) jest jedna prosta.

(3) Niech £k +1 = n — 1. Ten przypadek jest dualny do (1), w tym sensie,
ze pojecie punktu zamieniamy z pojeciem prostej w (1). Zachodza tutaj
nastepujace zwiazki:
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(4.6}

{1,5,6}

(12} 12,4,5)
w (23,5}
\ 2.3} (2,34}
b
(124}
(13,6}
(12,5}

{1,2,6}
{3,6}
Rysunek 2.2: Konfiguracja Gz (6).

(i’) Prostych jest tyle, co elementéw w X. Rzeczywiscie tak jest, ponie-
waz dla | X| =n =k — 2 mamy

n
ilo$¢ prostych = ( ),
n—1

(ii") Kazde dwie proste przecinaja si¢. Suma dwoéch réznych (n — 1)-
elementowych podzbiorow zbioru n-elementowego musi by¢ catym
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(iii")

{293’556}

{1,4,5}

{]"35475

{ 1’2’3’4}

{19253!5}

{1,2,3,6}

Rysunek 2.3: Konfiguracja G3(6).

n-elementowym zbiorem. W kazdym z nich jest jeden element, kto-
rego nie ma w drugim. Zatem ich przekroj jest doktadnie n — 2
elementowy.

Przez kazdy punkt przechodzg dwie proste. Kazdy punkt jest zbio-
rem o |X| — 2 elementach i mozna go dokladnie na dwa sposoby
uzupetié¢ do prostej przez dotozenie jednego z dwoch elementéw z
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X, poza tym punktem.

W dalszej czesci pracy zaktadamy, ze:

2<k oraz k+3<|X]|. (2.1)

2.2 Podstawowe wlasnosci
Zauwazmy, ze dla punktu a € ©(X) oraz prostej [ € ©;,1(X) mamy
a€el* <= acCl.

Lemat 2.2. Niech a,b € ©x(X) takie, Ze a # b, oraz niech | € 9 41(X).
Wowczas a C 1l 1 b C 1 wtedy @ tylko wtedy, gdy | = a U b.

DowOD. (<) Trywialne.
(=) Rozumowanie jak przy sprawdzaniu punktu (ii) pod 2.1. a

Lemat 2.3. Niech a,b € ©i(X) takie, ze a # b. Wtedy nastepujgce warunki
s¢ rownowazne:

(1) lanbl =k -1,
(2) laUbl=k+1,
(3) a~b.

DowoOD. Niech a,b € 9,(X) beda takie, ze a # b.
((1) & (2)) Bezposredni wniosek z faktu, ze

laUb| = |a|] +|b] — |a N b|.

((2) & (3)) Trywialne ze wzgledu na postaé prostych w grassmannianie
kombinatorycznym. O

Lemat 2.4. Jesli a,b, ¢ sq parami réznymi punktami prostej w Gy(X), to
lanbNel=k—2.

DowoOD. Niech a,b,¢ € ©,(X) beda parami réznymi punktami na jednej
prostej | € ©541(X). Na mocy 2.2 to oznacza, ze

aUb=bUc=aUbUc=1,

a tym samym
laubUc| =k + 1. (2.2)

Poniewaz

laUbUc| = la|+ |b] +|c| — |anb] = |[bNec| —|ane +]anbne,



PODPRZESTRZENIE W GRASSMANNIANACH KOMBINATORYCZNYCH 15

wiec z uwagi na 2.3
laUbUc| =3k —3(k—1)+]anbnN¢,
i ostatecznie z (2.2) dostajemy
lanbNel =k —2,
co nalezalo pokazac. O

Lemat 2.5. Jesli a,b, ¢ sq wierzchotkami trojkgta w Gi(X), to
lanbNel =k —1.

DowoOD. Niech a, b, ¢ € (X)) beda takie, ze #(a, b, ¢) oraz ~(a, b, ¢). Z przy-
jetych zatozen oraz z 2.3 wynika, ze zbiory a, b, c réznia sie miedzy soba parami
doktadnie jednym elementem. To znaczy w szczegdlnosci mamy jedyne takie
o € a, ze a ¢ b oraz jedyne takie 5 € b, ze 3 € a. Rozpatrujemy dwa przy-
padki:

(i) Niech o € ¢. Poniewaz a ~ ¢, wiec na mocy 2.3 mamy jedyne takie
v € ¢, ze v € a. Przypusémy, ze v € b. Wowczas musi by¢ v = (3,
bo [ jest jedynym elementem takim, ze § € bi 8 € a. Woéwczas ¢ =
anNbU{F}, a wiec ¢ C aUb, co oznacza, ze a,b,c sa wspOtliniowe
i otrzymujemy sprzecznosé. Nasze przypuszczenie byto falszywe, mamy
wiec v € b. Poniewaz b ~ ¢, wiec pozostale elementy ¢ rézne od
musza by¢ w b, w tym takze «, co jest sprzeczne z naszym wczesniejszym
zalozeniem i w efekcie rozpatrywany przypadek « € ¢ nie jest mozliwy.

(ii) Niech o & ¢. Oznaczmy h = a N b. Zauwazmy, ze |h| = k — 1 z 2.3 oraz
a =hU{a}. Poniewaz a ~ cia ¢ ¢, to z uwagi na 2.3 musi by¢ h C c.

Pokazalismy, ze przypadek o € c¢ nie jest mozliwy, natomiast, gdy a ¢ ¢, to
mamy zadane h =aNbNec. O

Whiosek 2.6. Jesli punkty a,b, c sq wierzchotkami tréjkgta w Gi(X), to
anNb=bNc=cNa=anbnNe.

Lemat 2.7 (none-or-two). Niech a € (X)) oraz | € §541(X) bedq takie,
ze a ¢ . Na prostej | nie ma punktow polgczalnych z punktem a, albo sq
doktadnie dwa takie punkty.

DowOD. Musimy wyeliminowaé przypadki, gdzie taki punkt jest jeden lub
wiecej niz dwa.
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1. Przypusémy, ze na prostej [ jest doktadnie jeden punkt b taki, ze a ~ b.
Woéwezas z 2.3 mamy h :=aNb € ©,_1(X). Musza zatem istnie¢ takie
parami rozne «a, 3,7 € X, ze

a=hU{a}, b=hU{g} oraz l=bU{~}=hU{B,~}.

WeZzmy ¢ = h U {v}. Mamy ¢ C [ oraz na mocy 2.3 a ~ c¢. Wskazali$émy
rozny od b punkt na prostej [ potaczalny z punktem a.

2. Przypusémy, ze na prostej [ sa punkty b, ¢ takie, ze b # c oraz a ~ b, c.
Punkty a, b, ¢ tworza w takim razie trojkat. Na mocy 2.5 mamy h €
Pr_1(X) taki, ze h = aNbN ¢, natomiast z 2.6 mamy

h=anNb=bNc=cNa.

Przypusémy, ze istnieje punkt d C [ taki, ze a ~ d oraz d # b,d # c.
Punkty a, b, d tworza trojkat, zatem z uwagi na 2.6

anb=anbndcd,

codaje h C d. Zatem h C b, c,d, czyli k—1 < |bNeNd], co jest sprzeczne
z 2.4.

O

Zgodnie z definicjg 1.8 powyzszy lemat mowi ze grassmannian kombina-
toryczny jest przestrzenia gamma wytacznie dla k = 1, bo tylko woéwczas na
kazdej prostej sa doktadnie dwa punkty.

Twierdzenie 2.8 (M. Prazmowska [1]). Niech n,k bedg takie, ze 1 < k <n
oraz | X| =n. Wtedy:

(i) przestrzen Gy(X) spetnia aksjomat Veblena,
(ii) przestrzen Gg(X) spelnia aksjomat Desarquesa,

(iii) przestrzen Gy (X) trywialnie spetnia aksjomat Pappusa.

2.3 Podkonfiguracje Veblena

W naszym grassmannianie kombinatorycznym Go(5) mozna zauwazy¢, ze wy-
bierajac odpowiednie punkty lezace na odpowiednich prostych mozna znalezé
konfiguracje Veblena. Rzeczywiscie, jesli przyktadowo wezmiemy punkty

{{1, 2}, {1,4},{2,4},{1,5}, {4,5},{2,5}}
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to uzyskamy konfiguracje Veblena. W konfiguracji Desarguesa jest ich doktad-
nie pie¢. Pozostate to

{{1,2},{1,3},{1,5},{2,3},{2,5}, {3,5}},

{{1,2}, {1, 4}, {1,3},{2,3},{2,4}, {3,4}},
{{1,4},{1,5}, {1,3},{4,5}, {3,4}, {3, 5} },
{{2,4},{2,5},{4,5},{2,3}, {3,4}, {3, 5}}.

Intuicyjnie konfiguracja Desarguesa to przestrzen trzywymiarowa i naturalny-
mi podprzestrzeniami w tej przestrzeni sg ptaszczyzny, ktore odpowiadaja kon-
figuracjom Veblena. Wezmy bowiem prosta przyktadowo {1,2,4} oraz punkt
{1,5}. Zauwazmy, ze wybrany punkt nie lezy na ustalonej prostej. Sprébuj-
my teraz znalez¢ najmniejsza podprzestrzen rozpieta przez wybrang prosta i
punkt. W pierwszym kroku doktadamy dwie proste {1,2,5} i {1, 4,5} rozpiete
przez odpowiednie punkty {1,2} i {1,5} oraz {1,4} i {1,5}. W drugim kro-
ku doktadamy prosta {2,4,5} jako rozpieta przez punkty lezace na uprzednio
wybranych prostych. Tak uzyskana podkonfiguracja jest domknieta na prowa-
dzenie prostych, zatem jest podprzestrzenia wyjsciowej przestrzeni. Tak wiec
w sumie w Gy(5) jest pie¢ takich plaszczyzn.

2.4 Podstruktury baerowskie

Zmajac juz definicje grassmannianu mozemy poszukaé¢ dla niego podstrukture
baerowska. Dalej bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen. Dla dowolnego
podzbioru h C X, quasi-gwiazda o wierzchotku h to

Sp(h) = {a € 9x(X) : h C a},
natomiast dla z,y C X takich, ze z C y odcinek z,y to
[yl ={a € Pu(X) : 2 Ca Cy}.

Lemat 2.9. Jesli h C X, to (Sk(h), Sks+1(h)) jest podstrukturg baerowskq w
Gr(X).

DowOD. Nalezy sprawdzié, czy zachodza oba warunki z definicji 1.19.

(1) Niech ay,ay € Sg(h) oraz I € §4,1(X) beda takie, ze a; # ay oraz aq C [ i
as C l. Poniewaz h C ay i h C ay, wiec z zatozen i przechodniosci inkluzji
mamy h C [. To oznacza, ze | € Ski1(h).

(2) Niech teraz ly,ly € Sp1(h) oraz a € 9, (X) takie, ze Iy # Iy oraz a C [ i
a C ly. Zauwazmy, ze [1 Nly = a ze wzgledu na ilo$¢ elementéw w zbiorach
a,ly,ls. 7 zatozen mamy h C [y i h C ly, zatem h C [ NIy = a, co oznacza,
ze a € Sk(h)
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0

Stwierdzenie 2.10. Jesli h € §,_1(X), to (Sk(h), Skx1(h)) jest mocng pod-
strukturg baerowskq w G (X).

DowOD. Z 2.9 (Si(h), Skr1(h)) jest podstruktura baerowska, natomiast z 2.3
kazde dwa punkty w tej podstrukturze sa wspotliniowe. O

Przyjrzyjmy si¢ teraz innym podstrukturom.

Stwierdzenie 2.11. Niech z,y C X bedq takie, ze z C y oraz |z| < k < |y|.
Wowcezas ([z, Yk, 2, Y]k+1) jest podstrukturg baerowskq w Gg(X).

DowOD. Nalezy sprawdzié, czy zachodza oba warunki z definicji 1.19. Oznacz-
my S = [z,ylx 1 L' = [z, Ylr41-

(1) Niech ay,as € S’ beda takie, ze a1 # as oraz ay,as C I, gdzie | C 8511 (X).
Pokazemy, ze | € L'. Z uwagi na 2.3 mamy [ = a; U ay, natomiast z
zalozenia

z Cai,ax Cy,

a wiec
zCaUay=1Cuy,

co oznacza, ze | € L.

(2) Niech [1,1l; € L' beda takie, ze l; # ly oraz a € ©(X) bedzie takie, ze
a ClyiaCly Pokazemy, ze a € S'. Wiemy, ze [y NIy = a. Z okreflenia
L mamy
z C ll, I, C Y,

a wiec
zClinly Cuy,

czyli z C a C y. Zatem z okredlenia S” mamy a € S'.
U

Lemat 2.12. Niech z,y C X bedg takie, Ze z C y oraz |z| < k < |y|. Wowczas
2bior [z, y|x jest spdjny.

DowOD. Niech a,b € [z, y],. Wowcezas z C a,b C y. Niech t = a Nb. Wtedy
a=tU{ag,ag,...,an}
dla pewnych aq,...,q,, € y oraz

b:tU{ﬂl,---yﬂ%”wﬁm}
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dla pewnych (i, ..., B € y, gdzie m = k — |t|. Niech

apg = a,
a1 :tu{ﬁlaa%a?n"'aam}?
a9 :tU{ﬂl,ﬂg,Oég,...,Oém},

analogicznie postepujemy tak do konca, mianowicie

U1 =1tU {617/6% v >ﬁm—laam}>

ay = b.
Zauwazmy, ze a;—1 Na; = tU{B1, ..., 0i—1, ¥ir1, .-, Qm}, a wiec |a;_q Na;| =
|t|] + m —1 = k — 1, co na mocy 2.3 oznacza, ze punkty a;_1,a; sa wspol-
liniowe dla 7 = 1,..., m. Zauwazmy roéwniez, ze skoro z C a,b, to z C t.
Poniewaz aq,...,qm,B1,...,0m € y, wiec a; C y dla i = 0,...,m. Zatem
Ao, A1, .., Ay € [2,Y]k. W ten sposéb dowdd spdjnosei odcinka [z, yx jest za-
konczony. O

Whiosek 2.13. Zauwazmy, ze [0, X = ©r(X), zatem dowolny grassmannian
kombinatoryczny jest spojny.

2.5 Kiliki

Mocna podstruktura baerowska, ktéra pojawia sie w stwierdzeniu 2.10 jest
klika w grassmannianie kombinatorycznym.

Twierdzenie 2.14. Jezeli KC jest klikqg w Gg(X) oraz |[K| > 2, to albo K jest
zbiorem punktow lezgcych na jednej prostej, albo istnieje h € ¥, _1(X) takie,
ze K C Si(h).

DowOD. Niech K bedzie klika w G (X). Gdy || = 2, to teza wynika z 2.3.
Zatozmy wiec, ze |[KC| > 3. Wezmy parami rézne a,b,c € K. W takim razie
punkty a, b, c s parami wspotliniowe, wiec albo lezg na jednej prostej [, albo
tworza trojkat.

Rozwazmy pierwszy przypadek. Wezmy = € K. Przypu$émy, ze x ¢ I.
Poniewaz a,b,c,x € K, to punkty te sa parami wspotliniowe, w szczegdlno-
Sci x jest wspolliniowy z trzema réznymi punktami prostej I. OtrzymaliSmy
sprzecznos¢ z lematem 2.7. Zatem musi by¢ x C [. Z dowolnosci wyboru x
wszystkie punkty z IC leza na prostej .

Rozwazmy drugi przypadek, gdy punkty a,b, c tworza trojkat. Z lematu
25 mamy h = anNbNe € ©,_1(X). Niech z € K. Jedliz = alubz =
lub z = ¢, to h C z. JeSli # (x,a,b,c), to te punkty tworza czworosdcian, bo
wszystko dzieje si¢ w klice . Rozwazmy tréjkat =, a,b. Z lematu 2.5 mamy
M =anbnx € Pp_1(X), ale ze wzgledu na 2.3 mamy

h'=anb=h.
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Stad h C x. Z dowolnosci wyboru x wynika inkluzja IC C Si(h). O

Niech [ bedzie prosta w G (X) i niech h € §4_1(X). Rozwazmy kliki Iy C {
oraz Ko C Sk(h). Zauwazmy na mocy 2.4, ze sytuacja, w ktorej Ky = Ky
mozliwa jest jedynie, gdy |KC1] = |Kq| < 2.

Whiosek 2.15. Jesli | jest prostg w Gi(X) oraz h € 9,_1(X), to

I 0 S(h)| < 2.

Stwierdzenie 2.16. Niech h C X.
(i) Zbior Si(h) jest klikg wtedy i tylko wtedy, gdy |h| =k — 1.

(ii) Jesli zbior Sk(h) jest klikg to jest klikg maksymalng.

DowOD. (i) (=) Wynika z 2.14 oraz 2.15.

(<) Niech h € ©,_1(X). Wezmy a,b € Si(h), takie, ze a # b. Z lematu
2.3 mamy a ~ b. Zatem zgodnie z definicja 1.4 Si(h) jest klika.

(ii) Zatézmy, ze Sk(h) jest klika i przypusémy, ze nie jest klika maksymalna,
to znaczy, ze istnieje punkt a & Si(h), ktéry jest wspétliniowy z kazdym
punktem z Si(h). To znaczy, ze a ~ x dla kazdego = € Si(h). Wezmy punkty
b,c € Si(h) takie, ze b # c¢. Poniewaz h C b,c oraz b ~ ¢ to z 2.3 mamy

h=bNec. (2.3)

Poniewaz a ¢ Si(h), wiec # (a,b,c). Zatem punkty a,b,c tworza trojkat. Z
(2.3) oraz 2.6 otrzymujemy

h=bNc=aNbNecCa.

Stad a € Si(h), co przeczy naszemu zatozeniu o a. Tak wiec nasze przypusz-
czenie byto falszywe i Si(h) jest maksymalna klika. O

Stwierdzenie 2.17. Jesli h € §94_1(X), to Sk(h) jest sympleksem.

DowOD. Wniosek 2.15 méwi, ze w gwiezdzie Si(h) moga by¢ najwyzej dwa
punkty, ktore lezg na jednej prostej, a to zgodnie z definicja 1.5 oznacza, ze
gwiazda jest sympleksem. O

Twierdzenie 2.4 moéowi, ze w grassmannianie kombinatorycznym mozliwe
sg dwa typy klik: uktad, czyli zbior punktow lezacych na jednej prostej, oraz
gwiazda, czyli podzbiér zbioru postaci Sk(h) dla pewnego h € 851 (X).

Mowimy, ze klika jest nietrywialna, gdy zawiera przynajmniej trzy punkty.
Nietrywialnym klikom mozemy jednoznacznie przypisaé ich typ (por. 2.15).
Przy zalozeniach (2.1) w naszym grassmannianie Gy(X) na kazdej prostej sa
co najmniej trzy punkty i w kazdym zbiorze Si(h) dla h € ©,_1(X) sa co
najmniej trzy punkty. Tak wiec z uwagi na 2.15 istnieja maksymalne uktady
i gwiazdy.
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2.6 Zanurzenia

Zacznijmy od definicji jednego z podstawowych przeksztatcen w geometrii,
czyli kolineacji.

Definicja 2.18. Niech 2 = (S, £, 1) i A" = (S, L', T') beda czesciowymi prze-
strzeniami prostych. Odwzorowanie F' = (f,g) takie, gdzie f : § — &',
g : L — L jest kolineacjq, gdy f, g sa bijekcjami oraz dla a,b € Sil € L
spetnione sg warunki

(i) a1l wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) I g(),
(ii) a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) ~ f(b).

Dla czesciowych przestrzeni prostych, gdzie relacja incydencji jest nale-
zeniem € czyli takich, gdzie £ C 2%, £ C 2% kolineacja to odwzorowanie
bijektywne f : S — S’, ktore zachowuje proste, to znaczy obrazem prostej
jest prosta.

Zdefiniujmy réwnie wazne pojecie zanurzenia, ktore jest potrzebne w dal-
szej pracy.

Definicja 2.19. Niech 2 = (S, £, 1) i A" = (S, L', T') beda czesciowymi prze-
strzeniami prostych. Odwzorowanie F' = (f,g) takie, gdzie f : S — 5,
g : L — L' jest zanurzeniem, gdy f, g sa réznowartosciowe oraz dla a,b € S
il € L spelione sg warunki

(i) all wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) I g(1),
(ii)) a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) ~ f(b).

Twierdzenie 2.20 (M. Prazmowska [1]). Niech 2 = Gg(X) oraz B =
G, (Y), gdzie | X|,|Y] < o0o0. Jesli F' = (f,qg) jest zanurzeniem 24 w B, to
istniejg z,y C Y takie, Ze () = ([2, Y|, [2, Ylm1)-

W tej pracy udowodnimy to twierdzenie dla niekoniecznie skonczonych
zbioréw X 1 Y.



Rozdziat 3

Charakteryzacja odcinkow

Lemat 3.1. Klika typu gwiazda jest odcinkiem, tzn. gdy K C Si(h) dla pew-
nego h € 9,_1(X), to K = [h, UK.

DowOD. Niech K C Si(h) dla pewnego h € §5,_1(X). Wowczas
K={a, e ®p(X):1el} ={hU{n}: o, € X,i €} (3.1)
dla pewnego zbioru indekséow I. Zatem

UK =huJ{a}. (3.2)

i€l
(C) Wezmy x € K. Wowezas z C UK oraz x € Si(h), poniewaz IC C Si(h).
Tak wiec h C x. Zatem z € [h, U K]y
(D) Niech x € [h,UK]g. Skoro h C x C UK 1 |h| =k, to z (3.2) i istnieje
ip € I takie, ze © = hU {wy, }. Zatem x € K z (3.1). O

Lemat 3.2. Klika punktow lezgcych na jednej prostej jest odcinkiem, tzn. gdy
K CI* dla pewnej prostej | € 911(X), to K =[N, []g.

DowOD. Poniewaz K CI* il € §1(X), to
K={a;,Ccl:i=1,....;r}={l\{}: a0, € X;i=1,...,r}

oraz
ﬂK:alﬂagﬂ...ﬂar.

(€) Niech = € K. Wowczas x = a;, dla pewnego iy € {1,...,r}. Zatem

T
T = a;, 2 ﬂai:ﬂlC.
i=1

Z drugiej strony = = a;, C I. Tak wiec x € [NK,1].
(D) Niech x € [N K, l]. Zatem N C = C [ oraz |x| = k. Mozemy przyjac,
ze a; = 1\ {o;} dla pewnego «; € [, gdzie i = 1,...,r. Zatem

ﬂIC = {Oér+17 Apy2,. .., OKk+1}-

22
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Stad

xr = {Oér+1, . .,Oék+1} U {061, ey OGy—1, Qg1 - - - ,Oér} =1 \ {Oéio}

dla pewnego iy € {1,...,7}, bo x jest k-elementowym podzbiorem (k + 1)-
elementowego [ i zawiera (K. Zauwazmy, ze x = a;, € K, co konczy dowdd.
O

Stwierdzenie 3.3. Dwie rozne maksymalne kliki tego samego typu albo sq
roztgczne, albo majq jeden punkt wspolny.

DowOD. Grassmannian kombinatoryczny jest czesciowq przestrzenia prostych
wiec dla prostych teza wynika z warunku (ii) w definicji 1.1.

Dla gwiazd Ky = Si(h1), Ko = Sk(ho) takich, ze Ky # Ko oraz hy, hy €
©p—1(X), przypusémy, ze |y N Ks| > 2. Wtedy istnieja punkty a,b € K1, Ko
takie, ze a # b. Wowcezas z 2.3 hy = anNb = hy. Ale wtedy mamy, ze K1 = Ko,
co jest sprzeczne z naszym zatozeniem. Zatem udowodniliSmy, ze dwie rézne
maksymalne kliki tegi samego typu maja co najwyzej jeden punkt wspolny. [

Stwierdzenie 3.4. Dwie maksymalne kliki roznych typow albo sq rozlgczne,
albo majq dokladnie dwa punkty wspolne.

DowOD. Zgodnie z 2.14 niech K = Si(h) bedzie gwiazda dla pewnego h €
©r_1(X) oraz niech [ bedzie prosta. Zaldézmy, ze I N 1* # (). Wowcezas istnieje
punkt a € 9(X) taki, ze a € Kia C . Zatem h C [ bo h C a. Mozemy
przyjaé, ze a = h U {a} dla pewnego o € X. Zauwazmy, ze

l=hU{a, B}

dla pewnego € X takiego, ze a # . Zatem b = hU{3} jest takim punktem,
ze a #b,b Cloraz b € K. Z uwagi na 2.15 mamy | N{*| = 2, co konczy
dowdd. ]

Stwierdzenie 3.5. Odcinek jest grassmannianem kombinatorycznym. Do-
ktadniej dla z,y C X takich, ze z Cy i |z| < k < |y| mamy

(2, Y]k, [2, Ylks1) = Gropz (W )\ 2).

DowOD. Wystarczy zauwazy¢, ze we wszystkich punktach i prostych zada-
nego odcinka, jako zbiorach powtarza sie (zawiera sie) z. O

Definicja 3.6. Niech 9t = (S, £) bedzie podstruktura baerowska w Gy (X).
Moéwimy, ze 91 jest podstrukturg Grassmanna, jesli:

(Bo) [, = {l € pk-{—l(X) : |l* N S| > 2},

(B1) zbior S jest spdjny,
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(Bs) dla réznych maksymalnych klik Iy, Ky takich, ze
|K1ﬂ5|>2, ‘ICQQS‘>2 oraz \IClﬁIC2|:2
albo SNK; N Ky =0 albo [SNK; N Ky = 2.

Stwierdzenie 3.7. Jesli z,y C X, z C y 1 |z] < k < |y|, to odcinek
([z,Y]ks [2, Y]k+1) jest podstrukturg Grasmanna w Gy (X).

DowoOD. Niech S = [,y oraz L = [2,y|p+1- Z 2.11 ([z, Y]k, [2, Y]e+1) jest
podstruktura baerowska, natomiast z 2.12 wynika (B1), czyli sp6jnosé odcinka.
Wykazemy teraz, ze odcinek spetia (By).

(C) Niech I € [z, y]g+1. Poniewaz |z| < k, to w odcinku [z,{]; sa przynaj-
mniej dwa rézne punkty a, b. Zauwazmy, ze

zCaUb=1Cuy,

a wiec a,b € 1*N S, czyli [I*N S| > 2.

(D) Czes¢ (1) dowodu twierdzenia 2.11.

Przechodzimy teraz do sprawdzenia (Bs). Niech Ky, Ky beda réznymi mak-
sylanymi klikami w Gy (X). Zalozenie z (B2) méwigce, ze [[Cy N Kq| = 2 ogra-
nicza wybor klik z uwagi na stwierdzienia 3.3 i 3.4. Mozemy bez utrarty ogdl-
nosci przyjaé wrecz, ze K; = Si(h) dla pewnego h € §;_1(X) oraz Ky = [
dla pewnego | € 9y41(X). Zatem Ky = [h, X]; natomiast ICy = [0, {].

Z zatozen w (Bs) odnosnie K1 mamy |[K;NS| > 2, czyli istnieja a, b € Ky, S
takie, ze a # b. Poniewaz K1 = Si(h), to h = a Nb. Ponadto z C a,b, gdyz
a,be S. Stad

zCanb=h, (3.3)

i dalej
KinS=1hXiNzylk=[hUz, XNyl = [yl (3.4)

Z zatozen w (Bs) odnosnie Ky mamy [KoNS| > 2, czyli istnieja a, b € Ko, S
takie, ze a # b. Poniewaz Ky = [*, to | = aUb. Ponadto a,b C y, gdyz a,b € S.
Stad

l=aUbCy (3.5)
i dalej
KonS=0,1N[zylk=[0UzlNylk = [z (3.6)

Z (3.3) 1 (3.4) oraz z (3.5) i (3.3) mamy
SNKINKy = KiNSNKaNS = [h, yleN[z, Uk = [hUz, yNI = [h, [x = K1NKs.

Poniewaz z zalozenia (B2) mamy |IC; N KCy| = 2, wiee dowdd jest zakonczony.
U
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Lemat 3.8. Niech M = (S, L) bedzie podstrukturg baerowskq w Gi(X) spel-
niajacg (B1), (B2) i niech h; € ©,_1(X) oraz IC; = Sk(h;) dla 1 = 1,2. Jesli
IKiNS| > 2, [KanNS| =2 oraz SNKy N Ky # 0, to istnieje taki y C X, ze
KinS =lhy,ylk dlai=1,2.

DowOD. Zgodnie z zalozeniem niech
xr e SNKNK,.
Zauwazmy, ze KC; NS jest klika, zatem z 3.1 mamy
KinS = [hi, yilk, (3.7)

gdzie y; = U(K; N S) dla ¢ = 1,2. Jesli K1 = Ky to dowdd jest zakonczony.
Mozemy zatem dalej przyjacé, ze hy # hsy jako, ze IC; jednoznacznie odpowiada
h;, dla i« = 1,2. W takim razie z przeliczenia ilosci elementéw w zbiorach
x, hy, ho wynika, ze

Naszym celem jest pokazanie, ze y; = yo. W tym celu wezmy a € y;. Jesli
a € x, to od razu mamy « € ys bo x C ys, co wynika z (3.7) oraz faktu, ze
x € Ky S. Zatézmy zatem, ze o € y; \ z. Stad | = 2z U {a} € 911(X), tzn.
[ jest prosta. Rozwazmy a = hy U {a}. Z uwagi na (3.8) a € ©,(X), czyli a
jest punktem. Poniewaz hy C a C yy, wiec a € Ky NS z (3.7). Z kolei z (3.8)
mamy a C [. Zauwazmy jeszcze, ze r # a. Zatem, poniewaz x,a € [* NS, wiec
|I* N S| > 2. Ponadto

xe SN NK,, (3.9)

czyli w szezegblnosei x € I*NKy. Z 3.4 [I*NC,| > 2. Dlatego mozemy skorzystacé
z (By), gdzie jako kliki bierzemy [*, Ko i otrzymujemy

SN N, = 2.

Niech b bedzie drugim, réoznym od z punktem w S N I* N Ky. Zauwazmy, ze
musi byé he C b bo b € Ky oraz musi by « € bbob Cl=xzU{a}ib# .
Zatem

b= hyU{a}. (3.10)

Poniewaz b € Ko NS 1 (3.7), wiec b C yo. Z (3.10) otrzymujemy o € yy. Z
dowolnosci wyboru « dostalismy y; C ys. Zamieniajac ze sobg indeksy 1 i 2
mozna wykazac, ze yo C y1, czyli ostatecznie y; = ys, co nalezato pokaza¢. [

Lemat 3.9. Niech MM = (S, L) bedzie podstrukturg baerowskq spetniajgcq (By),
(Bg) i miech Uy, 1y bedg prostymi w Gp(X). Jesli |5 NS| > 2, [I5N S| > 2 oraz
SNENG#0, to istnieje taki z C X, Ze [ NS = [z, ;] dlai = 1,2.
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DowOD. 7 3.2 mamy
gdzie z; = N(IF N S). Jesli I} = Iy, to 21 = 25. Zatem niech l; # l5. Musimy
wykazacé, ze z; = 23.

Wezmy x € SN Iy NI Poniewaz x € I3 NS, to z (3.11) musi by¢ 2z C x.
Zatem

r=zU{a,...,0},
dla pewnych aq,...,qa, € X ir =k — |2]. Rozwazmy
hi =2 U {ala sy QG 1, g, e aaT’}‘

Zauwazmy, ze h; = x \ {a;} oraz ze |h;| = k — 1. Dalej rozwazmy maksymalne
gwiazdy K; = Sk(h;) dla ¢ = 1,...,r. Poniewaz h; C z, wiec z € K; dla
1=1,...,r. W takim razie
resSn ]CZ N ZT
Zatem z 3.4 wynika, ze
KN = 2. (3.12)

Poniewaz h; C x C Iy, wiec odcinek [h;, ls]x jest dwuelementowy. Z jednej
strony zauwazmy, ze

[h,’, lg]k C Sk(h,) = K;. (313)
Z drugiej strony, poniewaz zo C h;, to z uwagi na (3.11), mamy
[hi, lg]k - [Zg,lg]k = l; nscs. (314)

Zatem z (3.13) oraz (3.14) mamy
[his Iy € KNS,

a wiec |[IC; N S| > 2. Stad, z zatozen do lematu oraz z (3.12) korzystajac z (Bz)
dla S, lj oraz kliki K; otrzymamy

ISAK; NI = 2.

Zatem mamy punkt a € SNK; NI taki, ze a # x. Zauwazmy, ze z 2.3 aNx = h;
oraz a Uz = [y, tak wiec

[hz’>l1]k = {CL, ZL’} Q SN ICZ N ZI
Korzystajac z (3.11) uzyskujemy
[hi, ] €U NS = [21, Lk,

co oznacza, ze z; C h;. Indeks ¢ byt wybrany dowolnie z 1,...,r, a wiec
I8
i=1

Zamieniajac ze sobg indeksy 11 2 i stosujac to samo rozumowanie, co wyzej
pokazemy, ze zo C z;. Ostatecznie wiec z; = z3, co konczy dowdd. O



PODPRZESTRZENIE W GRASSMANNIANACH KOMBINATORYCZNYCH 27

Lemat 3.10. Niech M = (S, L) bedzie podstrukturg baerowskqg w G (X) spel-
niajgcg (By1), (Ba). Wowczas istniejq z,y C X takie, Ze:
(i) dla kazdej maksymalnej gwiazdy IC = Sk(h), gdzie h € 9,_1(X) takiej,
Ze [KNS| > 2 mamy
IC N S == [h, y]k,

(ii) dla kazdej prostejl € ©p1(X) takiej, Ze |I* N S| > 2 mamy

rns= [Z,l]k.

Dowop. (i) Niech K, K" beda dowolnymi maksymalnymi gwiazdami takimi,
ze

IK'NS|>2 oraz |K'NS|>2. (3.15)

Wezmy b/, h" € ©,_1(X) tak, aby K' = Sp(h') i K" = Sp(h”). Z 3.1 mamy
v, y" C X takie, ze

K'nS=[n,yy oraz K'nS=I[n 19" (3.16)

Z (3.15) mamy punkty d', a” takie, ze a’ € K' NS oraz a” € K" N S. Na mocy
(B1) istnieje ciag parami réznych punktow by, ...b, € S taki, ze a’ = by, a”" = b,
oraz b1 ~b; dlai=1,...,r. Niech i € {1,....,r}. Zauwazmy, ze z 2.3

hi =bi—1Nb; € Pp_1(X).
Rozwazmy maksymalna gwiazde IC; = Sk(h;). Poniewaz b;_1,b; € K;, .S, wiec
;N S| > 2. (3.17)
Lemat 3.1 daje
ICin S = [hi, yilk

dla pewnego y; € X. Wezmy teraz dwie sasiednie gwiazdy K;_1,/C;, gdzie
i €42,...,r}. Poniewaz b;,_y € K;_1 N K; oraz z uwagi na (3.17) mozemy dla
nich zastosowac lemat 3.8, stad y;_1 =y, dlai=2,...,r, a wiec

Y1 = Yr.

Podobnie dla £ i K; mamy o' = by € K' N Ky, wiec z (3.15), (3.17) i 3.8
dostajemy
y' =y
Pozostaje jeszcze K, i K”. Mamy tutaj b, = a” € IC,.NK", wiec z (3.15), (3.17)
i 3.8 uzyskujemy
"
Yr =Y -

Ostatecznie mamy 3’ = y”, co konczy dowdd (i).
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(ii) Niech I’,1” beda prostymi takimi, ze
NS >2  oraz "N S| > 2. (3.18)

Stad mamy punkty o’ € I NS oraz a” € " N S. Na mocy (B;) istnieje
cigg parami roznych punktéw by, ...,b, € S takich, ze a’ = by, a” = b, oraz
bi_1 ~b;dlat=1,...,r. Niech

li =bi_1 Ub;
dla:=1,...,r. Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ = 1,...,r mamy
l;k ﬂ S — {bi—l7bi}a

czyli |IF N S| > 2 oraz
Gl =A{bi—1}

czyli
SNz, ni;#0.

Tak wiec z 3.9 istnieje z C X taki, ze
IrnsS =z, (3.19)

dla i = 1,...,r. Dalej mamy o' C [y,l' oraz «” C I,,1". Z (3.18), z wyboru
a',a", z 3.9 oraz z (3.19) wynika, ze I NS = [2,l'] oraz I"* N S = [2,1"], co
koniczy dowdd z dowolnosci wyboru I/, 1”. O

Lemat 3.11. Niech M = (S, L) bedzie niezdegenerowang podstrukturg ba-
erowskq w Gg(X) spetniajgcg (By1), (Bs) i niech z,y C X bedg takie jak w
3.10. Jeslia € [z,ylx, be S ia~b, toa€s.

DowOD. Gdy a = b, to dowdd jest zakonczony. Zaltézmy wiec, ze a # b. Z
zatozenia oraz z 2.3 mozemy wzigé

h=anb i K=Suh).

Podstruktura 9 jest niezdegenerowana i spojna, wiec rozwazmy dowolng pro-
sta [ przez punkt b w 9, to znaczy b C | € L. Z 3.10 mamy

'nsS =z,

a wiec z C b. Zauwazmy, ze b € K oraz z C b, a, a wiec z C h. Stad
zChcCcbcCl.

To z kolei daje, po pierwsze, ze [h, ], jest zbiorem dwuelementowym. Po drugie

[h, l]k - [h, X]k = IC, oraz [h, l]k - [Z, l]k =0"NS~s. (320)
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To oznacza, ze

[h (g CSNINK.
W szczegolnosci [h, [l C KNS iz 3.10 wynika, ze

KNS =I[h,yl. (3.21)
Stad mamy
a€lz,yls NK=1[z,yls N[h, Xt =[hylr=KNS,
co oznacza, ze a € S i dowdd jest zakonczony. O

Twierdzenie 3.12. (S, L) jest niezdegenerowang podstrukturg Grassmanna
w Gp(X) wtedy i tylko wtedy, gdy S = [z,y|x oraz L = [z,y|k+1 dla pewnych
z,y C X takich, ze z C y oraz |z| < k < |y|.

DowOD. (=) Niech a € S. Poniewaz podstruktura 9t jest niezdegenerowana,
to wezmy drugi punkt b € S rézny od a. Podstruktura 901 jest spdjna, wiec jest
prosta [ € L przez a. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przyjac, ze b C [.
Rozwazmy gwiazde K = Si(h), gdzie h = aNb € ©,_1(X) z 2.3. Zauwazmy,
AS

{a,b} CKNS, I"NS,

a wiec mozemy zastosowac 3.10, skad uzyskujemy
KNS=[hylg oraz I"NS =]z

Zatem z Caboa € l*NSoraz a Cy boa e KLNS. Ostatecznie a € [z, y]y,
czyli S C [z, yl.

Teraz niech a € [z,ylr. Wezmy dowolny punkt b € S. Poniewaz odci-
nek [z,y], jest spdjny na mocy 2.12 oraz b € [z,y|r na mocy uduwodnio-
nej w poprzednim akapicie inkluzji, wiec w [z, y]; istnieje tamana, czyli ciag
C0yC1y - - -5 Cr € [2, Y]k punktow, z ktérych kazde dwa sasiednie sg wspotliniowe,
taczacy a i b, to znaczy b = ¢y, a = ¢,. Z uwagi na 3.11 mamy c¢; € S. Stad
¢ € S ponownie z 3.11 i tak dalej, az ¢, = a € 5, co z dowolnosci wyboru a,
daje inkluzje [z,y]r C S.

Pokazalismy, ze S = [z, y]r. Warunek (By) méwi, ze zbiér punktow wyzna-
cza proste, zatem L = [z, y|x11

(<) Natychmiastowy wniosek z 3.7. O

Stwierdzenie 3.13. Niech A = G(X) oraz B = G, (Y). Jesli F = (f,9)
jest zanurzeniem A w B, to albo F' przeksztatca maksymalne gwiazdy na gwiaz-
dy © maksymalne uktady na uktady, albo maksymalne qwiazdy na uktady i mak-
symalne uktady na gqwiazdy.
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DowOD. Niech K1, K3 beda maksymalnymi klikami réznych typow w 2L.

Jesli K1NKq # 0, to z 3.4 mamy |[K;NK| = 2. Stad | f(K1)Nf(K2)| =2, a
poniewaz obrazy (K1), f(K2) rozszerzaja sie jednoznacznie do maksymalnych
klik w B, wiec musza by¢ klikami r6znych typéw na mocy 3.4.

Jedli K1 N Ky = 0, to ze spéjnosei w A klike K polaczymy z klikg Ko
ciggiem maksymalnych klik, w ktorym kazde dwie sasiednie kliki sg réznych
typow i maja doktadnie dwa punkty wspoélne. Korzystajac z rozumowania w
poprzednim akapicie dowdd jest zakonczony. O

Inaczej moéwigc zanurzenia jednego grassmannianu kombinatorycznego w
drugi albo zachowuja typy maksymalnych klik, albo je zamieniaja.

Teraz udowodnimy twierdzenie 2.20 dla niekoniecznie skonczonych gras-
smannianow.

Twierdzenie 3.14. Niech A = G (X) orazB = G,,(Y). Jesli F = (f, g) jest
zanurzeniem 2 w B, to istniejg z,y C Y takie, zZe ([z,Y|m, [z, Ylm+1) = F(A).

DowOD. Grassmannian 2 jest odcinkiem [(), X];. Zatem na mocy 3.7 gras-
smannian 2 jest podstruktura Grassmanna. Zanurzenie F' zachowuje relacje
incydencji, a wiec zachowuje kliki oraz sp6jnosc.

Niech S = f(9,(X)) i £ = g(9k41(X)). Z wlasnosci zanurzenia F' wiemy,
ze (S, L) jest podstrukturg baerowska w B spetniajaca (Bg) i (By). Sprawdzi-
my, ze spelia réwniez (Bs). Rozwazmy w tym celu dwie rézne maksymalne
kliki ICq, Ko w B takie, ze

|K1ﬂ5|>2, |IC2ﬂS|>2, |IC1HIC2|:2 oraz SﬂlClﬂng#Q). (322)

Niech i € {1,2}. Przypusémy, ze |[K; N S| = 2. Wowcezas |f~1(K; NS)| =2 bo
f jest iniekcja. Na mocy zatozen (2.1) zbiér f~1(K; N'S) mozemy uzupeki¢
do dwu réznych maksymalnych klik w 2(: maksymalnej gwiazdy S i maksy-
malnego uktadu 7. Woéwcezas f(S) 1 f(7) sa w B po pierwsze nietrywialnymi
klikami, po drugie sa klikami réznych typéw na mocy 3.3. Rozwazmy zatem
rozszerzenia klik f(S) i f(7) do maksymalnych klik w 9B i oznaczmy je od-
powiednio &’ i 7'. Poniewaz

fHK;NS)C S, T,
wiec
KinS C f(S), £(T).
Z kolei f(S) C &' oraz f(T) C T', zatem mamy
SNk =2 1 |T'nkKi>2.

Z uwagi na 3.3 1 3.4 albo &' = K;, albo 7' = K;. Bez zmniejszenia ogdlnosci
przyjmijmy, ze K; = §'. Wowczas

f(S) S =K
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7, drugiej strony mamy

f(8) €5,

a wiec

f(S) S KinS.

Poniewaz f(S) jest nietrywialna klika, to nasze przypuszczenie, ze |[K;NS| = 2
okazuje sie falszywe. Tak, ze z zalozenia (3.22) mamy

KinsS| >3 i IKanS| >3
i w konsekwencji, z uwagi na 3.13, zbiory f~1(K; N S) oraz f~}(Ky N 9)
mozna jednoznacznie rozszerzy¢ w 21 do maksymalnych klik réznych typow,
odpowiednio M; i My tak, aby f(M;) C K;, i = 1,2. Zatem, poniewaz
f_l(’Ci N S) Q ./\/li, WIQC
KNS C f(M;) CKinsS,
co oznacza, ze f(M;) = K; N S. Dalej mamy
SNKINK=SNKiNSNKy = f(My) N f(My).

7 zatozenia, ze SN K; N Ky # ) mamy M; N My # 0. Kliki M, M, sg
maksymalne i réznych typéw, wiec z 3.4 mamy |M; N My| =2, co daje

1S MK N K| = 2.

Zatem (S, L) spelnia (Bs), a wiec jest podstruktura Grassmanna w 8. W ten
sposéb na mocy 3.12 dowdd jest zakonczony. U
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