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Wstep

SWiedze buduje si¢ z faktow, jak dom z kamienia; ale zbior faktow nie jest
wiedzq, jak stos kamient nie jest domem.”
Henri Poincaré

Pojecie kraty potmodularnej wprowadzit Garret Birkhoff zainspirowany
praca z 1935, w ktorej Hassler Whitney przedstawil pojecie matroidow, czyli
przestrzeni z operatorem domkniecia spetniajacym warunek wymiany Stein-
itz’a-Mac Lane’a, wyabstrahowujacych liniowa niezaleznosé¢ i uogélniajacych
geometri¢ afiniczng oraz rzutowa. W definicji kraty poétmodularnej Birkhoff
uzywa relacji poprzedzania <, ktéra w kratach cigglych, na przyktad w tan-
cuchu liezb rzeczywistych [0, 1], traci sens. Z tego powodu Wilcox i Mac Lane
przedstawiajg swoje warunki, odpowiednio (Ms) i (Mac), definiujace kraty p6t-

EP

3.40 » Bi

Rysunek 0.1: Podane numery to numery twierdzen, w ktorych dowiode, ze
warunki znajdujace sie nizej implikuja warunki wyzej. Warunki na tym samym
poziomie i potaczone kreska sa rownowazne.
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Rysunek 0.2: Podane numery sa numerami przyktadéw pokazujacych, ze wa-
runki znajdujace sie wyzej nie zawsze implikuja warunki nizej. Linig przery-
wang zaznaczytem warunki niezalezne.

modularne, w ktérych nie wystepuje relacja <. Niniejsza praca stanowi ana-
lize zwiazkéw pomiedzy réznymi warunkami zwiazanymi z pétmodularnoscia
w teorii krat i geometrii.

W rozdziale pierwszym przypomne m.in. definicje posetu, kresow, kraty
(z dopelieniami, wypuktej, dystrybutywnej i boolowskiej), podkraty.

W rozdziale drugim pokaze, ze przestrzen rzutowa nad przestrzenig wek-
torowa jest krata zupelna, modularna, atomistyczng z dopetnieniami, argu-
esowska 1 nierozktadalng. Powiem jak twierdzenie Desargues’a przenosi si¢ na
teorig¢ krat.

Rozdzial trzeci poswiece warunkom zwigzanym z potmodularnoscia. Za-
leznosci miedzy tymi warunkami sa na rysunkach 0.1 i 0.2. Przytocze z litera-
tury kilka faktow wigzacych rozwazane warunki potmodularnosci przy dodat-
kowych zatozeniach.

Natomiast w rozdziale czwartym pokaze, ze krata podprzestrzeni prze-
strzeni afinicznej spelnia warunek (Mac). Na koniec zajme sie warunkiem Wil-
coxa, oznaczanym przez (W2), wykorzystywanym w charakteryzacji krat afi-
nicznych i pokaze zalezno$ci miedzy nim a rozwazanymi warunkami pétmodu-
larnosci.



Rozdziat 1

Pojecia podstawowe

Definicja 1.1. Niech P bedzie niepustym zbiorem i niech < C P x P bedzie
binarng relacja na zbiorze P. Rozwazmy nastepujace wtasnosci relacji <.
Niech a,b,c € P, wowczas

1. a<a, (zwrotnosé)

2. a

N

b i b<a, to a=b, (antysymetrycznosé)

w
S

N
S¥

i b<e¢ to a<e, (przechodnio$é)
4. a<b lub b<a. (liniowosc)

Strukture P = (P, <), w ktérej relacja < spelnia warunki 1., 2., 3., nazywamy
zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym (posetem).
Jesli ponadto < spehlia warunek 4., to poset P nazywamy {aricuchem.

Bedziemy uzywaé¢ symbolu a < b, aby powiedzie¢, ze a < b oraz a # b.

Definicja 1.2. Poset P nazywamy ograniczonym z gory, gdy zawiera element
najwiekszy 1, to znaczy dla kazdego a € P mamy a < 1.

Poset P nazywamy ograniczonym z dotu, gdy zawiera element najmniejszy 0,
to znaczy dla kazdego a € P mamy 0 < a.

Jesli poset P posiada 0 i 1, to nazywamy go ograniczonym.

Definicja 1.3. Poset P nazywamy kratq, jesli dla dowolnych a, b € P istnieja
kresy sup{a, b} oraz inf{a, b}, czyli odpowiednio: najmniejsze sposroéd gornych
ograniczen zbioru {a, b} i najwieksze sposrdd ograniczen dolnych zbioru {a, b}.
W dalszej czesci pracy bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen:

sup{a,b} Z aVb oraz inf{a,b} = aAb.

Zatem w kracie (P, <) mozemy zawsze zdefiniowa¢ binarne operacje A oraz
V. Na odwroét, w algebrze (P, A, V), gdzie A i V sa binarnymi operacjami na
zbiorze P takimi, ze obie sg idempotentne, symetryczne i taczne, to mozemy
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zdefiniowaé relacje < czeSciowego porzadku, a wiec poset (P, <). Zdefiniujmy
relacje czesciowego porzadku <y przez operacje A nastepujaco:

a<1b:eanb=a.
Natomiast relacje czesciowego porzadku <y przez operacje V w sposob:
a<sb:eaVb=0b.

Popatrzmy na ciag réwnowaznosci a <1 b < aAb=a < (aANb)Vb=aVb &
b=aVb<s a<yb. Zatem definicje czesciowego porzadku w terminach kresu
dolnego A i w terminach kresu gérnego V sa réwnowazne. Podsumowujac,
pojecia kraty jako posetu i algebry sa rownowazne, tj. wzajemnie definiowalne
(por. G. Grétzer [6, Roz. 1])

Definicja 1.4. Niech L bedzie kratg oraz a,b € L. Méwimy, ze a poprzedza
b i piszemy a < b, gdy spelniony jest warunek:

jesi ceLl i a<c<b to c=a lub c=0b.
Ponadto a < b oznacza, ze a < b lub a = b.

Stwierdzenie 1.5. W dowolnej kracie L dla a,b,c € L :
jesli a<b, to aVe<bVc oraz aNc<bAc.

DowOD. Niech L bedzie krata. Wezmy a,b € L takie, ze a < b. Stad i skoro
zawsze b < bV e, mamy a < bV c. Wiemy, ze zawsze ¢ < bV c. Mamy wiec, ze
bV c jest gornym ograniczeniem a oraz c. Najmniejsze z gérnych ograniczen a
i cwynosiaVe, wiec aV e < bV e Analogicznie dla a A c < b A c. O]

Definicja 1.6. Niech L bedzie krata z 0. Atomem w L nazywamy element
p € L, taki ze 0 < p.

Definicja 1.7. Krata L jest atomowa, gdy jest ograniczona z dotu oraz dla
a € L\{0} istnieje atom p € L taki, ze p < a.

Definicja 1.8. Krata L jest atomistyczna, gdy kazdy jej element da sie wy-
razi¢ jako kres gorny atoméw.

Bezposrednio z 1.7 i 1.8 wynika:
Stwierdzenie 1.9. Jesli krata jest atomistyczna, to jest rowniez atomowa.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. W kracie L na rysunku 1.1
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pVq
x
q
p
0
Rysunek 1.1

mamy dwa atomy p i ¢. Dla kazdego 0 # y € L istnieje atom p lub ¢ taki,
ze p <y lub g < y. Zatem L jest atomowa. Natomiast x € L nie jest kresem
gérnym atomow p, q. Zatem L nie jest atomistyczna.

Definicja 1.10. Niech L bedzie krata ograniczona. Element a € L jest do-
petnieniem elementu b € L, gdy a Ab = 0 oraz a V b = 1. Krate ograniczona
bedziemy nazywac kratq z dopelnieniami, gdy kazdy jej element posiada do-
pelnienie.

Definicja 1.11. W dowolnej kracie L, dla a,b € L, odcinek |a, b] jest zbiorem
[a,b] ={c€ L:a<c<b}.

Definicja 1.12. Niepusty podzbiér H kraty L nazywamy podkratg, gdy H jest
domkniety ze wzgledu na A i V. Podkrata H z operacjami kraty L obcietymi
do H jest krata.

Lemat 1.13. W dowolnej kracie L, dla a,b € L, odcinek [a,b] jest podkratq.

DowOD. Niech L bedzie krata. Wezmy dowolne x,y € [a,b] C L. Pokazemy,
ze x Ny € |a,b] oraz x V y € [a,b].

Z 1.11 mamy a < x < boraz a < y < b. A wigc a jest ograniczeniem dolnym
x 1y. Podobnie b jest ograniczeniem géornym z i y. Zatem

a<xAyoraz z Ay < b. (1.1)

Mamy tez
a<zrVyoraz zVy<b. (1.2)

Zatem z (1.1) mamy x Ay € [a,b], az (1.2) mamy = Vy € [a, b]. Tak wiec [a, b]
jest podkrata kraty L. l

Definicja 1.14. Podkrata H kraty L jest wypukta, gdy spetniony jest waru-
nek:
jesli a,be H i x€L i a<z<b to z€H.
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Definicja 1.15. Krate L nazywamy dystrybutywng, gdy dla wszystkich a, b, c €
L prawdziwe sg rownowazne tozsamosci:

aN(bVec)=(anb)V(aNc) oraz aV (bAc)=(aVb)A(aVc).

Definicja 1.16. Krate dystrybutywna z dopelnieniami nazywamy krata bo-
olowskq.



Rozdziat 2

Kraty modularne i rzutowe

Definicja 2.1. Moéwimy, ze krata L jest modularna, gdy dla dowolnych ele-
mentow z, a,b € L spelniony jest warunek:

jesi z<b, to xzV(aAb)=(zVa)Ab. (M)

Fakt 2.2. Krata dystrybutywna jest modularna. W szczegolnosci krata boolow-
ska jest tez modularna.

Moéwimy, ze krata L jest kratg rzutowq, gdy z doktadnoscia do izomorfizmu
jest krata podprzestrzeni pewnej przestrzeni rzutowej. Sprecyzujemy teraz po-
jecie przestrzeni rzutowe;.

Definicja 2.3. Niech S bedzie niepustym zbiorem i £ C 2°. Elementy zbioru
S nazywamy punktami, natomiast elementy zbioru £ nazywamy prostymi.
Strukture (S, £) nazywamy czesciowq przestrzenig prostych, gdy spetnione sg
warunki:

(i) £#0,

(ii) na kazdej prostej leza przynajmniej dwa punkty, tzn. jesli k& € L, to
[ k=2,

(iii) dwie rézne proste maja co najwyzej jeden punkt wspdlny, tzn. jesli
k’l,k’g € L oraz | ki1 N ko |> 2, to ki = ko.

Jezeli a,b € S sa takimi punktami, ze istnieje prosta k € £ na ktoérej one
leza, tzn. a,b € k woéwczas moéwimy krotko, ze punkty a, b sa wspotliniowe.
Jesli dodatkowo a # b, to prosta k jest wyznaczona jednoznacznie, wynika
to z warunku (iii) w 2.3 i oznaczamy ja ab. Dualnie, jesli k,l € L sa takimi
prostymi, ze istnieje ich punkt wspoélny a € S, tzn. a € kN[, to méwimy, ze
proste k,l przecinajg sie.

Definicja 2.4. Strukture (S, L) nazywamy przestrzenig prostych, gdy jest
czesciowq przestrzenig prostych oraz spetiony jest warunek:

7
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(iv) kazde dwa punkty sa wspoétliniowe, tzn. dla kazdych a,b € S istnieje
k € L takie, ze a,b € k.

Definicja 2.5. Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Jezeli prosta k € L przecina dwa boki trojkata w doktadnie dwodch roéznych
punktach, to przecina tez trzeci bok tego trojkata, gdzie trojkat rozumiemy
jako trzy parami rézne i parami przecinajace sie proste (rys.2.1)

/a \b RO

Rysunek 2.1: Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Definicja 2.6. Strukture P = (S, £) nazywamy przestrzeniq rzutowq, gdy:
(i) P jest przestrzenia prostych,

(ii) na kazdej prostej leza przynajmniej trzy rézne punkty,

(iii) B spelnia rzutowy warunek Veblena.

Teraz zajmiemy sie pewnym specyficznym, ale wygodnym przy rachunkach,
modelem przestrzeni rzutowej. Pokazemy kilka istotnych wtasnosci kraty jej
podprzestrzeni.

Niech F' bedzie, niekoniecznie przemiennym, ciatem i niech V' bedzie prze-
strzenia wektorowg nad F. Zakladamy, ze dim(V) = n < oo. Przez Sub(V)
oznaczamy rodzine wszystkich podprzestrzeni V', natomiast przez Suby (V)
oznaczamy rodzine wszystkich k& wymiarowych podprzestrzeni V. Dalej roz-
wazamy strukture L(V) = (Sub(V), C).

1° L(V) jest posetem.

Niech U, W, T € Sub(V). Z algebry wiemy, ze U C U, tzn. ze relacja C jest
zwrotna. Jesli U C W i W C U, to wiadomo, ze U = W, co oznacza, ze relacja
C jest antysymetryczna. Jesli U CW iW C T, to U C T, czyli relacja C jest
przechodnia. Tak wiec L(V') jest posetem. Poset L(V') nie jest tanicuchem, bo
na przyktad dla R, S € Sub; (V) takich, ze R # S mamy R ¢ S oraz S ¢ R.

2° Poset L(V) jest krata.
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Niech U, W &€ Sub(V). Przekrdj dwoch dowolnych zbioréw, w tym takze ilo-
czyn U N'W jest ograniczeniem dolnym U i W. Co wiecej, jest to najwieksze
sposréd ograniczen dolnych zbiorow U i W poniewaz jesli dowolny zbior T
jest ograniczeniem dolnym U i W, czyli gdy T C U i T" C W, to musi by¢
T CUNW. Zatem czes¢ wspolna dowolnych zbioréw jest ich kresem dolnym,
nie tylko w przypadku podprzestrzeni przestrzeni V. 7 kresem goérnym jest
juz troche gorzej. Rozwazmy sume algebraiczng

U+W=Au+w:uelUweW}.

Zauwazmy, ze U C U + W bo kazdy wektor v € U mozna przedstawi¢ jako
odpowiednig sume u + 0, gdzie 6 jest wektorem zerowym. Podobnie mamy
W C U + W. Zatem suma algebraiczna U + W jest ograniczeniem goérnym
podprzestrzeni U i W. Rozwazmy dowolna podprzestrzen T' € Sub(V), kto-
ra jest ograniczeniem géornym U i W, tzn., ze U C T oraz W C T'. Wezmy
dowolny wektor x € U + W, tzn. x = v+ w dla pewnych v € U i w € W.
Widzimy jednak, ze u,w € T z naszego zalozenia o T. Podprzestrzen prze-
strzeni wektorowej domknieta jest ze wzgledu na kombinacje liniowe wektorow
z niej wzietych. Tak wiec u +w € T, co z dowolnosci wyboru x oznacza, ze
U+W CT,atym samym U + W jest najmniejszym sposréd ograniczen
gornych U i W. WykazaliSmy, ze suma algebraiczna jest kresem gérnym w po-
secie L(V). W ten sposob poset L(V') jest krata. Na podstawie [6] wiemy, ze
ogoblnie relacja czesciowego porzadku jest wzjemnie definiowalna z operacjami
kresu dolnego i gornego. Mozemy zatem poset L(V') traktowaé jako algebre

L(V) = (Sub(V),N, +)
1 na odwrot.

3° Krata L(V) jest zupelna.

Uzasadniajac, ze poset L(V') jest krata wskazaliSmy binarny kres dolny i gorny.
Mozna jednak zauwazy¢, ze przekrdj zbiorow jest najwickszym z ograniczen
dolnych dla dowolnej, niekoniecznie skonczonej, rodziny zbioréw. Inaczej mo-
wigc, w posecie L(V) istnieje kres dolny dla dowolnej, nie tylko skorniczonej,
rodziny podprzestrzeni. Na mocy [6] to juz wystarczy by stwierdzi¢, ze L(V)
jest krata zupetna, tzn. krata w ktorej istnieja dowolne kresy dolne i gorne.

4° Krata L(V') jest modularna.
Niech U, W, T € Sub(V). Pokazemy, ze
jesi UCW, to U+(TnNW)=U+T)NW.

Zaktadamy wiec, ze U C W.
7 C " Wezmy ¢ € U+ (TN W). Jest on postaci x = y + z, gdzie
yelUzeTnNW.CzyliyeUzeT,ze W.Czy x € U+T? Tak, bo
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y € Uoraz z € T. Czy x € W? Skoro y € U oraz z zatozenia U C W, to
y € W. Wiemy, ze z € W. Tak wiec y + z € W, bo W jest podprzestrzenia
wektorowa. Zatem x € W. Ostatecznie € (U +T) N W.

"O7" Wezmy x € (U+T)NW. Stadx e U+T iz € W. Zatem z = y+ z,
gdzieye Uiz eT.Coyx € U+ (TNW)? Czy x = a+b, dla pewnych a € U
ibeTNW? Mozna wziag¢ a = y. Wystarczy pokazaé, ze z € T NW czyli,
ze z € W bo z € T juz mamy. Z rOwnania x = y + 2z mamy, ze 2 = T — .
Skoro x € W orazy € W (boy e Ui U C W), tox—y € W, bo W jest
podprzestrzeniag wektorowa. Zatem z € W. Czyli z € T'N W. Mozna wziac¢
b = z. Ostatecznie z € U + (TN W).

5° Krata L(V) jest atomistyczna.

Zerem kraty L(V') jest podprzestrzen zerowa © przestrzeni V', a atomami w
tej kracie sa jednowymiarowe podprzestrzenie. Niech U € Sub(V) takie, ze
U # O. Rozwazmy baze U tzn.

U= (uy,...,ug),
gdzie uy, ..., ur € V to wektory liniowo niezalezne i 1 < k. Mozna zapisaé
U= (u) + -+ (u),
gdzie (uq),. .., (ug) sa atomami w kracie L(V'). W ten sposéb dowolna, nieze-
rowa podprzestrzen V' mozna wyrazi¢ jako kres gorny atoméw.

6° Krata L(V) jest z dopemieniami.

Wiemy, ze krata L(V') jest ograniczona i jedynka tej kraty jest cata przestrzen
V. Niech U € Subg (V). Jedli k = n, tzn. U = V| to dopetnieniem U jest ©. Za-
tozmy, wiec ze k < n. Wezmy e; € V' \ U i oznaczmy U, := (U, e1) = U + (e1).
Wowczas dim(U;) = dim(U) + 1 = k + 1. Nastepnie bierzemy e, € V' \ U;
i oznaczamy Us := (Up,es) = Uy + (e2). Wtedy dim(Us) = dim(U;) + 1 =
dim(U) + 2 = k + 2. Powtarzajac te operacje n — k razy uzyskamy n — k

liniowo niezaleznych nad U wektorow ey, ..., e, . Inaczej mowiac wektory
e1,...,en_k stanowia rozszerzenie bazy U do bazy calej przestrzeni V. Pod-
przestrzen

W = <61, Cen 7€n7k>
jest dopetieniem U, gdyz UNW =© oraz U + W = V.

Wykazalidmy, ze L(V') jest krata zupeina, modularna, atomistyczna z do-
pelieniami. Z geometrii wiemy, ze struktura

P(V) = (Suby(V), Suby(V), C).

jest desarguesowska przestrzenia rzutows i ze prawdziwe jest twierdzenie od-
wrotne.
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Twierdzenie 2.7 (O reprezentacji dla przestrzeni rzutowych, Bennett [2]).
Jesl abstrakcyjna przestrzen rzutowa B jest desargquesowska, to istnieje nie-
koniecznie przemienne cialo F i przestrzen wektorowa V nad F taka, zZe P
jest izomorficzna z P(V').

Spelnianie aksjomatu Desargues’a zawigzane jest z wymiarem przestrzeni.

Twierdzenie 2.8 (Bennett [2]). Jesli wymiar abstrakcyjnej przestrzeni rzu-
towej P jest co nagmniej 3, to jest ona desarguesowska.

Jak wida¢, biorac za punkt wyjscia w swoich rozwazaniach na temat krat
rzutowych przestrzen wektorowa V' ograniczylismy sie do skonczenie wymiaro-
wych przestrzeni rzutowych desargueasowskich. Wymienione jednak wtasnosci
przyshuguja wszystkim kratom rzutowym o czym méwi [5].

Twierdzenie 2.9 (Frink [5]). Kazda krata rzutowa jest zupelna, atomistyczna,
modularna z dopelnientami.

Wspominane twierdzenie Desargues’a przenosi sie na jezyk teorii krat w
nastepujacy sposob.
p

ofop
=]
é‘

» C12

bo

Rysunek 2.2: Konfiguracja Desargues’a.

Definicja 2.10. Méwimy, ze krata L jest arguesowska, gdy dla dowolnych
atoméw p, ag, ay, as, by, by, be, co1, Co2, 12 € L zachodzi (rys. 2.2):
Jeéll C = Cp1 A (002 V 612), P = (CLO V bo) VAN (CLl V bl) A ((12 V b2)7 to
p < ((cVay) Nag) V ((cVby)Abp).
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Fakt 2.11 (Grétzer [6]). Krata podprzestrzeni przestrzeni rzutowej B jest
arguesowska wtedy i tylko wtedy, gdy B jest desarguesowska.

Z powyzszego faktu wynika, ze krata L(V') jest arguesowska. Do zbadania
pozostalta jeszcze jedna wlasnos¢ krat rzutowych, a mianowicie nierozkiadal-
no$¢ oraz twierdzenie odwrotne do 2.9.

Definicja 2.12 (Griétzer [6]). Niech Ly, Ly beda kratami. Na zbiorze Ly X Lo
wszystkich par uporzadkowanych (a,b), gdzie a € Ly,b € Ly definiujemy
operacje A oraz V po wspotrzednych, tzn.:

(a,b) A (e,d) = (aNec,bAd), (2.1)

(a,b) V (c,d) = (aVec,bVd). (2.2)

Tak okreslone operacje A i V sa odpowiednio kresem dolnym i gérnym na
zbiorze Ly X Lo. Produktem prostym krat Ly i Ls jest zbiér Ly X Lo wraz
z operacjami A i V jak wyzej. Krata L jest nierozkladalna, gdy nie da sie
roztozy¢ na produkt prosty krat.

7° Krata L(V) jest nierozktadalna.

Wiemy, ze L(V') jest krata rzutowa, tzn. krata podprzestrzeni przestrzeni
P(V). Kazda prosta U w P(V) jest dwuwymiarowa podprzestrzenia V', wiec
leza w niej co najmniej trzy parami rézne wektory, a mianowicie liniowo nieza-
lezne wektory bazowe, powiedzmy uy, uy oraz ich suma u; + us. Rzeczywiscie
nie moze by¢ uy +us = uq, bo wtedy us = 6 i analogicznie gdy uq +us = us, to
uy = 6. Nie moze tez by¢ uy; +uy = 0 bo wowczas wektory bazowe uy, us bytyby
liniowo zalezne. Mamy wiec na prostej U co najmniej trzy rézne punkty (uq),
<U2> 1 <U1 + U2>.

Przypusémy, ze L(V) = L; X Ly dla pewnych krat Ly i Ly czyli, ze L(V)
jest produktem prostym krat L; i Ls. Z punktu 3° wiemy, ze L(V) jest
zupetna. Mozemy zatem wyznaczy¢ kresy dolne [, [y wszystkich elementow
odpowiednio z Ly, Ly. Beda to elementy najmniejsze w tych kratach. Skoro
dimV =n < oo, to Ly, Ly posiadaja elementy bezposrednio nad [y, ls, a wiec
Ly, Ly posiadajg atomy. Zatem kazdy niezerowy element z L, Ly jest porow-
nywalny z jakims atomem odpowiednio z Ly, Lo, co na mocy 1.7 daje, ze L, Ly
sa atomowe. Niech = bedzie atomem w L; i y atomem w Ly. Elementem naj-
mniejszym w L(V) jest (0,0) tzn. para zer z Ly i Ly. Mamy, ze (0,0) < (x,0)
oraz (0,0) < (0,y). Jak wiemy, atomy w kracie L(V') sa punktami w przestrze-
ni rzutowej P(V'). Kresowi gérnemu dwoch atoméw w kracie L(V') odpowiada
prosta w przestrzeni rzutowej. Zatem przez punkty (z,0) i (0,y) przechodzi
doktadnie jedna prosta. Jest ona postaci

(z,0) vV (0,y) = (z,y).



KRATY POLMODULARNE W GEOMETRII 13

Kiedy punkt (a,b) lezy na prostej (z,y)? To znaczy, kiedy (a,b) < (x,y)? Dla
atoméw z,y jest tylko (z,0) < (z,y) oraz (0,y) < (z,y).

(z,9)

(0,0)
Rysunek 2.3

Tak wiec, gdy krata da si¢ roztozy¢ na produkt prosty krat, to proste w odpo-
wiadajacej jej przestrzeni rzutowej moga by¢ dwupunktowe. Nasza krata L(V)
nie jest wiec rozktadalna. Stad tez przymiotnik nierozkiadalna w okresleniu
przestrzeni rzutowej, ktéry méwi ze proste w niej sa co najmniej trzypunktowe.

Na zakonczenie zacytujemy twierdzenie odwrotne do 2.9 charakteryzujace
kraty rzutowe.

Twierdzenie 2.13 (Frink [5]). Kazdg krate modularng z dopetnieniami moz-
na w jednoznaczny sposob zanurzyé w kracie podprzestrzeni produktu proste-
go plaszczyzn rzutowych i nierozkladalnych przestrzeni rzutowych wymiaru co
naymnie] 3.

Whiosek 2.14. Kazdg nierozktadalng krate modularng z dopetnieniami moz-

na w jednoznaczny sposob zanurzyc w kracie rzutowe;.

Nie kazda krata modularna z dopetnieniami jest atomistyczna. Taka nie-
atomistyczna krata nigdy nie moze by¢ kratg rzutowa. Dlatego wyjsciowa krate
modularng z dopetnieniami zanurza sie w kracie jej filtrow, ktora jest zawsze
zupelna, atomistyczna, modularna z dopetnieniami (por. [5]).

Whniosek 2.15. Atomistyczna i nierozkladalna krata modularna z dopetnie-
niams jest kratg rzutowq.

Kraty modularne skonczonej wysokosci sg atomistyczne.

Whniosek 2.16. Nierozkladalna krata modularna skoniczonej wysokosci z do-
petnieniami jest kratq rzutowgq.



Rozdzialt 3

Kraty pélmodularne

3.1 M-symetria

Definicja 3.1. Uporzadkowana pare elementéow (a,b) w kracie L nazywa si¢
parg modularng, co zapisuje sie a M b, gdy spetniony jest warunek:

jeSi zeL i x<b, to zV(aAb)=(xVa)Ab (3.1)

Definicja 3.2. Krate L, w ktorej relacja M jest symetryczna, czyli M spelnia
warunek:
jesli a,be L 1 aMb, to bMa (Ms)

nazywamy krata M-symetryczng.

Definicja 3.3. Para elementéw (a,b) w kracie L nie jest parg modularng, co
zapisuje sie a M b, gdy

istnicje x € L taki,ze z<b i zV(aAb)# (xVa)Ab.

Definicja 3.4. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Relacje R C X x X
nazywamy totalng na X, gdy dla kazdych z,y € X mamy = R y.

Twierdzenie 3.5. Jesli krata spetnia (M), to spelnia réwniez (Ms).

DowOD. Dowiedziemy nawet wiecej. Pokazemy, ze relacja M w kracie modu-
larnej L jest totalna (czyli dla kazdych a,b € L mamy a M b). Procz zalozenia
o modularnosci L nie bedziemy zaktadaé poprzednika w (Ms).

Niech L spelia (M). Zatem dla dowolnych a, b,z € L takich, ze x < b mamy

zV (aAb)=(xVa)Ab. (3.2)

Stad oraz z 3.1 mamy a M b. Z dowolnosci a,b € L oraz z 3.4 wynika, ze M
jest totalna w L. W szczegolnosci M jest symetryczna w L. O]

14
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Definicja 3.6. Niech L bedzie kratg z 0. Krata L jest My-symetryczna, gdy
spetniony jest warunek:

jeSi aMb i aAb=0, to bMa. (Ms0)
Twierdzenie 3.7. Jesli krata spetnia (Ms), to spelnia réwniez (Ms0).

DowoOD. Niech L bedzie krata spetniajaca (Ms). Gdy L nie jest ograniczona
z dotu, to warunek (Ms0) jest trywialnie prawdziwy i prawdziwe zatem jest
nasze twierdzenie. Gdy natomiast L jest ograniczona z dotu, to wezmy a,b € L
takie, ze a M biaAb=0.Stad i z (Ms) mamy b M a. Zatem z 3.6 mamy, ze
L spelia (Ms0). O

Lemat 3.8. W kracie L dla a,b € L takich, ze a < b mamy a M b orazb M a.
DowoOD. Niech a,b € L beda takie, ze

a<b. (3.3)
Pokazemy, ze a M b. Wezmy x € L taki, ze

r < b (3.4)

Z (3.3) mamy a A b = a, co daje x V (a Ab) = x V a. Ponadto z (3.3) i (3.4)
mamy z V a < b. Zatem x V a = (x V a) A b. Ostatecznie

zV(aAb)=zVa=(xVa)Ab,

co na mocy 3.1 daje a M b.
Pokazemy teraz, ze b M a. Wezmy x € L taki, ze

r < a. (3.5)

Z (3.3) mamy bAa = a, codajexV (bAa) =xVa.Z (3.5) mamy xVa=a.Z
(3.3) mamy a = bAa. Ponadto z (3.3) i (3.5) mamy z < b. Tak wiec b =z Vb,
a zatem b A a = (z V b) A a. Ostatecznie

zV(bANa)=(xVb) Aa,
co na mocy 3.1 daje b M a. ]

Przyktad 3.9. Krata spelniajaca (Ms0) i nie spelniajaca (Ms).
Przyktad takiej kraty jest na rysunku 3.1.
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. b,

0
Rysunek 3.1

Lancuch {ay, as,as, ...} oraz {b1, by, bs, ... } jest izomorficzny z tancuchem
{1, %, %, ... } z naturalnym porzadkiem <.

Warunek (Ms0) jest trywialnie spelniony. Dla par elementéw, z ktérych
przynajmniej jeden jest 0, mamy ich poréwnywalnos¢. Zatem z 3.8 mamy obie
symetryczne pary modularne i (Ms0) speliony. Dla par elementéw, ktorych
kres dolny jest rézny od 0 mamy falszywy poprzednik implikacji w (Ms0).
Zatem dla takich par zachodzi warunek (Ms0). Wezmy teraz pary elementéw
z kraty takie, ktore maja kres dolny 0, czyli a; A\b; = a;Ac = a;Ad = a;Ne = 0
lub symetrycznie bj Aa; = cAa;, = dNa; = eNa; =0, gdzie i, j € N (wiemy, ze
operacja A jest symetryczna). Rozwazmy pare a;, b; dla dowolnych ¢, j € N. Ze
wzgledu na nieskonczonosé tanicucha [0, b;] zawsze mozemy wziaé taki x < b;,
ze x # 0. Wowczas

ill'\/(CLi/\bj):$V0:$§£bj:1/\bj:<l'\/ai>/\bj,

co zgodnie z 3.3 daje a; M b;. Analogiczne rozumowanie mozna przepro-
wadzi¢ dla kazdej z wyzej wymienionych par. Zatem podsumowujac mamy
a; M b;,a; M ¢,a; M d,a; M e oraz b; M a;,c M a;,d M a;,e M a;. A wiec
warunek (Ms0) jest spelniony, bo poprzednik implikacji w (Ms0) jest fatszywy
dla kazdej pary elementéw o kresie dolnym 0. Podsumowujac, poprzednik im-
plikacji w warunku (Ms0) jest zawsze falszywy dla dowolnej pary elementéw
z L. Zatem L speia trywialnie (Ms0).

Natomiast warunek (Ms) nie jest spelniony. Rozwazmy bowiem ¢,d € L.
Pokazemy, ze d M c. Wezmy = < c.
1° Gdy = = ¢, wtedy

xV({dANc)=cV(dNc)=cVb=c=1Nc=(cVd)ANc=(xVd) Aec.
2° Gdy = = b; lub z = 0, wtedy

xV({dNc)=azVb =b=dANc=(xVd) Ac.
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7 1°,2°1 3.1 mamy d M c. Jesli natomiast zauwazymy, ze e < d oraz
eV(chd)=eVb=e#d=1Nd=(eVc)Nd,

to z 3.3 dostajemy ¢ M d. Zatem L nie spelnia warunku (Ms).
Zauwazmy, ze zbiér {by,e,d, 1, c} jest podkrata izomorficzna z krata pie-
ciokata. O]

Definicja 3.10. Niech L bedzie kratg z 0. Mowimy, ze L spelia warunek
atomowego pokrywania (ang. atomic covering property), gdy dla dowolnego
atomu p € L i dowolnego a € L:

jeSli aAp=0, to a<aVp. (C)
Lemat 3.11. W kracie L, jesli a € L oraz p jest atomem w L, to a M p.

DowODp. Wezmy z € L taki, ze x < p. Zatem z = p lub x = 0.
1° Gdy x = p, wtedy

zV(anp)=pV(aAp)=p=(pVa)Ap=(zVa)Ap.
2° Gdy = = 0, wtedy
zV(aAp)=0V(aAp)=aAp=(0Va)Ap=(xVa)Ap.
7 1°, 2° oraz 3.1 mamy, ze a M p. l
Twierdzenie 3.12. Jesli krata spetnia (Ms0), to spefnia réwniez (C).

DowoOD. Niech L bedzie kratg spetniajaca (Ms0). Gdy L nie jest ograniczona
z dotu, to warunek (C) jest trywialnie prawdziwy i prawdziwe zatem jest nasze
twierdzenie. Gdy natomiast L jest ograniczona z dotu, to wezmy takie a,p € L,
ze p jest atomem oraz a A p = 0. Pokazemy, ze a < a V p czyli, ze L spetnia
warunek (C).

Przypusémy, ze a 4 a V p. Musi zatem istnie¢ taki y, ze

a<y<aVp, (3.6)

boa <aVp.
Gdyby p < y, wtedy z pierwszej nieréwnosci w (3.6) mamy pVa < yVp =y,
co jest sprzeczne z druga nieréwnoscia w (3.6). Zatem p £ y. Stad i z faktu,
ze p jest atomem mamy

yAp=0. (3.7)

Skoro p jest atomem, to z 3.11 mamy

y Mp. (3.8)
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Z (3.7) mamy
aV(pAy)=a. (3.9)

Ponadto z drugiej nier6wnosci w (3.6) mamy (a V p) Ay =y. Stad i z (3.9) i
z pierwszej nieréwnosci w (3.6) mamy a V (p Ay) # (a V p) Ay. Skoro tak, to
z pierwszej nieréwnosci w (3.6) i z 3.3 mamy

pMy.

Stad oraz z (3.7), (3.8) i 3.6 mamy, ze L nie spetia (Ms0). Sprzecznosé¢ z
zatozeniem, ze L spelia (Ms0). Tak wigc przypuszczenie a 4 a V p bylo
falszywe. Zatem a < a V p i L spehia (C). O

3.2 Warunek Mac Lane’a

Niektorzy autorzy uzywaja pojecia kraty potmodularnej postugujac sie wa-
runkiem Mac Lane’a.

Definicja 3.13. Krata L spelia pierwszy warunek Mac Lane’a wttw., gdy
dla dowolnych elementow a, b, ¢ € L spekiony jest warunek:

jesli bAc<a<c<bVa,
to istnieje t € L taki,ze bAc<t<b i (aVit)Ac=a. (Macl)

Wezmy w (Macl) ¢t = b. Wtedy dostajemy (a V b) A ¢, co na mocy trzeciej
nieréwnosci w zatozeniu (Macl) daje ¢. Ale z drugiej nieréwnosci w zalozeniu
(Macl) mamy, ze ¢ # a. Zatem dla t = b teza w (Macl) nigdy nie moze zajsé,
czyli < mozna zastapié¢ przez < .

Definicja 3.14. Krata L spehlia drugi warunek Mac Lane’a wttw., gdy dla
dowolnych elementow a, b, ¢ € L spetniony jest warunek:

jesli bAc<a<cec<bVe,
to istnieje t € L taki,ze bAc<t<b i (aVt)Ac=a. (Mac)

bVe

Rysunek 3.2: Warunek Mac Lane’a.
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Twierdzenie 3.15. Krata spelnia (Macl) wttw., gdy spetnia (Mac).

DowOD. "<” Niech L bedzie krata speliajaca (Mac). Wezmy a,b,c € L
takie, ze
bAc<a<c<bVa. (3.10)

Ze érodkowej nieréwnosci w (3.10) mamy, ze bV a < bV c. Stad i z (3.10)
mamy poprzednik w (Mac). Zatem z zatozenia, ze L spelia (Mac) mamy teze
w (Mac), ktéra jest jednoczesnie teza w (Macl).

”=" Niech teraz L spelnia (Macl). Wezmy a, b, ¢ € L takie, ze

bANc<a<c<bVe (3.11)

Gdy bVe=0bVa, to z (3.11) mamy poprzednik implikacji w (Macl). Zatem z
zatozenia, ze L spelia (Macl) mamy teze w (Macl), ktéra jest jednoczesnie
teza w (Mac).

Rozwazmy zatem sytuacje, gdy

bVec#DbVa. (3.12)
Przypusémy, ze ¢ < bV a. Stad i z b < bV a mamy, ze
bve<bVa. (3.13)

Ze $rodkowej nieréwnosci w (3.11) mamy bV a < bV c. Stad i z (3.13) mamy,
ze bV ¢ = bV a. Sprzecznosé z (3.12). Przypuszcezenie ¢ < ¢ V a byto bledne,
mamy wiec ¢ £ bV a. Przypusémy, ze bV a < ¢. Wtedy b < ¢, wiec bV ¢ = c.
Sprzeczno$¢ z ostatnia nieréwnoscia w (3.11). Zatem bV a £ c. Ostatecznie
elementy b V a oraz c sg nieporéwnywalne. Oznaczmy ich kres dolny ¢; =
(bVa)Aec.
1° Gdy ¢; = a, to w (Mac) biorac ¢t = b mamy teze w (Mac).
2° Gdy ¢1 # a, to z ¢; < ¢ oraz z pierwszej nier6wnosci w (3.11) mamy
bAci <bAc<a. Zatem

bAc <a. (3.14)

Z a < bV a oraz z drugiej nier6wnosci w (3.11) mamy a < ¢;. Stad i z uwagi
na zatozenie ¢; # a mamy
a<c. (3.15)

Wiemy, ze ¢; < bV a. Gdyby ¢; = bV a, to wtedy bV a < ¢. Zatem b < ¢, co
pociaga ¢ = bV c. Sprzecznos¢ z trzecia nieréwnoscig w (3.11). Przypuszczenie
c1 = bV a bylo btedne, co z uwagi na ¢; < bV a daje

g <bVa. (3.16)
Ostatecznie z (3.14), (3.15) oraz (3.16) mamy nieréwnosé

bAcp <a<c <bVa,
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ktéra wezmiemy jako poprzednik implikacji w (Macl). Zatem z (Macl) istnieje
tl taki, ze
bAc; <ty <b (317)

oraz
(aVit) A =a. (3.18)

Z drugiej nieréwnosci w (3.17) mamy (a Vt1) Ac < (aV b) Ac = ¢;. Stad
(aVti)Ne= ((aVit) Ac) Acy. Zatem z tacznosci A 1z uwagi na ¢; < ¢ mamy
(aVti))Ne=(aVit)) Acp. Stad iz (3.18) mamy (aVt1) Ac = a. Biorac t = t;
mamy, ze L spelia (Mac). O

W dalszej czesci pracy, jesli nie jest powiedziane inaczej, to przez warunek
Mac Lane’a bedziemy rozumie¢ drugi warunek Mac Lane’a.

Twierdzenie 3.16. Jesli krata spelnia (M), to spelnia réwniez (Mac).
DowoOD. Niech L bedzie krata spelniajaca (M). Wezmy a, b, ¢ € L takie, ze
bAc<a<c<bVe. (3.19)

Pokazemy, ze istnieje t € L takie, ze bAc <t < boraz (aVt)Ac=a. Wezmy
t :=b. Sprawdzimy, czy spetniona jest nieréwnos¢

bAc<b<b. (3.20)

Wystarczy sprawdzi¢ pierwsza nieréwnosé w (3.20). Wiemy, ze zawsze bAc < b.
Przypusémy, ze bAc =b. Wtedy ¢ = bV c. Sprzecznosé z trzecig nierownoscig
w (3.19). Zatem przypuszczenie b A ¢ = b byto bledne, co z uwagi na bAc < b
daje b A ¢ < b. Zatem mamy (3.20). Sprawdzimy teraz, czy spelnione jest
roOwnanie

(@aVb)Ae=a. (3.21)
Z drugiej nieréwnosci w (3.19) mamy a < c¢. Stad i z (M) mamy
(aVb)ANc=aV (bAec). (3.22)

Z pierwszej nieréwnosci w (3.19) mamy, ze a V (b A ¢) = a. Stad i z (3.22)
otrzymujemy (3.21). Zatem L spetnia (Mac). O

Przyktad 3.17. Krata spelniajaca (Mac) i nie spetniajaca (Ms), (Ms0).
Przyktad takiej kraty jest na rysunku 3.3.
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C1

Rysunek 3.3

Lancuch {ay,as,as,...} oraz {by, by, bs, ...} oraz {ci,co,c3,...} jest izo-
morficzny z taficuchem {1, 3, %, ... } z odwr6conym porzadkiem <.

Wezmy a; A biym < b < bivm < a; V bjym, gdzie m > 2, jako poprzednik
implikacji w (Mac). Aby spemhié (Mac) wystarczy wzia¢ ¢ = a;, bo wtedy
a; N biym < a; < a; oraz (bg V a;) A bitm = ag A biym = bg.

Dla a; A Ciym < ¢k < Cizm < @; V Ciym, gdzie m > 2, wystarczy wzia¢ t = a;.
Podobnie dla a; A ¢ < ¢, < ¢ < a; V ¢ wystarczy wziaé t = a;.

Dla b; A ¢iym < Cp < Cizm < b; V Ciom, gdzie m > 2, wystarczy wzia¢ t = b;.
Podobnie dla b; A ¢ < ¢ < ¢ < b; V ¢ wystarczy wziaé t = b;.

Dla ciym Na; < b; < a; < Ciym V a;, gdzie m > 1, wystarczy wziaé t = ¢; .
Natomiast dla c A a; < b; < a; < ¢V a; mozna wziaé tylko t = ¢; 1., < ¢, gdzie
m > 1. Zatem L spelia (Mac).

Czy a3 M ¢? Wezmy x € L taki, ze x < c.
1° Gdy x = ¢, wtedy

zV(agANc)=cV(agNc)=c=(cVa))Nc=(xVa)Ac.
2° Gdy = = ¢; < ¢, wtedy
cV(agNe)=cgVe=c=a;Nc=(¢;Va)Ac.
7 1°, 2° oraz 3.1 mamy a; M c. Skoro b; < a; oraz
biV(cAha) =0 Ve =b#ar=aNa; = (b1 Vec)Aa,

to z 3.3 mamy ¢ M a;. Zatem z 3.2 mamy, ze (Ms) nie zachodzi. Skoro a; M ¢

oraz a; A ¢ = 0 oraz ¢ M aj, to z 3.6 mamy, ze L nie spelia (Ms0).
Zauwazmy, ze zbiér {cy, ¢, a, a1, b} jest podkrata izomorficzng z krata pie-

ciokata. O]

Skoro (Ms) nie implikuje (Mac) oraz (Ms) implikuje (Ms0), to tym bardziej
(Ms0) nie implikuje (Mac). Mimo to podamy
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Przyktad 3.18. Krata spelniajaca (Ms0) i nie spelniajaca (Mac).

Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.1 str. 16. Z 3.9 wiemy, ze L spetnia
(Ms0). Wezmy ¢ Ad < e < d < ¢V d jako poprzednik implikacji w (Mac).
Wtedy kazde t € L takie, ze ¢ A d <t < c jest postaci t = ¢, bo tylko takie ¢
mozemy wzia¢. Mamy réwniez (e V ¢) Ad = d # e, co na mocy 3.14 daje, ze
L nie spelnia (Mac). O

Dla kraty L, méwimy, ze a,b € L tworzg pare modularng a M b w odcinku
[c,d] C L, gdy spetiony jest warunek:

jesSli x€e,dl 1 x<b, to zV(aAb)=(xVa)Ab.

Lemat 3.19. Niech L bedzie kratq. Jesli a,b € [c,d] € L oraza M b w odcinku
[c,d], to a M b w calej kracie L.

DowOp. Zaltézmy, ze a,b € [c,d] C L oraz a M b w odcinku [c, d]. WeZmy
x € L taki, ze © < b. Skoro b € [¢,d], to ¢ < b. Zatem z V ¢ < b. Stad
c<xVe<b<d awiec x Ve € ¢, d]. Z zatozenia, ze a M b w odcinku [c, d]
oraz z nieréwnosci x V ¢ < b mamy

(xVe)V(anb)=((xVe)Va)ANb=(xVeVa)Ab. (3.23)
Lewa strona tej réwnosci:
(xVe)V(anb)=xV[cV(aAb)]=zV(aADb). (3.24)

Pierwsza réwnosé mamy z tacznosci operacji V. Z 1.13 mamy, ze odcinek [c, d]
jest podkrata. Skoro tak oraz a,b € [c, d], to ¢ < aAb. Zatem cV (aAb) = aAb.
Stad mamy druga rownosé¢ w (3.24).

Prawa strona réownosci (3.23):

(xVevVa)ANb=(zxVa)Ab. (3.25)

Tutaj réwnosé wynika z faktu, ze ¢ < a. Ostatecznie z (3.23), (3.24) oraz
(3.25) mamy z V (a Ab) = (x V a) A b, co z uwagi na zalozenie L > x < b daje
a M b w catej kracie L. O

Przyktad 3.20. Krata spelniajaca (Ms) i nie spetniajaca (Mac).
Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.4.



KRATY POLMODULARNE W GEOMETRII 23

by

a
a2

as e

b
Rysunek 3.4

Lancuch {ay,as,as,...} oraz {by, by, bs, ...} oraz {ci,co,cs,...} jest izo-
morficzny z tancuchem {1, %, %, ... } z naturalnym porzadkiem <.

Element b jest jedynym atomem. W kracie tej, dla dowolnych i,k € N
mamy a; Ac, = a. Warunek (Mac) nie zachodzi. Wystarczy wzia¢ a; Ac; < b <
c1 < ay V ¢; jako poprzednik implikacji w (Mac). Wtedy kazde t € L takie, ze
a;Aep <t < ap jest postaci t = a;. Mamy réwniez (bVa;)Acy = b;Acy = ¢; # b,
co na mocy 3.14 daje, ze nasza krata nie spelnia (Mac).

Pokazemy, ze L spelia warunek (Ms). Z 3.8 mamy, ze dlai > joraz k > j
spetnione jest a; M b; oraz b; M a; oraz b; M ¢, oraz ¢, M b;. Ponadto, dla
kazdego x € L zachodzi a < x, a wiec z 3.8 mamy a M z oraz x M a. Podobnie
b<bjdlajeN, wiec b M b;ib; M b Wiemy, ze dla j > k mamy b; £ ¢
oraz ¢ & b;.

Czy dla j > k mamy b; M ¢, w odcinku [¢;, by]? Wezmy z € [cj, by] takie,
ze v < ¢ Wtedy o =¢,,, < ¢, dlaj > m > k oraz

Cm V (b Ack) = m V ¢ = Cm = by A ¢, = (¢ V b)) A ¢y

Tak wiec z 3.1 mamy b; M ¢ dla j > k w odcinku [c;, b]. Zatem z 3.19 mamy
bjMc¢gdlaj>kwL.

Czy dla j > k mamy ¢, M b; w odcinku [¢;, by]? Wezmy z € [c;, by] takie,
ze v < bj. Wtedy = = b; albo z = ¢;.
1° Gdy = = b;, wtedy

zV (e ANbj) =b; V(e Nbj) =bj = (b; Veg) Nbj = (xVep) Aby.
2° Gdy x = ¢j, wtedy
Cj\/(Ck/\bj):Cj\/Cj:Cj:Ck/\bj:(Cj\/Ck)/\bj.

Tak wigc z 1°, 2° 1 3.1 mamy ¢, M b; dla 7 > k w odcinku [¢;, by]. Zatem z
3.19 mamy ¢, M b; dla j >k w L.
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Ostatecznie, dla dowolnych j, k& € N mamy b; M ¢, oraz ¢ M b; w L.
Analogicznie, dla dowolnych ¢, 7 € N mamy a; M b; oraz b; M a; w L. Wiemy,
ze dla dowolnych i, k € N mamy a; £ ¢ oraz ¢ £ a;.

Czy dla ¢ > k mamy a; M ¢,? Wezmy x € L takie, ze v = ¢, < ¢ dla
m > 1, wtedy

cmV(a;Ney) =cmNVa=cp#c=bNcg= (¢ Va;) A cy,

co na mocy 3.3 daje a; M ¢, dla i > k. Analogicznie mamy ¢, M a; dla k > i.
Czy dla k > i mamy a; M ¢,? Wezmy x € L takie, ze x = ¢, < ¢ dla
m > k, wtedy

Cm V(aiNeg) =cpVa=cy#cp=bNcg=(cnVa)Ac,

co na mocy 3.3 daje a; M ¢ dla k > . Analogicznie mamy ¢y, Ma; dlai > k.
Ostatecznie dla dowolnych i,k € N mamy a; M ¢; oraz ¢, M a;.

Czy a; M b? Wezmy x € L takie, ze x < b.
1° Gdy = = b, wtedy

xV(a; ANb)=bV (a; Nb)=bVa=b=bANb=(bVa;) \Nb=(zVa;)AD.
2° Gdy x = a, wtedy
zV(a; ANb)=aV(a; Nb)=aVa=a=a; Nb=(aVa)Nb=(xVa;)AND.

Zatem z 1°, 2° 1 3.1 mamy a; M b.
Czy b M a;? Wezmy x € L takie, ze x < a;.
1° Gdy =z = a,, < a; dla m > i, wtedy

am V (DA a;) = ap Va=ay, =bnAa; = (an, VDb)Aa;.
2° Gdy x = a < a;, wtedy
aV(bANa)=aVa=a=bAa;=(aVb)Aa.

Zatem z 1°, 2° 1 3.1 mamy b M a;.

Zbadalismy wszystkie mozliwe pary elementéow z L i mozemy stwierdzic,
ze L spelnia warunek (Ms).

Zauwazmy, ze zbiér {a, b, c1, by, a1} jest podkraty izomorficzng z krata pie-
ciokata. O

Stwierdzenie 3.21. Z przykladow 3.17 i 3.20 wynika, Ze warunki (Mac) 1
(Ms) sq od siebie niezalezne.
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3.3 Warunki pokrywania

Definicja 3.22. Krata L jest pétmodularna z gory (ang. upper covering con-
dition), gdy dla dowolnych elementéw a, b, c € L spetniony jest warunek:

jesli a<b, to avec=xbVe (UCQ)
Krate, ktora jest potmodularna z gory bedziemy nazywacé pdétmodularng.

Definicja 3.23. Krata L jest pdimodularna z dotu (ang. lower covering con-
dition), gdy dla dowolnych elementéw a, b, ¢ € L speliony jest warunek:

jeSi a<b, to aNc=<bAc. (LCC)

Twierdzenie 3.24. Jesli H jest wypuklq podkrate kraty potmodularnej L, to
H jest potmodularna.

DowoOD. Niech L bedzie krata speliajaca (UCC) oraz H jej wypukla pod-
krata. Wezmy a, b, c € H takie, ze a < b w H. Mamy pokaza¢, ze aVec < bVe.
Jesli a < bw L, to z pétmodularnosci L mamy a Ve =<bV c.

Jesli a £ bw L, to z zalozenia, ze a < b w H mamy, ze istnieje x € L taki, ze
a < x <b. Ale z wypuktosci H mamy =z € H. Czyli a £ b w H. Sprzecznos¢
z zatozeniem, ze a < b w H. Zatem a < b w L i z pétmodularnosci L mamy
aVec=bVe. O

Twierdzenie 3.25. Krata L jest pélmodularna (ang. semimodular) wttw.,
gdy dla dowolnych elementow a,b € L:

jesli aANb=<b, to a=<aVb. (Sm)

DowOD. =" Niech L bedzie krata pétmodularna, czyli spelniajaca (UCC).
WeZmy a,b € L takie, ze a Ab < b. Za ¢ w (UCC) podstawmy a, wtedy

(anb)Va=<aVb.

Tak wiec z pochtaniania mamy a < a V b. Przypuéémy, ze a = a V b. Wtedy
b < a, co daje a Ab = b. Sprzecznos¢ z zalozeniem a A b < b. Przypuszczenie
a = aV b bylo btedne i z uwagi na a < a Vb zostaje a < aVb. Zatem L spetnia
(Sm).

7<" Niech teraz krata L spelia (Sm). Wezmy a, b, ¢ € L takie, ze

a < b. (3.26)

Skoro tak oraz a < a V¢, to a < (aVe) Ab. Wiemy, ze (aVe) Ab < b.
Podsumowujac, mamy
a<(aVe)ANb<b,
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a wiec sa dwa mozliwe przypadki:

a, gdy bLaVe,
b, gdy b<aVec

(aVe)Nb= {

W pierwszym z nich na podstawie (3.26) mamy (aV ¢) Ab < b. Stad i z (Sm)
mamy

aVe<(aVe)Vb=aVbVc=bVec. (3.27)

Ostatnia réwnoé$¢ wynika z zatozenia a < b.
W drugim przypadku mamy b < a V c. Zatem

bVe<aVec,
ale jednoczesnie z (3.26) mamy
aVe<bVe,
tak wiec
aVe=bVe. (3.28)

Ostatecznie z (3.27) i (3.28) otrzymujemy a V ¢ =< bV c¢. Zatem L spelnia
(UCC). O

Twierdzenie 3.26. Jesli krata spelnia (Mac), to spetnia réwniez (Sm).

DowOD. Niech L bedzie krata spelniajaca (Mac) i nie spetniajaca (Sm). Skoro
L nie spelnia (Sm), to istnieja a,b € L takie, ze

aANb=<a (3.29)
oraz b £ a V b. Stad i z faktu, ze b < a V b mamy, ze istnieje ¢ € L taki, ze
b<c<aVhb. (3.30)

Wiemy, ze zawsze a Ab < b. Przypus¢my, ze a Ab = b. Wtedy mamy aVb = a.
Stad i z drugiej nieréwnosci w (3.30) mamy

c < a. (3.31)

Z a Nb < b oraz z pierwszej nieréwnosci w (3.30) mamy a A b < c¢. Stad i z
(3.31) mamy aAb < ¢ < a, co daje sprzecznosé z (3.29). Zatem przypuszczenie
a A b = b bylo btedne, co z uwagi na a A b < b daje

anb<b. (3.32)
Skoro w (3.30) mamy b < ¢, to

aVb<aVec. (3.33)
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Z drugiej nier6wnosci w (3.30) oraz faktu, ze a < a Vb mamy, ze aVc < a Vb.
Stad i z (3.33) mamy
aVe=aVhb. (3.34)

Skoro w (3.30) mamy b < ¢, to
aNb<aAlc. (3.35)
Przypusémy, ze a AN b < a A c. Zatem
aANb<aAlc<a.

Stad oraz z (3.29) mamy a A ¢ = a. Zatem a V¢ = c. Stad i z (3.34) mamy a V
b = ¢, co jest sprzeczne z druga nieréwnoscia w (3.30). Zatem przypuszczenie
a Ab < a A c bylo bledne, co z uwagi na (3.35) daje

aNc=aAlb. (3.36)

Z (3.32) 1 (3.30) mamy aAb < b < c<aVb. Stad oraz z (3.34) i (3.36) mamy
nieréwnos¢é

aNc<b<c<aVec,
ktéra moge wziaé jako poprzednik implikacji w warunku (Mac). Z (3.36) i
(3.29) mamy a A ¢ < a. Stad mamy, ze t € L, ktére spetnia nieréwnosé
a N c<t< amoze by¢ tylko postaci t = a. Ponadto z drugiej nieréwnosci w
(3.30) mamy (bV a) A c = ¢, cozuwagi na b < c z (3.30), daje

(bVva)Ac#b.

Zatem z 3.14 mamy, ze L nie spelia (Mac). Sprzecznosé z zatozeniem, ze L
spetnia (Mac). Zatem L spetnia (Sm). O

Stwierdzenie 3.27. Warunki (Ms0) oraz (Sm) sq od siebie niezalezne.

DowOD. Przyklad kraty L, ktéra spetnia (Ms0) i nie spelnia (Sm) jest na
rysunku 3.1 str. 16. Z 3.9 wiemy, ze L spetnia (Ms0). Skoro ¢ A e < ¢ oraz
e A ¢V e, to L nie spelia (Sm) (por. 3.25).

Gdyby (Sm) implikowal (Ms0), to z uwagi na to, ze (Mac) implikuje (Sm)
(por. 3.26) mieliby$my (Mac) implikuje (Ms0). Sprzecznosé z 3.17. Zatem (Sm)
nie implikuje (Ms0). O

Przyktad 3.28. Krata spetiajaca (Sm) i nie speliajaca (Mac).
Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.5
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C
ay b1
a2 by
ase *b3
d
Rysunek 3.5

bLancuch {ay, as, as, ...} oraz {by, by, bs, ...} jest izomorficzny z tancuchem
{1, %, %, ... } z naturalnym porzadkiem <.

Dla dowolnych ¢,j € N mamy a; A b; = d £ a;,b;. Zatem dla a;,b; po-
przednik implikacji w (Sm) jest falszywy, co daje prawdziwos$¢ warunku (Sm).
Dla ¢ > 1 oraz j > 1 mamy a; A ¢ = a; £ a;,c oraz bj A\ c = b; £ b;,c. Zatem
dla a;, ¢ oraz b;, c mamy (Sm).

Dla a;,c mamy a; A ¢ < ¢ oraz a; < ay V ¢, wiec zachodzi (Sm).

Dla by, ¢ mamy by A ¢ < c oraz by < by V ¢, wiec zachodzi (Sm).

Dla dowolnych ¢, 7 € Nmamy a, Ad =d £ a;,d oraz b; N\d = d £ b;,d. Zatem
dla a;, d oraz b;, d zachodzi (Sm). Ostatecznie L spetnia (Sm).

WeZmy a; A by < by < by < ay V by jako poprzednik implikacji w (Mac).
Wtedy kazde t € L takie, ze a; A by < t < a; jest postaci t = a;. Mamy
(by V a;) Nby = ¢ Aby = by # by, co na mocy 3.14 daje, ze nasza krata nie
spetnia (Mac).

Zauwazmy, ze zbiér {d, by, c,ay, as} jest podkrata izomorficzna z kratg pie-
ciokata. O

Lemat 3.29. Niech a,b bedg elementami dowolnej kraty L.
Jesli anb=<a, to bMa.
DowOD. Niech a,b € L takie, ze a A b < a.
aVb

= alb

Rysunek 3.6
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Czy b M a? Czyli réwnowaznie, czy dla x € L speliony jest warunek:
jesli z<a, to zV(bAa)=(xVb) Aa. (3.37)

Dla x = a mamy a V (bAa) =a = (aVb) Aa, co koiczy dowdd.

Dlaz =aAbmamy (a Ab)V (bAa) =bAa= ((a \b)Vb)Aa, coréwniez
konczy dowdd.

Niech teraz x < a i x # a A b. Zatem z x < a mamy

xVb<aVhb. (3.38)
Przypusémy, ze
zVb<aVb. (3.39)
Stad mamy
aN(zVb)<aA(aVd)=a. (3.40)
Zawsze
aNb<aA(zVb), (3.41)

bo b < z V b. Podsumowujac (3.40) i (3.41) mamy
aNb<aA(zVb) <a.
Zatem z uwagi na globalne zatozenie a A b < a mamy albo
aN(zVb)=a (3.42)

albo
aA(xVb)=aANb. (3.43)

W pierwszym przypadku, dla (3.42), mamy a < zVb. Stad iz tego, ze b < Vb
mamy, ze a V b < x V b. Sprzecznos¢ z (3.39).

Rozpatrzmy teraz drugi przypadek, gdy zachodzi (3.43). Z zalozenia z < a
oraz faktu, ze x < x Vb mamy x < aA(xVb). Stad i z (3.43) mamy = < a Ab.
Sprzecznosé z zatozeniami, ze x # a A b i oba sa bezposrednio pod a. Zatem
przypuszezenie (3.39) byto btedne, co z uwagi na (3.38) daje

rVb=aVb. (3.44)

Lewa strona réwnania w (3.37) wynosi a, jako kres gorny réznych bezposred-
nich poprzednikéw a.

Prawa strona réwnania w (3.37) wynosi (z V b) A a, co na mocy (3.44) jest
rowne (a V b) A a = a. Koniec dowodu w tym wypadku.

Rozwazmy sytuacje, gdy © < a oraz x 4 a, tzn. x jest co najmniej 1
poziom nizej niz a A b, czyli co najmniej 2 poziomy ponizej a. Wtedy mamy
dwa przypadki:

r<aAb. (3.45)
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albo
z £ aNnb. (3.46)

W pierwszym przypadku mamy
zV(bAa)=bAa. (3.47)

Z (3.45) mamy x < b, co daje bAa = (zVb)Aa. Stad i z (3.47) mamy
zV (bAa)= (zVb)Aa, co koiczy dowéd w tym wypadku.
W przypadku (3.46), z zatozen x < a i a A b < a, mamy

xV(bAa)=a. (3.48)
Skoro zawsze b < x V b, to
aNb< (xVb)Aa. (3.49)
Przypusémy, ze
aANb=(zVDb)Aa. (3.50)

Z faktu, ze x < x V b i zalozenia x < @ mamy = < (z V b) A a. Stad i z (3.50)
mamy x < a A b, co przeczy (3.46). Zatem przypuszczenie (3.50) byto bledne,
co z uwagi na (3.49) daje

aNb< (xVDb)Aa. (3.51)
7 zalozenia r < a mamy x V b < a V b. Zatem
(xVb)ANa<(aVb)Aa=a. (3.52)

Z (351), (352)iaANb < a mamy (z Vb) Aa = a. Stad i z (3.48) mamy
zV (bAa)=(zVDb)Aa, co koiczy dowdd. O

Twierdzenie 3.30. Jesli krata spetnia (Ms), to spelnia réwniez (Sm).

DowoODp. Niech krata L spelnia (Ms). Wezmy a,b € L takie, ze
aNb<a. (3.53)

Pokazemy, ze b < a V b (czyli, ze L spelnia (Sm)).
Przypusémy, ze b £ a V b. Stad i z b < a V b mamy, ze istnieje ¢ € L taki, ze

b<c<aVb. (3.54)
Zauwazmy, ze z pierwszej nieréwnosci w (3.54) mamy
aNb<aAc. (3.55)

Przypusémy, ze a A b < a A ¢, to znaczy, ze a A b # a A c. Wiemy, ze zawsze
a/Ac < a. Zatem aAb < aAc < a. Stad iz (3.53) mamy a/Ac = a. Skoro tak, to
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a < c. Tak wiec z pierwszej nier6wnosci w (3.54) mamy a Vb < aVe=c. Ale
z drugiej nieréwnosci w (3.54) dostajemy sprzecznosé. Zatem przypuszczenie
aANb<aAc jest zte i w konsekwencji zostaje

aNb=aAlec. (3.56)
Z tej réwnosci i z zatozenia (3.53) mamy, ze a A ¢ < a. Zatem z 3.29 mamy
cMa. (3.57)
Ponownie z (3.56) i z (3.54) dostajemy
bV(ance)=bV(aNb)=bF#c=(bVa)Aec.

Zatem z 3.3 mamy a M ¢, co przeczy (Ms) z uwagi na (3.57). Stad przypusz-
czenie, ze b A a V b byto zte. Tak wiec b < a Vb i L spetnia (Sm). l

Przyktad 3.31. Krata spetiajaca (Sm) i nie spetiajaca (Ms), (Ms0).

Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.3 str. 21. Z 3.17 wiemy, ze L spetnia
(Mac). Stad i z 3.26 mamy, ze L spelnia (Sm). Z 3.17 wiemy, ze L nie spelnia
(Ms), (Ms0). O

Twierdzenie 3.32. Jesli krata spelnia (Sm), to spefnia réwniez (C).

DowoOD. Niech L bedzie kratg spelniajaca (Sm). Gdy L nie jest ograniczona z
dotu, to warunek (C) jest trywialnie prawdziwy i prawdziwe zatem jest nasze
twierdzenie. Gdy natomiast L jest ograniczona z dotu, to wezmy a,p € L
takie, ze p jest atomem oraz a A p = 0. Skoro tak, to a Ap < p. A wiec z (Sm)
mamy a < a V p. Zatem z 3.10 mamy, ze L spelnia (C). O

Przyktad 3.33. Krata spemhiajaca (C) i nie speliajaca (Sm), (Ms0).
Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.7.

e

0
Rysunek 3.7

Pokazemy, ze L spetnia (C). Jedynymi atomami sa p i ¢g. Skoro:
1° p jest atomem oraz 0 Ap=0oraz 0 <0V p=np,
2°  p jest atomem oraz ¢ Ap=0oraz g <qVp=>0,
3% pjest atomem oraz cAp=0oraz c <cVp=e,
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4° g jest atomem oraz 0 Aq=0oraz 0 <0V qg=gq,
5% q jest atomem oraz p Agq=0orazp <pVq=0>,
6° ¢ jest atomem oraz a Ag=0oraz a <aV q=d,
toz 1°,...,6°1iz 3.10 mamy, ze L spelnia (C). Analogicznie jak w 3.17 mamy
unas a M ¢, bo nasza krata jest podobnej budowy, tylko ze skonczonej wyso-
kosci. Mamy p < aoraz pV (cAa) =pVO0=pF#a=eANa=(pVc)Aa,
wiec z 3.3 dostajemy ¢ M a. Skoro a Ac=0iaMcicM a, to z 3.6 mamy,
ze L nie spelia (Ms0). Z bA ¢ < coraz b £ bV ¢ (por. 3.25) mamy, ze L nie
spetnia (Sm).

Zauwazmy, ze zbiér {q, ¢, e, d, b} jest podkrata izomorficzna z krata piecio-
kata. 0

3.4 Kraty Birkhoffa

Definicja 3.34. Krata L spelia warunek Birkhoffa, gdy dla dowolnych ele-
mentéw a,b € L:

jesli aAb<ab, to a,b<aVb. (Bi)

Przyktad 3.35. Krata speliajaca (Ms0) i nie spelniajaca (Bi).

Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.1 str. 16. Z 3.9 wiemy, ze L spetnia
(Ms0). Skoro cAe < ¢,e oraz e A ¢V e, to z 3.34 mamy, ze L nie spelnia (Bi).
[

Przyktad 3.36. Krata spetiajaca (C) i nie spetiajaca (Bi).

Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.7 str. 31. Z 3.33 wiemy, ze L spetnia
(C). Mamy natomiast bAc¢ < b,c oraz b £ bV ¢, wiec z 3.34 L nie spetnia (Bi).
[

Twierdzenie 3.37. Jesli krata spelnia (Sm), to spelnia réwniez (Bi).

DowOp. Niech krata L spelia (Sm). Wezmy a,b € L takie, ze a Ab < a,b.
Pokazemy, ze a,b < a V b. Skoro a A b < a,b, to w szczegdlnosci a A b < .
Zatem z (Sm) mamy a < a Vb. Skoro a Ab < a, b, to w szczegdlnosci aAb < a.
Tak wiec z (Sm) mamy b < a V b. Ostatecznie a,b < aVbi L spetia (Bi). [

Skoro (Sm) implikuje (Bi) (por. 3.37) oraz (Sm) nie implikuje (Ms0) (por.
3.31), to tym bardziej (Bi) nie implikuje (Ms0).

Przyktad 3.38. Krata spetniajaca (Bi) i nie spetniajaca (Sm), (C).
Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.8.
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1

Y2

Y3

Rysunek 3.8

bLancuch {y1,ys2,9s,...} jest izomorficzny z tancuchem {1, %, %, ...} z na-
turalnym porzadkiem <.

Dla elementéw typu y;,y; € L takich, ze j > i mamy y; Ay; = y; A ;-
Zatem dla takich elementéw (Bi) trywialnie spetniony. Podobnie dla y;,y € L
mamy y; Ay =y A y. Warunek (Bi) w tym wypadku tez zachodzi trywialnie.
Dla elementéw x,y; € L mamy x Ay; =y 4 y;, bo zawsze znajdziemy y; .1 € L
taki, ze y < yip1 < y;. Zatem w tym wypadku tez (Bi) zachodzi trywialnie.
Ostatecznie, z 3.34 mamy, ze L spetnia (Bi) dla kazdej pary elementéw. Mamy
natomiast z Ays < x, ale y3 £ =V y3. Tak wiec z 3.25 mamy, ze L nie spetnia
(Sm). Skoro x jest atomem oraz ys A x = 0 oraz ys 4 y3 V x, to z 3.10 mamy,
ze L nie spetia (C).

Zauwazmy, ze zbior {y, ys, Y2, y1, } jest podkrata izomorficzna z krata pie-
ciokata. l

3.5 Warunek wymiany

Definicja 3.39. Niech L bedzie krata z 0. Mowimy, ze L spetnia warunek
wymiany Steinitz’a-Mac Lane’a (ang. Steinitz-Mac Lane exchange property),
gdy dla a € L i atoméw p,q € L:

jesli aAnp=0 i p<aVg, to g<aVp. (EP)
Twierdzenie 3.40. Jesli krata spetnia (C), to spetnia réwniez (EP).

DowoOD. Niech L bedzie kratg speliajaca (C). Gdy L nie jest ograniczona z
dotu, to warunek (EP) jest trywialnie prawdziwy i prawdziwe zatem jest nasze
twierdzenie. Gdy natomiast L jest ograniczona z dotu, to wezmy a,p,q € L
takie, ze p, q sa atomami oraz a A p =0 oraz p < a V ¢q. Pokazemy, ze

g<aVp, (3.58)
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czyli, ze L spelia (EP). Poniewaz ¢ jest atomem, to a A ¢ = ¢ lub a A ¢ = 0.
1° Przypusémy, ze a A ¢ = q. Wtedy ¢ < a. Stad

a=aVyq. (3.59)

Wiemy, ze zawsze ¢ < a 'V q. Stad i z (3.59) mamy ¢ < a. Zatem tym bardziej
mamy (3.58), co konczy dowdéd w tym przypadku.
2° Teraz przypusémy, ze a A ¢ = 0. Stad, z faktu ze g jest atomem oraz z (C)
mamy

a<aVyq. (3.60)

Z zalozenia a A p = 0, z faktu ze p jest atomem oraz z (C) mamy
a<aVp. (3.61)

Przypusémy ze ¢ & a V p. Zatem (a V p) A ¢ = 0. Stad oraz z faktu, ze ¢ jest
atomem oraz z (C) mamy a Vp < (aV p)V q. Z tacznosci operacji V mamy

aVp=<aV(pVq). (3.62)

7 zatozenia p < a V q oraz z nieréwnosci ¢ < aVg mamy pV g < aV q. Zatem
aV(pVq) < aV(aVq) iz tacznosdci oraz idempotencji mamy aV (pVq) < aVg.
Z tej nieréwnosci oraz z (3.62) mamy a V p < a V q. Sprzeczno$é, bo z (3.60)
i (3.61) mamy, ze a V p oraz a V ¢ sa na tym samym poziomie, jako dwa
bezposrednie nastepniki a. Wiec przypuszezenie ¢ £ a V p bylo bledne. Zatem
(3.58) i L spehia (EP). O

Przyktad 3.41. Krata spemiajaca (EP) i nie speliajaca (C), (Bi).
Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 1.1 str. 5. Skoro ¢ jest atomem oraz
pAq = 0orazp £ pVg, toz 3.10 mamy, ze L nie spetnia (C). Skoro pAq < p, q
oraz p A pV q, to z 3.34 mamy, ze L nie spelnia (Bi).

Pokazemy teraz, ze L spelnia (EP). Wezmy poprzednik implikacji w wa-
runku (EP) jako:
1° p - atom, ¢ - drugi atom, a = q. Wtedy ¢ Ap=01ip < qVq = q. Ta nieréw-
nos¢ jest falszywa, wiec z 3.39 mamy, ze w tym wypadku (EP) jest spelniony.
2° q - atom, p - drugi atom, a = p. Wtedy pAq=01iqg < pVp = p. Ta nierow-
nos¢é jest fatszywa, wiec z 3.39 mamy, ze w tym wypadku (EP) jest speliony.
3° g - atom, p - drugi atom, a = x. Wtedy xtAq=01i¢q < xVp = x. Ta nierow-
nos¢é jest fatszywa, wiec z 3.39 mamy, ze w tym wypadku (EP) jest speliony.
Zatem (EP) jest trywialnie spelniony w L. O

Przyktad 3.42. Krata speliajaca (Bi) i nie spetniajaca (EP).
Przyktad takiej kraty L jest na rysunku 3.9
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aVq

aVvyp

a
ai
as ‘
0
Rysunek 3.9
FLancuch {aq,aq,as, ...} jest izomorficzny z tancuchem {1, %, %, ...} z na-

turalnym porzadkiem <.

Skoro p, ¢ sa atomami oraz a Ap = 0 oraz p < aV q oraz q ;( aVp,toz3.39
mamy, ze L nie spetnia (EP). Elementami, ktére maja wspdlny poprzednik, sa
p oraz q. Maja one takze wspdlny nastepnik p V ¢. Ostatnig para elementow,
ktore maja wspolny poprzednik, jest a V p oraz pV q. Maja one takze wspolny
nastepnik a V ¢. Zatem L spelnia (Bi).

Zauwazmy, ze zbiér {0,p,a V p,a,a;} jest podkrata izomorficzna z krata
pieciokata. 0

Twierdzenie 3.43 (G. Grétzer [6]). Krata L nie zawiera podkraty izomor-
ficznej z pieciokgtem wttw., gdy L jest modularna.

7 twierdzen w tym rozdziale wiemy, ze krata modularna jest krata pot-
modularng w kazdym sensie. Zatem 3.43 dla krat pétmodularnych ma postac
implikacji:

Twierdzenie 3.44. Jesl krata L nie zawiera podkraty izomorficznej z piecio-
kgtem, to L jest potmodularna w kazdym sensie.

7 powyzszego twierdzenia wynika

Whniosek 3.45. Przykladow krat, ktore nie sq potmodularne mozemy szukac
tylko wsrod krat, ktore zawierajg podkrate izomorficzng z pieciokgtem.

Na koncu kazdego przyktadu tego rozdziatu wskazaliSmy podkrate izo-
morficzng z pieciokatem. Gdyby takiego pieciokata nie byto, to krata bytaby
potlmodularna w kazdym sensie i nie nadawataby si¢ na przyktad.

Dalej przytoczymy z literatury kilka faktéw wiagzacych rozwazane warunki
potmodularnosci przy dodatkowych zatozeniach.
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Twierdzenie 3.46 (M. Stern [7]). W kracie atomistycznej, warunki (C), (EP),
(Sm) sq réwnowazne.

Definicja 3.47. Poset P spetnia warunek {ancucha rosngcego (ACC) (ang.
ascending chain condition), gdy kazdy tancuch rosnacy jego elementéw stabi-
lizuje sie, tzn. gdy dla dowolnego ciggu a; < as < az ... elementéw P istnieje
takie n, ze a, = Gpi1 = Apio = ...

Warunek (ACC) oznacza, ze poset nie zawiera nieskonczonego rosnacego
ciagu. W kazdym niepustym podzbiorze takiego posetu jest element maksy-
malny (niekoniecznie najwickszy). Kazdy poset skonczonej wysokosci spetnia
(ACC) (por. [4]). Dualne wlasnosci przystuguja posetom spehiajacym:

Definicja 3.48. Poset P spelnia warunek laricucha malejgcego (DCC) (ang.
descending chain condition), gdy kazdy taricuch malejacy jego elementéw sta-
bilizuje sig, tzn. gdy dla dowolnego ciggu . .. az < as < a; elementéw P istnieje
takie n, ze ... = Qpio = Api1 = Ap.

Twierdzenie 3.49 (M. Stern [7]). W kracie spetniajgcej (ACC) mamy naste-
pujgcq zaleznosé: (Mac) = (Ms).

Twierdzenie 3.50 (M. Stern [7]). W kracie speiniajacej (DCC) mamy naste-
puggce zaleznosci: (Ms) = (Mac) < (Sm).

Twierdzenie 3.51 (M. Stern [7]). W kracie skonczonej wysokosSci, warunki
(Ms), (Mac), (Sm), (Bi) sq¢ rownowazne.



Rozdziat 4

Geometria afiniczna

4.1 Krata afiniczna

Definicja 4.1. Niech (S, L) bedzie czeSciowa przestrzenig prostych i niech
|| € L x L bedzie binarna relacja na zbiorze prostych L. Relacje || nazywamy
relacja rownolegtosci, gdy spetnione sg warunki:

(i) || jest relacja réwnowaznosci,

(ii) przez kazdy punkt mozemy przeprowadzi¢ doktadnie jedng prosta row-
nolegta do danej, tzn. dla kazdego a € S'i k € L istnieje doktadnie jedna
prosta | € L taka, ze a € [ oraz l||k.

Relacja rownolegtosci dzieli zbior prostych na klasy abstrakeji, ktore na-
zywamy kierunkami. Warunek (ii) w powyzszej definicji to pelny postulat
Euklidesa dotyczacy réwnolegtosci. Czasem ostabia si¢ go zadajac, ze istnieje
co najwyzej jedna odpowiednia prosta.

/a b\

Rysunek 4.1: Afiniczny warunek Veblena (AVC).

Definicja 4.2. Afiniczny warunek Veblena (AVC).
Niech a, b, c € S tworza niezdegenerowany trojkat, tzn. a, b, ¢ sa niewspotlinio-

37
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we, ale parami wspotliniowe. Jesli prosta k € £ przecina bok ac oraz k||ab, to
k przecina bok bc (rys.4.1).

Definicja 4.3. Warunek uzupehiania do réwnolegtoboku (PC).
Niech ki, ko, 11,15 € L. Jedli prosta ko przecina proste [y i ls, prosta [, przecina
proste ky 1 ko oraz ki||ko 1 li||l2, to ko przecina Iy (rys.4.2).

/ /

i v "

2
Rysunek 4.2: Warunek uzupetniania do réwnolegtoboku (PC).

Definicja 4.4. Strukture 2A = (S, L, ||) nazywamy przestrzeniq afiniczng, gdy

jest przestrzenia prostych wraz z relacja rownoleglosci oraz spetnione sg wa-
runki (AVC) i (PC).

Definicja 4.5. Niech 2 = (S, L, ||) bedzie przestrzenia afiniczng. Podprze-
strzeniqg przestrzeni 2 nazywamy zbior X C S spelniajacy warunki:

(i) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych, tzn. dla dowolnej
prostej k € Ljesdli | kN X |> 2, to k C X,

(ii) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych réwnolegtych, tzn.
jeslik,le L kCX [ k|lorazlNX #0, tol C X.

Warunek (i) w powyzszej definicji stanowi definicje podprzestrzeni w do-
wolnej czeSciowe]j przestrzeni prostych.

Moéwimy, ze krata L jest afiniczna, gdy istnieje przestrzen afiniczna A, z
ktoérej krata podprzestrzeni L jest izomorficzna. Krata afiniczna jest zawsze
ograniczona z dolu przez zbiér pusty @), a z géry przez caly przestrzen.

4.2 Krata Hilberta

Na przetomie wiekow XIX i XX Hilbert zajmowal sie aksjomatyzacja prze-
strzeni euklidesowej i jako pierwszy podal w miare precyzyjng definicje abs-
trakcyjnej struktury incydencyjnej. Na jego czes¢ nosi ona nazwe przestrzeni
Hilberta (por. [1]). Pogladowo wygladata ona nastepujaco: przestrzen Hilberta
spelia nastepujace warunki:
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(i) kazde dwa punkty wyznaczaja doktadnie jedna prosta,

(ii) kazde trzy niewspoétliniowe punkty wyznaczaja doktadnie jedna plasz-
czyzne,

(iii) w 3-wymiarowej przestrzeni przecieciem dwoch plaszezyzn jest prosta,

(iv) jesli dwa punkty leza na plaszczyznie, to prosta przez nie utworzona tez
jest na tej plaszczyznie,

(v) na kazdej prostej leza co najmniej dwa punkty.

Pojecie to zauwazmy, zblizone jest do pojecia przestrzeni prostych, ktore wpro-
wadziliémy w 2.4. Podprzestrzenie tak rozumianej przestrzeni incydencyjnej,
tzn. takie podzbiory zbioru punktéw, ktore wraz z dowolnymi réznymi punk-
tami zawierajg calg prosta przez te dwa punkty, tworza krate zupeina z relacja
teoriomnogosciowej inkluzji jako relacji czesciowego porzadku.

Definicja 4.6. Krate L nazywamy kratq Hilberta, gdy spelnia ona nastepujace
warunki:

(i) kazdy niezerowy element a € L jest kresem gérnym atoméw oraz spo-
srod tych atomoéw mozna wybraé skonczony podzbioér taki, ze a jest jego
kresem gérnym,

(ii) a M b implikuje b M a, dla kazdych a,b € L,
(iii) a A b # 0 implikuje a M b.

Zwréémy uwage, ze w cytowanej z [1] definicji warunek (i) oznacza, ze
krata jest zupelna, atomistyczna i algebraiczna, warunek (ii) to warunek (Ms),
natomiast warunek (iii) to warunek (W2), ktéry zdefiniujemy pdzniej.

Twierdzenie 4.7 (M.K. Bennett [1]). Krata L jest kratqg afiniczng witw., gdy
L jest kratq Hilberta oraz spetnia nastepujocy warunek:

dla niezaleznych atomow p,q,r € L istnieje doktadnie jeden element
m € L taki, Zep<m <pVqVrorazmA(gVr)=0. («a)

Rozwazmy powyzszy warunek. Zastanowmy sie nad jego geometryczng in-
terpretacja.

Znaczenie w kracie Znaczenie w geometrii

D,q,T atomy punkty

qVvr element wysoko$ci 2 | prosta gr

pA(gVr)=0 elementy niezalezne | punkt p nie lezy na prostej gr

pVaqVr element wysokosci 3 | plaszczyzna rozpieta przez p, q,r

p<m<pVqVr prosta m przez punkt p na plasz-
czyznie rozpietej przez punkty p, q,r

mA(gVr)=0 elementy niezalezne | prosta m jest roztaczna z prosta qr
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4.3 Model analityczny

Zajmiemy sie teraz specyficznym modelem kraty rzutowej. Niech nadal V'
bedzie przestrzenig wektorowa i niech

H(V)={a+U:a€cV, UecSub(V)}u{0}

bedzie rodzing wszystkich warstw w V' uzupelniona o zbiér pusty, bo zbiér
pusty nie jest formalnie warstwa w V. Analogicznie niech

He(V) ={a+U:a€eV, UeSuby(V)}

bedzie rodzing wszystkich k-wymiarowych warstw w V.
Przypomnijmy, ze warstwa wzgledem podprzestrzeni U to klasa abstrakcji
relacji =~y okreslonej dla a,b € V nastepujaco

ar~yb: <= a—bel.
7, geometrii wiemy, ze struktura
A(V) = (Ho(V), Ha(V), 1),

gdzie | € H1(V) x Hq1(V) jest relacja rownoleglosci prostych okreslona dla
a,b,u,w € V nastepujaco

a+ (u) || b+ (w) : <= (u) = (w) (4.1)
jest (desarguesowska) przestrzenia afiniczna. Zwiazana z nia krata afiniczna

to poset

lub rownowazna algebra
LA(V) = (H(V),n, 1),

gdzie kres gérny warstw A = a + U, B = b+ W € H(V) okreslony jest
nastepujaco:

Lemat 4.8. Niech A, B bedg podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej A(V).
Gdy A =0,to AUB = B. Gdy B =0, to AU B = A. Jedli natomiast
A, B # 0, to wowczas A = a+ U, B = b+ W dla pewnych podprzestrzeni
U W przestrzent V oraz a,b € V. Operacja binarna

AUB:=a+ U+ W+ (a—0)) (4.2)

jest kresem gdrnym elementéw A, B w kracie podprzestrzeni przestrzeni A(V).
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DowOD. Rozwazmy sytuacje, gdy A, B # (). Wezmy z € A. Wtedy x = a+u
dla pewnego u € U. Poniewaz

r=a+(u+0+0)c AUDB,

wiec z dowolnosci wyboru x mamy A C A Ll B. Podobnie B C A LI B. Tak
wiec, AL B jest ograniczeniem goérnym A, B.

Pokazemy teraz, ze ALIB jest najmniejszym z ograniczen géornych A, B. W
tym celu rozwazmy dowolna podprzestrzen afiniczng X bedaca ograniczeniem
gornym A, B tzn. taka, ze A, B C X. Wezmy x € AU B. Wowczas zgodnie z
(4.2) mamy

r=a+u+w+ Aa—0>) (4.3)

dla pewnych u € U, w € W oraz A € F. Bedziemy rozwaza¢ trzy przypadki:
(i) A#—-1 1 XN#0,

(i) A= —1,

(iii) A =0.

Zat6zmy, ze prawdziwe jest (i). Wezmy

1 1
U oraz T9 = b— —w.

1+A A

T i=a+

Zauwazmy, ze r1 € A, natomiast xo € B, a wiec x1,x2 € X. Z uwagi na (4.3)

x:a+(1+)\—|—1+)\)u+w+)\a—)\b:
— ot — A R ) -
SOTTEe AT T )T

=11+ Az — 29).

Gdyby bylo 1 =25, tox =21 € A, astad x € X, bo A C X. W przypadku,
gdy x1 # x9 mamy x € Ty, T3. Podprzestrzen X jest domknieta na prowadzenie
prostych, zatem 77, 73 C X, a co za tym idzie z € X.

Jakosciowo przypadki (ii) i (iii) sa réwnowazne (symetryczne). Przypadek
(ii) oznacza, ze zadna prosta przez x przecinajaca B nie przetnie A. W syme-
trycznej sytuacji (iii), zadna prosta przez x przecinajaca A, nie przecina B.
Zajmiemy sie wiec tylko (ii). Wowczas

r=u+w-+b. (4.4)

Jesia=a+u,tou=01iwtedy xt =b+w € B, astad x € X, bo B C X.
Niech a # a + u i niech [ bedzie prostg przez punkty a i a + u. Wtedy

l=a+ (u).
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Zauwazmy, ze | C X boa,a+u € A C X, a X jest domkniete na prowadzenie
prostych. Poprowadzmy prosta k& réwnolegta do [ przez punkt b + w:

k=(0b+w)*l=0b+w+ (u). (4.5)

Mamy £ C X, bob+w € B C X i X jest domkni¢te na prowadzenie prostych

rownoleglych. Z (4.4) oraz (4.5) wynika, ze x € k, a co za tym idzie x € X.
Pokazalismy, ze AU B C X, a wiec ostatecznie A LI B jest kresem gérnym

w LA(V). O

Lemat 4.9. Niech L bedzie kratg. Relacja M jest totalna w L wttw., gdy L
jest modularna.

DowOD. ” = 7 Niech relacja M bedzie totalna w kracie L. Zatem dla dowol-
nych a,b € L mamy
a Mb. (4.6)

Stad oraz z 3.1 mamy, ze dla x € L takiego, ze x < b spelniona jest rownos¢
zV (aAb)=(xVa)Ab. (4.7)

Zatem z 2.1 L jest kratg modularna.

7 <« 7 Niech L bedzie krata modularng. Zatem dla dowolnych a,b,xz € L
takich, ze < b mamy x V (a Ab) = (z Va) Ab. Stad i z 3.1 mamy a M b. Z
dowolnoéci a, b € L relacja M jest totalna w L. O]

Definicja 4.10. Krata L spelnia warunek (W2) (por. [8]), gdy dla dowolnych
a,be L:
jesi aAb#0, to aMb. (W2)

Whniosek 4.11. Wiemy, ze operacja N jest symetryczna. Zatem w tezie wa-
runku (W2) mozemy dodatkowo napisaé b M a.

Lemat 4.12 (A. Bienias[3]). Krata afiniczna spelnia (W?2).

Lemat 4.13. Jesli p jest atomem w kracie afinicznej, to odcinek [p,1] jest
podkratg modularng.

DowoOD. Niech L bedzie krata afiniczna. Z 1.13 mamy, ze odcinek [p, 1] jest
podkrata L. Pokazemy teraz, ze podkrata [p, 1] jest modularna. Wezmy do-
wolne a,b € [p,1]. Zatem a A b # 0. Stad i z 4.12 mamy a M b. Z dowolnosci
wyboru a i b mamy, ze relacja M jest totalna w [p, 1]. Zatem z 4.9 podkrata
[p, 1] jest podkrata modularng kraty L. O

7 implikacji w lewa strone w 3.43 oraz z 3.44 mamy

Lemat 4.14. Jesli krata spetnia (M), to spetnia rowniez (LCC).
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Lemat 4.15. W kracie afinicznej dla dowolnych elementéow a,b, c takich, zZe
a A c # 0 spelniony jest warunek:

jesli a<b, to aANc=bAc.
DowoOD. Niech L bedzie kratg afiniczng. Wezmy dowolne a, b, ¢ € L takie, ze
aNc#0 (4.8)

oraz

a<b. (4.9)

Pokazemy, ze aAc < bAc. Skoro (4.8), to istnieje atom p € L taki, ze p < aAc.
Zatem
p<a oraz p<c (4.10)

Z powyzszego zdania i z (4.9) mamy p < b. Stad i z (4.10) mamy a, b, ¢ € [p, 1].
Z 4.13 wiemy, ze [p, 1] jest podkrata modularna. Zatem z (4.9) i z 4.14 mamy
aNc=bAc. O

Twierdzenie 4.16. Krata afiniczna speinia warunek (Mac).
DowOD. Niech L bedzie kratg afiniczng. Wezmy a, b, ¢ € L takie, ze
bhc<a<c<bVe (4.11)
Pokazemy, ze istnieje p € L takie, ze
bAc<p<b (4.12)

oraz
a=(aVp)Aec. (4.13)

1°bAc+#0. W tej sytuacji istnieje atom p € L taki, ze
p<bAc. (4.14)

Stad mamy p < boraz p < ¢. Z (4.14) i z pierwszej inkluzji w (4.11) mamy p <
a. Ostatecznie a,b,c € [p,1]. Z 4.13 odcinek [p, 1] jest podkratag modularna.
Zatem z 3.16 mamy, ze [p, 1] spelnia warunek (Mac).

2° b A c = 0. Przypuéémy, ze b = 0. Wtedy ¢ = bV c. Sprzecznos¢ z ostatnig
inkluzja w (4.11). Zatem b # 0 i istnieje atom p € L taki, ze

p < b. (4.15)
Skoro b A ¢ = 0 oraz p jest atomem, to

bAc<p.
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Stad oraz z (4.15) mamy, ze p speia (4.12).

Przypu$émy, ze p < a. Stad i z drugiej inkluzji w (4.11) mamy p < ¢. Zatem
z (4.15) mamy p < bAc. Ale bAc =0, wiec p < 0, co daje p = 0. Sprzecznosé
z pierwszg inkluzjg w (4.12) (ktéra juz dowiedliSmy). Zatem p £ a. Skoro tak
i z faktu, ze p jest atomem, to

anp=0. (4.16)

Wiemy, ze krata afiniczna spelia (Ms). Tak wiec z 3.7 i 3.12 mamy, ze krata
afiniczna spetia (C). Skoro tak i skoro (4.16), to dla atomu p mamy

a~<aVp. (4.17)

Z pierwszej inkluzji w (4.11) wiemy, ze istnieje atom a; € L taki, ze a; <
a,aVp,c<1. Zatem a,aVp,c € [ay,1] 1z 4.13 mamy, ze [ay, 1] jest podkrata
modularna. Stad i z (4.17) oraz 4.14 mamy

aNc=(aVp)Aec. (4.18)
Poniewaz z drugiej inkluzji w (4.11) mamy a A ¢ = a, wiec
a=(aVp)Aec. (4.19)

Przypu$émy, ze a < (a Vp) Ac. Stad iz (4.17) mamy, ze (aV p) Acoraz aVp
sg na tym samym poziomie, bo maja wspoélny poprzednik a. Ale wiemy, ze
(aVp)ANe<aVp. Zatem (aVp)Ae=aVp. Stad aVp < c. Astad a < coraz

p<ec. (4.20)

Z (4.15) i (4.20) mamy p < bAc. Ale bAc = 0, wiec p = 0. Sprzecznos¢
z pierwsza inkluzja w (4.12) (ktéra juz dowiedli$my). Zatem przypuszczenie
a < (aVp) Ac bylo falszywe. Z uwagi na (4.19) zostaje a = (a V p) A c. Zatem
atom p spetnia (4.13). O

W zasadzie (UCC) wynika z (Mac), ale przytoczmy tutaj bezposredni do-
wod rachunkowy w przestrzeni analityczne;j.

Lemat 4.17. Krata LA(V') speinia (UCC).

DowOD. Niech A =a+ U, B=b+ W, C = ¢+ T beda elementami kraty
afinicznej LA(V'). Aby dowies¢ (UCC) zakladamy, ze A < B. Mamy pokazad,
ze wowezas AU C < BUC, czyli, ze

0<dim(BUC) —dim(AUC) < 1.

7 zalozenia a € B, poniewaz a € A C B, taki wiec B = a+ W. Dla dowolnego
ueUmamy a+u€ AC B=a+ W, wiecu € W. Stad

Ucw. (4.21)
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Co wiecej,
dim(W) — 1 =dim(B) — 1 = dim(A) = dim(U),

a zatem U < W w kracie podprzestrzeni V.
Zgodnie z (4.2) mamy

AUC=a+U+T+ (a—c¢)) oraz BUC=a+ (W +T+ (a—c)).

Podstawmy R := T + (a — ¢). Oczywiscie R jest elementem kraty podprze-
strzeni V', ktéra spetnia (UCC). To oznacza, ze z (4.21) mamy

U+T+a—c)=U+RIW+R=W4+T+ {(a—c).

Stad natychmiast
dim(BUC) —dim(AUC) < 1.

Poniewaz A C B, wiec AUC C B U C w kracie podprzestrzeni LA(V), co
daje brakujacy warunek

0 < dim(BUC)—dim(AUC)
i w ten sposob dowdd jest zakonczony. n

Wréémy teraz do diagramu kontrprzyktadow ze Wistepu. Krate afiniczng
mozemy wykorzysta¢ do pokazania, ze warunki (Mac), (Ms) nie implikuja
modularnosci.

Przyktad 4.18. Krata spelniajaca (Mac), (Ms) i nie spetniajaca (M).
Przyktadem takiej kraty jest krata afiniczna L. Zgodnie z 4.16 mamy, ze L
spetnia warunek (Mac). Skoro L spetnia (Ms0) (czyli (W1), por. [8]) oraz
(W2), to spelia (Ms) (por. [3, Roz. 5]). Z aksjomatu Euklidesa mamy, ze
w przestrzeni afinicznej zawsze znajdziemy proste k,[ oraz punkt a takie, ze
a € k oraz k,l sa rownoleglte. Zatem w L bedzie to element a wysokosci 1
oraz elementy niezalezne k, [l wysokosci 2 majace wspélny nastepnik takie, ze
a < k. Skoro a < k oraz

aV({INk)=aV0=a#k=(aVI)NEk,

to z 3.1 mamy [ M k. Stad i z 4.9 mamy, ze L nie spetia (M).
Zauwazmy, ze wyzej wspomniane proste i punkt tworza w kracie afiniczne;j
podkrate izomorficzng z krata pieciokata (rys. 4.3)
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a Vi
k
l
a
0
Rysunek 4.3

Zatem krata afiniczna zawiera taka podkrate. Jednoczesnie wiemy, ze krata
afiniczna spetnia (W2) (por. 4.12), (Mac) (por. 4.16), (Ms), a zatem z twierdzen
w rozdziale 3. mamy, ze krata afiniczna jest poétmodularna w kazdym sensie.
Pokazalismy wiec, ze 3.44 nie moze mie¢ postaci rownowaznosci. O]

Dalej zajmiemy sie analiza zaleznosci warunku (W2) od pozostatych.
Twierdzenie 4.19. Jesli krata spetnia (M), to spelnia rowniez (W2).

DowoOD. Niech L bedzie kratg spelniajaca (M). WeZzmy a,b € L takie, ze
a Ab # 0. Skoro L jest modularna, to z 4.9 mamy, ze relacja M jest totalna
w L. Zatem w szczeg6lnosci a M b oraz b M a i z 4.10 mamy, ze L spelnia
(W2). O

Przyktad 4.20. Krata spelniajaca (Ms), (Mac) i nie spetniajaca (W2).
Przyktadem takiej kraty L jest krata na rysunku 4.4.

by
aq C1
a €2
0
Rysunek 4.4

Pokazemy, ze L spetnia (Ms). Z 3.8 mamy obie symetryczne pary modular-
ne dla elementow porownywalnych. Teraz bierzemy elementy nieporéwnywalne
ze soba.

Czy ay M by w odcinku [ag, b1]7 Z 1.16 mamy, ze odcinek [ag, by] jest pod-
krata boolowska w L. Z 2.2 mamy a; M by w odcinku [ag, by]. Zatem z 3.19
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mamy, ze a; M by w L. Podobnie mamy by M a; w L. Z 1.16 mamy, ze odci-
nek [co, by] jest podkrata boolowska w L. Zatem podobnie mamy ¢; M by oraz
b2 M [ L.

Czy a1 M ¢;? Skoro ¢y < ¢y oraz

CQ\/(CLl/\Cl):CQ\/b:CQ%Clzbl/\Clz(CQ\/(Il)/\Cl,

to na mocy 3.3 mamy a; M ¢;. Z symetrycznosci L mamy ¢; M a;.
Czy as M ¢; w odcinku [b, b1]? Wezmy x € [b, by] taki, ze z < ¢;.
1° Gdy = = ¢, wtedy

zV(agNer) = Vi(aaANe) =c=(crVay) ANep = (2 Vag) Aey.
2° Gdy = = ¢ < ¢1, wtedy
caV(agAer) =caVb=co=byNecy = (2 Vag) Acy.
3% Gdy x = b < ¢1, wtedy
bV (aaNecy) =bVb=b=aysNc; = (bVas) Ac.

Z 1°,2°, 3% oraz 3.1 mamy as M ¢; w odcinku [b, by]. Zatem z 3.19 mamy
as M ¢ w L. Symetrycznie mamy co M a; w L.

Czy ¢; M as w odcinku [b, b1]? Wezmy x € [b, by] taki, ze z < as.
1° Gdy x = as, wtedy

V(g Nag) =as V(e ANag) =as = (agVey) Nag = (2 Vep) A as.
2° Gdy x = b < aq, wtedy
b\/(cl/\ag):b\/b:b:cl/\agz(b\/cl)/\ag.

Z 1°, 2° oraz 3.1 mamy ¢; M ay w odcinku [b,b]. Zatem z 3.19 mamy, ze
c¢1 M ay w L. Symetrycznie mamy a3 M ¢o w L.

Czy as M ¢ w odcinku [b, bo]? Z 1.16 mamy, ze odcinek [b, by| jest podkrata,
boolowska w L. Z 2.2 mamy ay M ¢ w odcinku [b, by]. Zatem z 3.19 mamy,
ze ag M ¢y w L. Symetrycznie mamy ¢ M ay w L. Zatem L speia (Ms). Z
rysunku 3.2 na str. 18 wiemy, ze odcinek [b, b;] w L jest podkrata spelniajaca
(Mac). Zatem L spekia (Mac), bo 0 w naszej kracie nie wptywa na zatozenia
w (Mac). Skoro a; A ¢; # 0 oraz a; M ¢; oraz ¢; M ay, to z 4.10 mamy, ze L
nie spetnia (W2).

Zauwazmy, ze zbiér {b,cq,cq,b1,a1} jest podkrata izomorficzna z krata
pieciokata. O]

Przyktad 4.21. Krata spetniajaca (W2) i nie speliajaca (M), (Ms), (Ms0),
(Mac), (Macl), (Sm), (UCC), (C), (Bi).
Przyktadem takiej kraty L jest krata na rysunku 1.1 str. 5.
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Kazda para elementow, ktorych kres dolny jest rézny od 0, jest parg porow-
nywalna. Z 3.8 mamy, ze te elementy tworza obie symetryczne pary modularne.
Zatem z 4.10 mamy, ze L spelia (W2).

Wystarczy pokazaé, ze L nie spelia (C), bo wtedy z prawa kontrapo-
zycji warunki (Ms0), (Ms), (Sm), (UCC), (Mac), (Macl), (M) réwniez nie sa
spelione. Wyjatkiem jest tylko (Bi), bo jest on niezalezny od (C).

Wezmy ¢ jako atom w warunku (C). Wtedy pAg = 0 oraz p £ pVq. Zatem
z 3.10 mamy, ze L nie spetnia (C). Skoro pAq < p,qoraz p £ pV q, to z 3.34
mamy, ze L nie spehia (Bi). O

Przyktad 4.22. Krata speliajaca (W2) i nie speliajaca (EP).
Przyktadem takiej kraty L jest krata na rysunku 4.5.

aVgqg

aVyp

0
Rysunek 4.5

Wszystkie pary elementow o kresie dolnym réznym od 0 sg porownywalne.
7 3.8 mamy zatem obie symetryczne pary modularne dla takich par elementow.
Z 4.10 mamy, ze L spelnia (W2). Skoro p, ¢ sa atomami oraz a A p = 0 oraz
p<aVgqoraz ¢ £aVp, toz 3.39 mamy, ze L nie spelnia (EP).

Zauwazmy, ze zbiér {0,q,aV q,aV p,a} jest podkrata izomorficzna z krata,
pieciokata. O

Okazuje sie, ze (W2) jest niezalezny od wczesniej rozwazanych warunkéw
z wyjatkiem (M), ktéry implikuje (W2).



Skorowidz symboli

aVb
alNb
a<b

L(V)
P(V)
aMb
aMb
A(V)
LA(V)
AUB

kres gérny a, b

kres dolny a, b

a poprzedza b

przestrzen rzutowa

analityczna krata rzutowa
analityczna przestrzen rzutowa
a jest w parze modularnej z b

a nie jest w parze modularnej z b
przestrzen afiniczna
analityczna przestrzen afiniczna
analityczna krata afiniczna

kres gorny A, B w LA(V)
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Q0 =~ W W

14
14
38
40
40
40



Skorowidz

tanicuch, 3 warunek
(), 39
atom, 4 (AVC), 37
. , (Bi), 32
czesciowa przestrzen prostych, 7 (C), 17
krata, 3 (EP), 33
Mjy-symetryczna, 15 (LCC), 25
arguesowska, 11 (M), 7
atomistyczna, 4 (Macl), 18
atomowa, 4 (Mac), 18
boolowska, 6 (Ms0), 15
dystrybutywna, 6 (Ms), 14
Hilberta, 39 (PC), 38
M-symetryczna, 14 (PVC), 8
modularna, 7 (Sm), 25
nierozktadalna, 12 (UCC), 25
pétmodularna z dotu, 25 (W2), 42

potmodularna z géry, 25
rzutowa, 7

wypukta, 5

z dopelnieniami, 5

odcinek, 5

para modularna, 14
podkrata, 5
podprzestrzen afiniczna, 38
poset, 3

ograniczony, 3
produkt prosty krat, 12
przestrzen afiniczna, 38
przestrzen prostych, 7
przestrzen rzutowa, 8

relacja poprzedzania, 4
relacja totalna, 14
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