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Wstep

Matematyka zawiera nie tylko prawde, ale i dostateczne piekno —
chiodne i surowe, podobne do piekna rzeZby; nie odwoluje sie do Zadnej
stabosci naszej natury... majestatycznie czysta, o nieskazitelnej dosko-
natosci, na jakg moze sie zdobycé tylko sztuka siegajgca najwyzszych
szezytow.

Bertrand Russell

Studiujac literature tematyczna zauwazytam, ze wielu matematykow, zaj-
mujacych sie geometrig, omija temat przestrzeni Fanowskich, czyli nad cia-
tami charakterystyki 2. Jest to szczegdlny przypadek, czesto niewygodny, ale
zachodzi w nim wiele ciekawych wtasnosci. W swojej pracy postawitam sobie
za gtowny cel przebadanie wlasnosci pseudobiegunowoéci i zwiazanych z nia
struktur podprzestrzeni regularnych w przestrzeniach rzutowo-metrycznych.
Pierwsza ciekawostka zwigzana z pseudobiegunowoscia polega na tym, ze sa-
mosprzezone wzgledem niej punkty tworza hiperptaszczyzne. Usuwajac ja au-
tomatycznie dostajemy zatem przestrzen afiniczng 2. Geometria na tej hiper-
plaszczyznie natomiast jest symplektyczna. Spora trudnosé przysporzyty mi
Grassmanniany regularnych podprzestrzeni o wysokich wymiarach.

W rozdziale pierwszym zajetam si¢ wprowadzeniem podstawowych de-
finicji niezbednych w pracy oraz oméwieniem wtasnosci przestrzeni rzutowych
i afinicznych. Przedstawitam réwniez forme pottoraliniowa, ktéra wyznacza
pseudobiegunowosé¢. Podaje tutaj rowniez definicje i konstrukcje modelu prze-
strzeni biegunowej, czyli polar space.

W rozdziale drugim charakteryzuje podprzestrzenie regularne wzgledem
pseudobiegunowosci w analitycznej przestrzeni rzutowo-metrycznej. Doktad-
niej mowigc w twierdzeniu 2.5 charakteryzuje, kiedy podprzestrzenie sg regu-
larne a kiedy nie. Dalej zajmuje si¢ szczegdlnymi przypadkami tego twierdzenia
dla prostych (por. 2.7, 2.9) i ptaszczyzn (por. 2.10).

Kolejnym etapem rozwazan struktur regularnych podprzestrzeni w roz-
dziale trzecim jest geometria B — grassmannian regularnych punktéow i
prostych rzutowych. Zaczynam od zdefiniowania relacji réwnolegtosci prostych
w B (por. 3.7). W dalszej czesci tego rozdziatu zajmuje sie rekonstrukcja catej
geometrii afinicznej 2 w terminach geometrii 8 (por. 3.12). Poprzez domknie-
cie rzutowe mozna zatem w ‘B reinterpretowa¢ wyjsciowa geometrie rzutowa.
Rozpatrujac aspekt definiowalnosci dochodze jednak do wnioisku, ze prze-
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strzeni rzutowo-metrycznej nie mozna zdefiniowaé¢ w jezyku geometrii B (por.
3.14).

[stotna cze$cia mojej pracy jest takze badanie automorfizméw geometrii
8. Wyniki zgromadzone sa w twierdzeniach 3.18 oraz 3.19.

W rozdziale czwartym zajmuje si¢ grassmannianem regularnych pro-
stych i ptaszczyzn rzutowych. Zaczynam od zdefiniowania trojargumentowej
relacji wspotpekowosci L (por. (4.2)) oraz relacji A bycia trojatem (por. (4.3))
na regularnych prostych rzutowych w terminach naszego grassmanianu. Te
dwie relacje razem z relacja wiazki regularnych prostych rzutowych (por. (4.4),
(4.5), (4.6)) pozwalaja wyrazi¢ w jezyku naszego grassmanianu geometrie 8B
(por. 4.16).



Rozdziat 1

Pojecia podstawowe

1.1 Czesciowe przestrzenie prostych

Zaczynamy od zdefiniowania podstawowych pojeé¢ dla naszych dalszych roz-
wazan.

Definicja 1.1. Niech S i £ beda niepustymi zbiorami i niech I C § x L.
Elementy zbioru S nazywac¢ bedziemy punktami, elementy zbioru £ prostymi,
natomiast relacje I relacjg incydencyi. Dla punktu a € S i prostej k € L relacje
a l k czytamy a incyduje z k.

Struktura (S, L, 1) jest czesciowq przestrzeniq prostych, jesli spetnia naste-
pujace warunki:

(A1) (Vk1€L) (VabeS) [abl kil = a=bV k=1

)
(A2) (VkeLl)(FabeS)la#bA a,b 1k,
(A3) WkeLl)(FaeS)[a]) K]

)

Warunek (A1) moéwi, ze przez dwa rézne punkty przechodzi najwyzej jedna
prosta, warunek (A2) méwi, ze na kazdej prostej leza przynajmniej dwa punkty
i warunek (A3) gwarantuje, ze poza kazda prosta jest jakis punkt.

Definicja 1.2. Strukture (S, L, I) nazywamy przestrzeniq prostych, gdy jest
czeSciowa przestrzenig prostych oraz spelniony jest nastepujacy warunek:

(Ad) (v a,beS) (3 keL)[abl k]

Warunek (A4) méwi, ze kazde dwa punkty sa wspo6tliniowe.

Gdy spelnione sa warunki (A1) i (A2) to w definicji 1.1 mozemy zamiast
prostych wzia¢ flancuchy. Przez tancuch rozumiemy tutaj zbiér wszystkich
punktéw incydujacych z dang prosta, formalnie dla [ € £

F={aeS:all}.
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W ten sposéb relacje incydencji I mozemy zastapi¢ relacjg €. Dalej bedziemy
zakladaé, ze £ C 25.

Jezeli a,b € S sa takimi punktami, ze istnieje prosta k € £ na ktoérej one
leza, tzn. a,b € k wowczas méwimy krotko, ze punkty a, b sg wspotliniowe.
Dla réznych wspoétliniowych punktow a,b € S prosta przez nie wyznaczong
oznaczamy a, b. Dualnie, jesli k, [ € L sg takimi prostymi, ze istnieje ich punkt
wspélny a € S, tzn., a € kN, to méwimy, ze proste k,[ przecinajq sie.

Podprzestrzeniq czesciowej przestrzeni prostych 2 = (S, L) nazywamy
zbior X C S spelniajacy warunek:

(B1) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych tzn., dla dowolne;
prostej k € L jesli kN X| > 2 tok C X.

Podprzestrzen H C S nazywamy hiperplaszczyzng w 2, gdy dla dowolne;
prostej k € £ mamy: albo k C H albo k przecina H w punkcie.

Mocng podprzestrzeniq przestrzeni 2 nazywamy podprzestrzen X C S, w
ktorej dwa dowolne punkty sa wspotliniowe.

Definicja 1.3. CzeSciowa przestrzen prostych (S, L), w ktérej spelniony jest
warunek (none-one-or-all):

(") dla dowolnego punktu p € S i dowolnej prostej | € L, punkt p nie jest
wspotliniowy z zadnym punktem na prostej [, jest wspotliniowy z doktad-
nie jednym punktem z prostej [ lub ze wszystkimi punktami prostej .

jest przestrzeniqg gamma.

W przestrzeni gamma jesli punkt p € S jest wspotliniowy z dwoma réznymi
punktami prostej [ € L to p jest wspotliniowy ze wszystkimi punktami proste;
[.

W kontekscie przestrzeni biegunowych naturalnym wydaje sie oznacze-
nie wspotliniowosci punktéw w czesciowej przestrzeni prostych symbolem L.
Przyjmijmy, ze dla a € S

at={beS:alb}

Lemat 1.4 (A. Cohen [2]). CzeSciowa przestrzen prostych A = (S, L) jest
przestrzeniq gamma, gdy a® jest podprzestrzenig w A dla dowolnego a € S.

Trojkatem nazywamy uktad trzech parami roznych punktow zwanyh wierz-
chotkami oraz trzech parami roznych prostych zwanych bokami takich, ze boki
przecinaja sie parami w wierzchotkach (dualnie wierzchotki parami potaczone
sa bokami).

Definicja 1.5. Rzutowy warunek Veblena (PVC).
Jezeli prosta k € L przecina dwa boki trojkata w doktadnie dwoch réznych
punktach, to przecina ona tez trzeci bok tego trojkata. (rys. 1.1)
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/a \ b T

Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Veblena (PVC).

Definicja 1.6. Rzutowy warunek Fano (PFC).
Punkty przekatniowe kazdego czworokata sa wspo6tliniowe (rys. 1.2)

Rysunek 1.2: Rzutowa plaszczyzna Fano.

Definicja 1.7. Strukture P = (S, £) nazywamy przestrzenig rzutowg gdy:
(C1) P jest przestrzenia prostych,

(C2) na kazdej prostej leza przynajmiej trzy rézne punkty,

(C3) ‘B spelnia rzutowy warunek Veblena.

Definicja 1.8. Relacje || nazywamy relacja réwnoleglosci, gdy spelnione sa
nastepujace warunki:

(D1) || jest relacja réwnowaznosci,

(D2) przez kazdy punkt mozemy przeprowadzi¢ doktadnie jedna prosta réw-
nolegta do danej, tzn., dla kazdego a € S i k € L istnieje doktadnie
jedna prosta [ € £ taka, ze a € [ i l]|k.
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Relacja rownoleglosci dzieli zbior prostych na klasy abstrakeji, ktére na-
zywamy kierunkami. Warunek (D2) w powyzszej definicji to pelny postulat
Euklidesa dotyczacy réwnolegtosdci. Czasem ostabia sie go zadajac by istniata
co najwyzej jedna odpowiednia prosta.

Definicja 1.9. Afiniczny warunek Veblena (AVC).

Niech a, b, c € S tworza niezdegenerowany trojkat tzn., a, b, ¢ sa niewspot-
liniowe, ale parami wspétliniowe. Jegli prosta k& € £ przecina bok a,cik || a,b
to k przecina bok b, ¢ (rys. 1.3).

VARN

Rysunek 1.3: Afiniczny warunek Veblena (AVC).

Definicja 1.10. Warunek uzupetniania do réwnolegtoboku (PC).
Niech kq, ko, l1,lo € L. Jesli prosta ks przecina proste [y i ly, prosta Iy
przecina proste ky i ke oraz ki||ks i l1||l2 to ko przecina ly (rys. 1.4)

/ // k1
-

~

L

la

Rysunek 1.4: Warunek uzupetniania do réwnolegtoboku (PC).

Definicja 1.11. Strukture (S, £, ||) nazywamy przestrzenig afiniczng, gdy jest

przestrzenia prostych wraz z relacja réwnolegtosci, oraz gdy spetnione sa wa-
runki: (AVC) i (PC).

Definicja 1.12. Niech 2 = (S, L, ||) bedzie przestrzenia afiniczna. Podprze-
strzeniq przestrzeni 2 nazywamy zbiér X C S spetniajacy warunki:
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(E1) X jest podprzestrzenia czesciowej przestrzeni prostych (S, L),

(E2) X jest zamkniety ze wzgledu na prowadzenie prostych réwnolegtych tzn.,
jeslik,le L, kCX [ k|lorazlNX #(Dtol CX.

Definicja 1.13. Niech 2 = (S, L, ||) bedzie przestrzenia afiniczna. Podprze-
strzen H C S nazywamy hiperptaszczyzng w2, gdy dla dowolnej prostej k € L
mamy: albo k C H, albo w H istnieje prosta [ taka, ze k || [, albo k przecina
H w punkcie.

Definicja 1.14. Afiniczny warunek Fano (AFC)
W kazdym réwnolegtoboku przekatne sa rownolegle. (rys. 1.5)

o/ 4/

k1

/b l/c ko

I 2

Rysunek 1.5: Afiniczna ptaszczyzna Fano.

Stwierdzenie 1.15. W przestrzeni afinicznej spetniajgcej warunek Fano trzy
proste poprowadzone przez wierzchotki trojkgta, réwnolegle odpowiednio do
przeciwlegtych bokéw tego trojkgta, sq wspotpekowe.

1.2 Przestrzenie biegunowe

Definicja 1.16. Przestrzen bieqgunowa jest czesciowa przestrzenia prostych
(S, L), ktora spetnia dodatkowo warunki:

(F1) zaden punkt nie jest wspotliniowy ze wszystkimi pozostatymi,
(F2) pt jest hiperplaszczyzna dla dowolnego punktu p € S.

Warunek (F2) nazywa sie czasem one-or-all, bo rzeczywiscie, gdy p* jest
hiperplaszczyzng to kazda prosta | € £ albo przecina p* punktowo i tym sa-
mym p jest potaczalny przynajmniej z jednym punktem na [, albo [ C p* i
wtedy p jest polaczalny ze wszystkimi punktami na [. W druga strone, przy
zatozeniu one-or-all, z 1.3 mamy przestrzen gamma. 7Z 1.4 wynika wtedy, ze
pt jest podprzestrzenig. Dla dowolnej prostej | € £ punkt p jest wspotliniowy



POLAR SPACE I STRUKTURY PODPRZESTRZENI REGULARNYCH... 8

chociaz z jednym z jej punktéw, wiec podprzestrzen pt jest hiperplaszczy-
zna. Z warunku (F2) wynika zatem, ze przestrzen biegunowa jest przestrzenia
gamma.

Definicja 1.17. Odwzorowaniem bieqgunowym nazywamy odwzorowanie 7
zbioru wszystkich punktow przestrzeni rzutowej w zbior jej hiperptaszczyzn,
majace nastepujaca wiasnoscé:

(G1) jesli punkt a nalezy do hiperplaszczyzny b™, bedacej obrazem punktu b,
to punkt b nalezy do hiperptaszczyzny a”.

Obraz a™ punktu a nazywamy hiperplaszczyzng bieqgunowgq lub biegunowq.
Jesli H jest taka hiperptaszczyzna, ze H = h™ dla pewnego punktu A, to h
nazywamy biequnem hiperptaszczyzny H.

Punkty a, b takie, ze a € b™ nazywamy sprzezonymi, natomiast gdy a € a™
to mowimy, ze punkt a jest samosprzezony wzgledem biegunowosci .

Lemat 1.18 (H. Lenz [6]). KaZde odwzorowanie biegunowe jest wzajemnie
jednoznaczne, to znaczy kazda hiperplaszczyzna ma co najwyzej jeden biequn.

Definicja 1.19. Kolineacjg nazywamy takie odwzorowanie zbioru punktow
jednej czesciowej przestrzeni prostych w druga czeSciowa przestrzen prostych,
ktore jest bijekcja przy ktorej obrazem prostej jest prosta i przeciwobrazem
prostej jest rowniez prosta.

Przestrzen dualna P* do przestrzeni rzutowej P powstaje przez odwro-
cenie porzadku w kracie wszystkich podprzestrzeni przestrzeni P. Tak wiec
punktami P* sg hiperptaszczyzny P, a prostymi P* sa ko-hiperptaszczyzny
(podprzestrzenie kowymiaru 2) w P.

Definicja 1.20. Korelacjq przestrzeni rzutowej nazywamy kolineacje z niej w
przestrzen rzutows dualng do niej.

Inaczej méwiac biegunowosé to inwolucyjna korelacja, albo korelacja o
okresie 2.

1.2.1 Model przestrzeni biegunowej

Do dalszych rozwazan ustalmy przestrzen wektorowa V' nad pierscieniem z
dzieleniem F'.

Definicja 1.21. Odwzorowanie f, rézne od zerowego, przestrzeni wektorowej
V nad pierscieniem z dzieleniem F w przestrzen wektorowa V' nad pierscie-
niem z dzieleniem F’ jest pétliniowe, jesli istnieje taki izomorfizm o : F — F”,
ze

(1) flutw) = f(u)+ f(w);
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(i) f(du) = a(A)f(u).

dla dowolnych wektoréw w,w € V oraz A\ € F. Moéwimy takze, ze f jest
o-potliniowe.

Definicja 1.22. Niech F' bedzie pierscieniem z dzieleniem, o anty-automort-
izmem F' oraz V przestrzenia wektorows nad F'. o-pottoraliniowq formg na V'
albo pottoraliniowq formg wzgledem o jest takie odwzorowanie £ : V xV — F,
ze:

dla wszystkich u,w,v € V' i dla wszystkich A\, u € F'.

Nazwa poéttoraliniowa bierze sie stad, ze £ jest liniowa na pierwszej wspot-
rzednej i poétliniowa na drugiej. Szczegdlnym przypadkiem formy pottoralinio-
wej jest forma dwuliniowa, czyli forma pottoraliniowa wzgledem o = id.

Definicja 1.23. Przy oznaczeniach z definicji 1.22 méwimy, ze forma potto-
raliniowa & jest:

(i) symplektyczna, gdy &(u,u) = 0dlau € V, czyli wszystkie wektory wzgle-
dem tej formy sg prostopadte,

(ii) symetryczna, gdy &(u, w) = &(w, u) dla wszystkich u,w € V|
(iii) anty-symetryczna, gdy &(u, w) = —&(w, u) dla wszystkich u,w € V,

(iv) refleksywna lub z symetrycznym zerowaniem, gdy &(u, w) = 0 implikuje
¢(w,u) = 0 dla dowolnych u,w € V.

Nalezy zwroci¢ uwage na ciata charakterystyki 2 i roznej od 2.

W ciele charakterystyki 2 forma anty-symetryczna jest symetryczna. Za-
tozmy, ze €(u, w) = —&(w, u). Ale z uwagi na fakt, ze —1 = 1 mamy &(u, w) =
£(w,w). Zatem & jest forma symetryczna.

W ciele charakterystyki réznej od 2 forma anty-symetryczna jest sym-
plektyczna i na odwrdt. Zatézmy, ze £ jest formg anty-symetrycznag, czyli
E(u,u) = —&(u,u). Stad £(u,u) = 0 dla wszystkich u € V. Zas z drugiej
strony mamy, ze &(u + w,u + w) = 0 dla dowolnych w, w € V. Policzmy

§(u+w, u_'_w) = g(uv u)_'_g(uv w>+£(w7 u)_'_g(wv w) = é(uv w)_'_g(wv u) = 0.

Zatem &(u,w) = —&(w,u). Stad forma & jest forma anty-symetryczna.
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Niech ¢ bedzie ustalong refleksywng formg péttoraliniowa na V. Dla pod-
przestrzeni U, W przestrzeni V' w standardowy sposéb okreslamy:

U L W wtedy i tylko wtedy, gdy &(u,w) = 0 dla wszystkich v € U,w € W

oraz
Ut = {w e V: &(u,w) = 0 dla wszystkich u € U}.

Moéwimy, ze podprzestrzen U w przestrzeni V' jest izotropowa, gdy U L U.

Fakt 1.24. Dla podprzestrzeni U, W, B przestrzeni V' sq prawdziwe nastepu-
jace wiasnosci:

(i) U LW wtedy i tylko wtedy, gdy U C W;
(ii) jesli U LU oraz W CU toW L W;
(iii) jesliU LB iW C B toU L W;
() jesliU;W C B oraz B L B toU L W;
(v) B L (U+W) wtedy i tylko wtedy, gdy B L U i B L W;
(vi) jesli U CW to W+ C U+,
(vii) U C (U+)*;
(viii) (U + W)+t =U+nW+;
(iz) (UNW)+ D UL+ W
(z) jesli U C W+ to W C U,

(zi) dla B=U+W mamy B L B wtedy i tylko wtedy, gdy U L U, W L W
oraz U 1L W.

DowOb. (xi)” = 7 Zatézmy, ze B L B. Poniewaz U, W C B wigc z zalozenia
iz (iii) mamy U 1L W. Teraz, skoro U C B i (ii) to mamy juz U L U,
analogicznie dla W.

7«7 JeSli U L U to prawda jest, ze U C Ut z (i), tak samo jest dla W.
Réwniez wiemy, ze skoro U L W to U C W+ oraz W C U*t. Zatem mamy
UCUNW*oraz W C U NW+H co na mocy (viii) daje nam

B=U+WCU*nW*+=(U+W)*+=B"
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Definicja 1.25. Niech V bedzie przestrzenig wektorows i £ forma pottorali-
niowa na V. Radykal formy & to zbior

Rad(§) :={u eV :&(u,V) =0},

czyli zbior wektoréw, ktore sg prostopadte wzgledem formy & do wszystkich
wektoréw V.

Dla podprzestrzeni U w V| radykalem U bedziemy nazywaé radykat formy
¢ obcietej do U, tzn.

Rad(U) := Rad(¢|U) :={u e U : {(u,U) = 0}.
Dla skrocenia zapisu uzywamy réwniez oznaczenia
rdim(U) := dim(Rad(U)).
Stwierdzenie 1.26. Dla dowolnej podprzestrzeni U w V' mamy:
Rad(U)=UNU" .

DowoOD. 7 C 7 Wezmy dowolny wektor v € Rad(U). Z tego wynika, ze
£(v,U) = 0, dajac tym samym, ze dla dowolnego u € U, &(v,u) = 0, co
oznacza, ze v € U N U*.

727 Wezmy v € UNUL ezyliv e Uive Ut Skoro v € UL, to dla
dowolnego u € U mamy &(v,u) = 0. Z dowolnosci v mamy &(v,U) = 0, co
ozncza, ze v € Rad(U). O

Lemat 1.27 (J. Komorowski [5]). Jesli £ jest niezdegenerowanqg formaq pétto-
raliniowq na przestrzeni wektorowej V., dimV = n, a W jest podprzestrzeniq
wymiaru r, to istnieje taka r-wymiarowa podprzestrzen U, ze UNW = 0O, a
przestrzen U + W nie jest izotropowa.

Definicja 1.28. Indeksem Witta, lub inaczej, indeksem formy péltoraliniowej
¢ nazywamy wymiar maksymalnej podprzestrzeni izotropowej wzgledem & i
oznaczamy go ind(§).

Przez Sub(V') oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich podprzestrzeni prze-
strzeni wektorowej V', natomiast przez Subg (V') zbiér wszystkich k-wymiaro-
wych podprzestrzeni.

Analityczng przestrzeniq rzutowg nazywamy strukture

P(V) = (Suby (V), Sub,(V), ).

Gdy dimV =n to P(V) = PG(n, F).
WprowadZzmy nowe oznaczenie

H(V)={a+U:aeV,U € Sub(V)}
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zbioru wszystkich warstw w przestrzeni V. Dla a € V,U € Sub(V) przyjmuje-
my, ze dim(a 4+ U) = dim(U) oraz piszemy

H,(V)={AeH(V): dim(A) =k} ={a+U:a € V,U € Sub,(V)}.

Relacja réwnoleglosci na (jednowymiarowych) warstwach okreslona jest na-
stepujaco: dla a,b € V; U, W € Sub(V)

a+U || b+ W wtedy i tylko wtedy, gdy U = W.
Analityczng przestrzeniq afiniczng nazywamy strukture
A(V) = (V,Hi(V), ).
Twierdzenie 1.29 (Cameron [1]).

(i) Kazda korelacja P(V'), jest indukowana przez niezdegenerowang o-pot-
toraliniowq forme przestrzeni wektorowej V', gdzie o jest anty-automor-
fizmem F'. Odwrotnie, kaZda niezdegenerowana péttoraliniowa forma na

V' indukuge korelacje P(V).

(i) Korelacja P(V') jest przeksztalceniem biegunowym wtedy i tylko wtedy,
gdy pottoraliniowa forma, ktora wyznacza te korelacje jest refleksywna.

Dla naszych dalszych rozwazan istotny jest zbiér wszystkich podprzestrzeni
izotropowych, czyli

Q={UeSub(V):U LU}

natomiast zbiér izotropowych podprzestrzeni k-wymiarowych to
Qr = Q N Subg(V).

Przyktad 1.30. Zalézmy, ze dim(V) = n < oo oraz ind(§) > 2. Rozwazmy
strukture

Q = <Q1a Q2> g)

Sprawdzimy, ze Q jest czeSciowa przestrzenig prostych. Zacznijmy od (A1l):
wezmy dwie dowolne, izotropowe podprzestrzenie jednowymiarowe Uy, W; €
(1 oraz dwie dowolne, izotropowe podprzestrzenie dwuwymiarowe Us, Wy €
Q2. Zaktadamy, ze Uy, W, C Uy, Ws. Zatem albo U; = W albo Uy = W5, bo
dwie r6zne podprzestrzenie jednowymiarowe wyznaczaja jedna podprzestrzen
dwuwymiarowa w V.

Przejdzmy do (A2). Bierzemy Us € Q5. Podprzestrzen U, ma baze dwuele-
mentowa. Kazdy z dwu wektoréw bazowych U, rozpina izotropowa podprze-
strzen z ()1 z uwagi na 1.24(ii). Czyli, w kazdej dwuwymiarowej podprzestrzeni
izotropowej zawieraja si¢ dwie izotropowe podprzestrzenie jednowymiarowe.

Rozwazmy ostatni warunek (A3). Niech U, € (3. Z lematu 1.27 wynika,
ze istnieje Wy € @y takie, ze Us N Wy = ©. Wezmy U; C Ws. Z faktu 1.24(ii)
mamy U; € Q. Ponadto UyNUy; = © zatem Uy, U, spelniaja wymagania (A3).
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Zauwazmy, ze wspotliniowosé punktow Uy, Wi w () oznacza prostopadtosé
odpowiednio podprzestrzeni jednowymiarowych U; L Wi. @ jest przestrzenia
gamma z uwagi na fakt 1.24(v).

Teraz pokazemy, ze QQ jest przestrzenig biegunowa, to znaczy, ze speklia
(F1) 1 (F2). Pierwszy warunek: z zalozenia, ze forma ¢ jest niezgdegenerowana,
czyli Rad(§) = ©, w V nie ma takiego wektora, ktéry bytby prostopadly do
wszystkich wektorow z V. Oznacza to, ze nie ma U; € ), takiego, ze dla
wszystkich W, € Q1 bytoby U; L Wh.

Przejdzmy do (F2). Przy formie niezdegenerowanej dim(U~) = dim(V) —
dim(U). Wige gdy U, € @, to Ui jest hiperptaszczyzna.

Ostatecznie Q jest przestrzenia biegunows.

1.3 Przestrzenie pekow

Definicja 1.31. Dla H € Sub,_1(V), B € Subyy; takich, ze H C B definiu-
jemy pek p(H, B) o wierzchotku H i podstawie B warunkiem

p(H,B) ={U € Suby(V) : H C U C B}.

Niech Px (V') oznacza rodzine wszystkich takich pekéw. Przestrzen pekow, to
struktura incydencyjna

P (V) = (Suby(V), Pr(V)).

Dla k = 1 oraz dla k = dim(V') — 1 przestrzen pekéw Py (V) jest przestrze-
nig rzutowa. Gdy 1 < k£ < dim(V) — 1 to P(V) jest wlasciwa przestrzenia
prostych, wlasciwg w tym sensie, ze zawsze istnieje para punktow niewspotli-
niowych (niewspéipekowych).



Rozdziat 2

Podprzestrzenie regularne

Moéwimy, ze podprzestrzen U przestrzeni V' jest reqularna, gdy
Rad(U) = O,

gdzie © to podprzestrzen zerowa w V. Zbior wszystkich regularnych podprze-
strzeni wymiaru k bedziemy oznaczaé przez Ry.

Dalej zaktadamy, ze cialo F' jest charakterystyki 2 i forma & jest syme-
tryczna. Wowcezas | nazywamy pseudo-biegunowoscig. Niech H bedzie zbio-
rem wszystkich wektorow izotropowych w V' wzgledem £. O H lub raczej o
Sub; (H) mozemy mysle¢ jak o kwadryce w przestrzeni rzutowej P(V'). W na-
szej sytuacji, gdy L jest pseudo-biegunowoscia, H jest hiperptaszczyzng w V'
(por. [3]). Niech b bedzie biegunem tej hiperptaszczyzny. Ograniczenie 1p
biegunowosci L do Sub;(H) wyznacza na H biegunowosé symplektyczng. Jesli
Rad(H) = O, to ta biegunowo$¢ jest niezdegenerowana.

Dalej bedziemy méwic rzutowy punkt, prosta, ptaszczyzna w odniesieniu do
jedno, dwu i trojwymiarowych podprzestrzeni V. Usuwajac hiperptaszczyzne
rzutowa H z P(V) uzyskujemy przestrzen afiniczng. Zatem punkty, proste i
plaszczyzny rzutowe, ktore nie leza na H bedziemy nazywaé afinicznymi lub
wta$ciwymi. Natomiast te punkty, proste i ptaszczyzny, ktore lezg na H bedzie-
my nazywaé niewtasciwymi. Jezeli | jest prosta afiniczng to punkt niewtasciwy
lezacy na niej bedziemy oznaczaé przez

[*:=1NH,
ogdlnie gdy U jest podprzestrzenia afiniczng to przez
U*:=UNH
bedziemy oznaczaé jej horyzont.

Fakt 2.1. Biegun b hiperptaszczyzny H moze leze¢ wzgledem niej na dwa
sposoby (por. [3, 2.1.5]):

14
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(1) Gdyb lezy na H to w tym przypadku Rad(H) = b, tak wiec biegunowosé L
ograniczona do H jest zdegenerowang biequnowoscig symplektyczng. Wow-
czas wymiar przestrzeni wektorowej V' jest parzysty i forma & ma wzor:

E([wo, 21, - - -, Tok—1], (W0, Y15 - - - Y2r—1]) = ToYo + Ef:_ol (2iy2it1 + T2ir1Y2i)-

Hiperplaszczyzna H i jej biequn b sq scharakteryzowane réwnaniama:

H:zo=0, b=1[0,1,0,...,0]

(2) Gdy b nie lezy na H, to wymiar przestrzeni wektorowej V' jest nieparzysty
i forma & wyraza sie wzorem:

E([xo, 1, o, Tok)s [Yos Y1y - - -, Y2r)) = Tovo + Zle(l"zi—lyzi + T9iY2i—1)-

Hiperplaszczyzna H i jej biequn b sqg scharakteryzowane réwnaniama:

H:2y=0, b=[1,0,...,0].

Lemat 2.2. Jesli a jest punktem rzutowym z Rad(U) to a L a.

DowéD. 7 1.26 mamy, ze a C (U NU*). Zatem a C U. Z 1.24(vi) otrzymu-
jemy U+ C a*. Poniewaz a C U+ to a C a*, co konczy dowdd. O

Fakt 2.3. Niech a bedzie punktem rzutowym i niech U € Sub(V').
(i) Jeslia C Rad(U) toa L U, U™
(11) Rad(U) C Rad(U NH) C H.

(iii) Niech U € H, to dim(U N (U NH)L) > 1.

DowoéD. (i): Niech a € Rad(U). Poniewaz Rad(U) = U N U+ z 1.26, wige
a C Ut zatem a | U. Z drugiej strony a C U i z 1.24(vii) mamy U C (U+)+
co daje nam a 1L U+,

(ii): Niech a € Rad(U). Wowczas a C U. Z lematu 2.2 mamy a L a. Z
okreslenia H mamy a C H, wiec a C U N H. Oczywiste jest, ze UNH C U. Z
tego, ze a C Rad(U) mamy a C U*. Z faktu 1.24(vi) mamy U+ C (U N H)*.
Zatem a C Rad(U N H). Czyli

Rad(U) € Rad(U NH).

Niech teraz x € Rad(U N H). Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjac,
ze x nie jest wektorem zerowym. Niech a = (x) bedzie punktem rzutowym
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wyznaczonym przez x. Z lematu 2.2 a 1 a wiec a C H. Zatem z dowolnosci x
mamy
Rad(UN H) C H.

(iii): Niech k = dim(UN(UNH)*) oraz m = dim(U). Wtedy dim(UNH) =
m—11

n>dmU+UNH)Y) =m+n—(m-1)—k=n+1-k,

co daje nam teze. O

2.1 Regularne punkty, proste i plaszczyzny
Ze wzgledu na specyficzng role podprzestrzeni H okreslamy
Hrd(U) := U N (UNH)*,

dla dowolnej podprzestrzeni U w V. Zwréémy uwage, ze z faktu 2.3(iii) wynika,
ze Hrd(U) jest co najmniej rzutowym punktem dla kazdej podprzestrzeni U nie
zawierajacej sie w H. Natomiast, gdy U C H to Hrd(U) = UNU* = Rad(U).

Lemat 2.4 (Rozendorn [4]). Niech U bedzie reqularng podprzestrzeniq. Za-
ktadamy, ze U jest hiperplaszczyzng podprzestrzeni W albo W jest hiperplasz-
czyzng U. W obu przypadkach rdim(W) < 1.

Twierdzenie 2.5. Niech U bedzie podprzestrzenig z V' nie zawierajacg sie w
H. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) podprzestrzen Hrd(U) jest punktem,
(2) podprzestrzen U jest reqularna,

(3) rdim(U NH) <1 i zachodzi jedna z dwu moZliwosci:

(a) podprzestrzen U N H jest reqularna w symplektycznej geometrii
rzutowe] indukowanej na H,

(b) Rad(U N H) jest rzutowym punktem p i U ¢ p*.
DowOD. Oznaczmy
W:=UnNH i X:=UnW+

(1) = (2): Zakladamy, ze Hrd(U), jest punktem, ktory dalej oznaczymy
przez p. Przypusémy, ze U nie jest regularna. To znaczy, ze istnieje rzutowy
punkt ¢ € Rad(U). Wéwezas ¢ L U oraz ¢ C U. Z faktu 1.24(iii) ¢ L U N H.
Zatem

¢qCUNUNH) =Hrd(U) = p,
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co oznacza, ze p = q. To oznacza, ze p L U. Poniewaz q¢ 1 q wiec ¢ C H. Zatem
q CUNH, czyli ¢ L (UNH)*L. Stad i z faktu 1.24(v) mamy p L U+ (UNH)*.
Zakladajac, ze dim(U) = k policzmy

dim(UNH)F) =n—dim(UNH) =n—(k—1)=n—k+1
i dalej

dim(U + (UNH)) = dim U + dim((U N H)*Y) — dim(Hrd(U)) =
=k+(n—k+1)—1=n.

Tak wiec U + (UNH)L =V i w konsekwencji p € Rad(V) = ©. Co oznacza,
nasze przypuszczenie, ze Rad(U) # © byto falszywe.

(2) = (3): UnNH jest hiperptaszczyzna w U z zalozenia U € H. Z
lematu 2.4 mamy rdim(U N H) < 1. Mamy dwie mozliwosci:

(a) rdim(UNH) =0,
(b) rdim(U NH) = 1.

Podpunkt (a) oznacza, ze U N H jest regularna w H. W (b) Rad(U N H) jest
rzutowym punktem. Oznaczmy ten punkt przez p. Gdy p C U+ to poniewaz
p=RadlUNH) CUNH C U, wigc p C UNUL, co przeczy, ze U jest
podprzestrzenig regularna.

(3) = (1): Zalézmy najpierw, ze U NH jest podprzestrzenig regularna.
7 drugiej strony U N H jest hiperptaszczyzna w U. Gdyby, podprzestrzen
Hrd(U) byla co najmniej prosta, to poniewaz Hrd(U) C U, wiec Hrd(U)
przecinatoby U N'H w jakim$ punkcie rzutowym p. Tak wiec

pCHrd(U)NUNH=(UNH)*NUNH,

co przeczy naszemu zalozeniu o regularnosci U N H. Zatem Hrd(U) jest naj-
wyzej rzutowym punktem.

Zat6zmy teraz, ze Rad(U NH) jest rzutowym punktem. Dla skrocenia na-
zwijmy go p. Zauwazmy, ze

p=UNHN{UNH*CUNUNH)* =Hd(U) C U.

Przypu$émy, ze Hrd(U) jest co najmniej prosta. Wéwcezas na Hrd(U) jest
punkt ¢ rézny od p. Jesli ¢ € U N'H to poniewaz ¢ C (U N H)L wiec ¢ C
Rad(U NH), co oznacza,ze p = ¢, ale my zalozyliSmy inaczej. Musi by¢ zatem
g C U\UNH. Innymi stowy U = UNH+q. Z okreslenia ¢ mamy g L UNH. Stad
na mocy 1.24(iii) mamy ¢ L Rad(UNH) =p. Tak wieccp LUNH+¢=U z
uwagi na fakt 1.24(v). Dostajemy sprzeczno$é z zatozeniem (3)(b), ze U € pt.
Zatem nasze przypuszczenie, ze Hrd(U) jest co najmniej prosta jest falszywe,
co konczy dowdd. O
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Whiosek 2.6. Jesli p = Rad(U N H) jest rzutowym punktem to Hrd(U) = p.

DowoOD. Zalézmy, ze Rad(UNH) jest punktem rzutowym p. Z 2.5 wynika, ze
Hrd(U) jest punktem. Zauwazmy, ze p L. U NH, czyli p C (U NH)*. Ponadto
p CUNH CU. Tak wiec

p CUN(UNH)* =Hrd(U),
co konczy dowdd. O

Niech U bedzie regularng podprzestrzenia nie zawierajaca si¢ w H i niech
k = dim(U). Wtedy ograniczenie 1y biegunowosci 1 do U jest pseudo-
biegunowoscia. Przez Hy oznaczamy zbior wszystkich samosprzezonych punk-
tow ze struktury (U, Ly). Wowcezas Hrd(U) jest biegunem Hy. W ten sposéb
jesli 2 | k to Hrd(U) C Hy i jesli 21 &k to Hrd(U) ¢ Hy.

Przypomnijmy, ze geometria indukowana na H jest symplektyczna. Dlatego
U N H moze by¢ regularna wtedy i tylko wtedy, gdy 2 | dim(U N H), co daje
nam:

Uwaga. Niech U bedzie podprzestrzenia nie zawierajaca sie w H i niech
dim(U) = k.

o Jedli 2 | k wtedy: U jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy Rad(U N H)
jest rzutowym punktem p i U\H nie przecina pt.

o Jedli 2 1 k wtedy: U jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy podprze-
strzen U N H jest regularna.

Zbadamy teraz radykal prostej oraz warunki konieczne i wystarczajace na
to by prosta z P(V) byta regularna.

Lemat 2.7. Niech | bedzie prostg z P(V) i niech p bedzie rzutowym punktem
takim, ze p CINH (taki punkt zawsze istnieje bo H jest hiperplaszczyzng).

(i) Jesli 1 C H to

Lo P wtedy Rad(l) = O,
P70 wtedy Rad() =1

(ii) JesliilNnH=p to

e wtedy Rad(l) = O,
P wtedy Rad(1) = p.

(iii) Prostal jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy | € p*.

(iv) Rad(l) = p wtedy i tylko wtedy, gdy INH = p oraz | C pt.
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(v) Prosta l jest izotropowa wtedy i tylko wtedy, gdy | C H orazl C p*.

DowOD. Poniewaz H jest hiperplaszczyzng to mozliwe sg dwa przypadki:
albo [ C H, albo I NH = p. Dalej wykorzystujemy fakt, ze p* jest réwniez
hiperptaszczyzna. Rozwazmy wszystkie mozliwosci.

e Gdy ! € H, mamy dwa przypadki:

LA lp wtedy Rad(l) = ©,
P I, wtedy Rad(l) = I.
W pierwszym gdyby byl jaki$ punkt a € Rad(l) to mielibySmy a L p,
ale wowczas a = p, bo a C p NI = p. Nie moze byé p L [, gdyz woéwczas
pt N1 =11 sprzeczno$é z naszym zatozeniem, ze p~ N1 = p.

W drugim przypadku, wszystkie punkty [ sa samosprzezone, wiec dla
dowolnego punktu a # p, a Cl mamy a L aia L p wiec a L [, a zatem
a € Rad(l), czyli | C Rad(l) C I.

e Gdy I NH = p, mamy dwa przypadki:

Lago P wtedy Rad(l) = ©,
b )1, wtedy Rad(l) = p.

W pierwszym przypadku jedynym podejrzanym punktem nadajacym sie
do Rad(l) jest punkt p bo jest samosprzezony, ale p f [.

W drugim przypadku tylko jeden punkt jest samosprzezony, a punkty
Rad(l) musza by¢ samosprzezone zatem tylko p odpowiada tym wyma-
ganiom. Punkt p jest z Rad(l) poniewaz p L [.

O

Lemat 2.8. Niech q bedzie reqularnym punktem z P(V'). Prostal przechodzgca
przez q jest reqularna wtedy i tylko wtedy, gdy nie przecina ¢- N H.

DowOD. Rozwazamy taka prosta [, ze ¢ C [. Poniewaz H jest hiperptaszczy-
zng punktow samosprzezonych to niech p bedzie takim punktem, ze p = [N H.

= : Zalézmy, ze prosta [ jest regularna. Przypuéémy, ze [ przecina ¢- N H
w pewnym punkcie x. Wéwezas ¢ C ¢-, 2 € Hiz C [. Zatem = = p, bo
p = [N H. Dalej mamy p C ¢*, czyli ¢ C p*. Mamy wiec dwa rézne punkty z
prostej [ na p*: p oraz q. Ale, z 2.7 prosta [ nie jest zawarta w hiperptaszczyznie
p* i dostajemy sprzecznodé.

< Zaktadamy, ze prosta [ nie przecina ¢- N H. Przypusémy, ze [ nie jest
regularna. Z 2.7 | C p*. Zatem p C [*. Ponadto wiemy, ze g C [ wiec [+ C ¢+
z 1.24(vi). Stad p C ¢*. Z okredlenia p=INH, a wiecp C¢g-NHipCl, co
oznacza sprzeczno$¢ z naszym zatozeniem. O
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Dla dowolnego punktu rzutowego q zbior wszystkich prostych rzutowych
z V przez q tworzy przestrzen rzutowa P. Formalnie jej punkty to elementy
Sup,(q), a proste to elementy Sups(q).

Gdy punkt ¢ jest regularny to nie lezy na hiperptaszczyznie ¢ i w konse-
kwencji proste przechodzace przez g przecinaja ¢ punktowo. Wrecz mozna te
proste utozsami¢ z punktami w ¢ i w ten sposéb P mozna utozsami¢ z ¢=.
Wisréd wszystkich prostych przez g, te kore nie przecinaja ¢t N H sg, zgod-
nie z 2.8, regularne. Poniewaz ¢= N H jest hiperptaszczyznag w ¢*, to proste
regularne przez q tworza przestrzen afiniczng, horyzontem tej przestrzeni sg
proste przez ¢ przecinajace ¢- N H.

Lemat 2.9. Jesli b C H to afiniczna prosta, o kierunku b jest reqularna. Jesli
b Z H, to prosta afiniczna przechodzgca przez b nie jest reqularna.

DowOD. Niech b € H. Rozwazmy rzutowa prosta [ przechodzaca przez b.
Albo [ lezy na horyzoncie H, ale wtedy nie wyznaczymy prostej afinicznej,
albo [ przecina H w punkcie. Tym punktem jest b. Gdyby [ C b™ = H, to I
nie wyznacza prostej afinicznej. Tak wiec I € b iz 2.7 [ jest regularna.
Niech b € H. Rozwazmy rzutowa prosta [ przechodzaca przez b. Prosta [
wyznacza prostg afiniczng i [*° =[N H =: p. Zauwazmy, ze p C H wieccp L b
oraz p L p. Zatem | C p* iz 2.7 [ nie jest regularna. O

Szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 2.5 jest nastepujacy:

Lemat 2.10. Niech U bedzie ptaszczyzng nie zawierajgcg sie w H @ niech
I =UnNH. Zatem [ jest prostqg. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) plaszczyzna U jest reqularna,
(2) UNI* jest punktem,
(3) prosta l jest reqularna w symplektycznej geometrii rzutowe;.

Uwaga. Niech U bedzie ptaszczyzng nie zawierajaca sie w H. Jesli Hrd(U)
jest punktem p nie nalezagcym do H, wtedy U jest regularna.



Rozdziat 3

Grassmanniany regularnych
punktow i prostych

Strukture regularnych punktéw i prostych z pseudobiegunowoscig L bedziemy
oznaczali przez

Gl(:R) = <:R1,R2, C>.
Pierwsze spostrzezenie jest takie, ze zbior R; jest punktowym dopelnieniem
hiperptaszczyzny H. Wezmy
A= (R, L),
gdzie
L={l€Suby(V):1ZH},

bedaca przestrzenia afiniczna pochodzaca od P(V') przez usuniecie hiperptasz-
czyzny rzutowej H. Przez L, oznaczmy zbior regularnych prostych niezawie-
rajacych sie w H,

L,={leRy:ILH}={leRy:lEeL}CL.

Zauwazmy, ze G1(R) nie jest czesciowa przestrzenia prostych gdyz na prostej
[ € Ry takiej, ze | C H nie ma punktéw z R;. Jesli b € H, wtedy b jest punk-
tem z 2, ale dodatkowo jest izolowany w Gi(R), poniewaz, zadna regularna
prosta nie przechodzi przez b (por. 2.9). Przez 8 bedziemy oznaczaé strukture
powstata z G1(R) przez usuniecie izolowanych punktéw i prostych. Wtedy

B — <:R17£7"7C>7 gdybg H7
<Rl \ {b}v‘cra C>7 gdy b g H

jest podstruktura 2.

21
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3.1 Rekonstrukcja geometrii afinicznej

Stwierdzenie 3.1. Na plaszczyinie U w A przez kazdy punkt z U przechodzi
niereqularna prosta.

Dowo6D. Niech p € U*. Poniewaz p* jest hiperptaszczyzng w V i U € H to
UNpt jest hiperptaszczyzna w U. Oznacza to, ze U N p* jest prostg rzutows.
Poniewaz p jest na H, co réwnowazne jest, ze p C p*, wiec p C U N p*.
Zatem U N p* jest prostg przechodzaca przez p na U. Dla dowolnego punktu
q € UNpt mamy oczywiscie ¢ C pt co oznacza, ze p C Rad(U Npt) i koniczy
dowdd. O

Stwierdzenie 3.1 mozna wystowi¢ inaczej: na plaszczyznie afinicznej, w
kazdym kierunku tej ptaszczyzny istnieje prosta nieregularna.

Stwierdzenie 3.2. Jesli plaszczyzna U w2 zawiera dwie réwnolegle nieregu-
larne proste k,l to k> = [ = Rad(U) i w konsekwencji U jest niereqularna.

DowODp. Wezmy dwie nieregularne proste k,1 C U, takie, ze k||l. Wyznacz-
my horyzonty tych prostych. Zatem k> = [*° =: p. Poniewaz proste k,[ sa
nieregularne to Rad(k) = p = Rad(l). Zatem p L k,l. Wiec z 1.24(v) wynika,
zep Lk+1. Ale k+1=U. Czyli p C Rad(U), co daje nam, ze podprzestrzen
U jest nieregularna. O

Stwierdzenie 3.3. Jesli plaszczyzna U w A zawiera trojkgt o nieregularnych
bokach to Rad(U) = U™ oraz na U nie ma regularnych prostych afinicznych.

DowoOD. Niech 14, l5, I3 beda nieregularnymi bokami oraz niech aq, aq, a3 beda

wierzchotkami tréjkata na U takimi, ze a; € ;. Oznaczmy p; := Rad(l;) =
[ =1;N"H. Zatem p; L ;. Mozemy teraz wypisaé¢ kolejno prostopadtosci:

p1 L as, as, p2 L ay,as, p3 L ag,as.
Co daje nam od razu kolejne prostopadtosci:

ay L pa, ps, as L p1,ps, az L p1,po.
Korzystajac z 1.24(v) mamy:
a; L ps + ps, as L p1 + ps, as L p1 + po.

Ale po +p3s = p1 +p3 = p1 + p2 = U, oraz a; + as + a3 = U. Znowu
z 1.24(v) otrzymaliémy, ze U L U™. Stad mamy U C U oraz U*® C U*,
co daje, ze U*® C Rad(U). Gdyby inkluzja byta ostra, oznaczaloby to, ze
2 = dim(U*>) < rdim(U). Czyli rdim(U) = 3 = dim(U). Ale z tego mamy,
ze U = Rad(U), a to oznacza, ze U C H co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem.
Zatem U*> = Rad(U).

Wezmy prosta [ C U, byle tylko | € H. Prosta [ przecina U w punkcie,
nazwijmy go p. Stad p C Rad(U) czyli p L U 2 1. Wiec z 2.7 prosta [ nie jest
regularna i dowdd jest skonczony. O
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Stwierdzenie 3.4. Niech U bedzie plaszczyzng w 2 i niech | = U, Mozliwe
sq nastepujgce przypadki:

(i) 1 jest reqularna. Wtedy U jest reqularna, czyli Hrd(U) jest jakims$ afinicz-
nym punktem p z U. Prosta m € L zawierajgca sie w U jest niereqularna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy p C m.

(i) 1 jest izotropowa oraz zachodzq w tym przypadku dwie moZliwosci:

e [ =Rad(U), czylil L U. Wtedy U nie jest reqularna i nie zawiera
Zadnej reqularnej prostej. W tym przypadku Hrd(U) = U.

o | # Rad(U). Wtedy Rad(U) = q jest punktem z l. Prosta m € L
zawierajacq sie w U jest nieregularna wtedy 1 tylko wtedy, gdy q C
m. Teraz, Hrd(U) = .

DowOD. Poniewaz | C H, wiec z wniosku 2.7 wynika, ze Rad(l) = © albo
Rad(l) = I, czyli zostaly tutaj jedynie dwa wymienione przypadki z trzech
i aby dowies¢ to twierdzenie nalezy zajac¢ si¢ charakteryzacja nieregularnych
prostych z U.

(i) { jest regularna

Na mocy 2.10 plaszczyzna U jest regularna. Z 2.5 Hrd(U) jest punktem rzu-
towym p spoza H, czyli jest punktem afinicznym. Zatem p = U N (UNH)*L =
Unit.

Jesli jakas prosta m na U przechodzi przez p to przecina [ w jakim$ punkcie
q # p. Poniewaz ¢ C H czyli ¢ L ¢, oraz p L [, a w szczegdlnosci p L g, wiec
g L pg=m. Tym samym ¢ C Rad(m) i m nie jest regularna.

Zatézmy teraz, ze prosta m jest nieregularna, ale nie przechodzi przez p.
Prosta m przecina prosta [ w pewnym punkcie ¢q. Rozwazmy prostag k = pq.
Zauwazmy, ze m*> = q = k*°, czyli m || k. Prosta k przechodzi przez p, wiec
z tego co wyzej udowodniliSmy jest nieregularna. Mamy zatem dwie rézne,
réwnolegte i nieregularne proste m, k na U. Z 3.2 wynika, ze ¢ C Rad(U), co
oznacza, ze U jest nieregularna i otrzymali$émy sprzecznosc.

(ii) 1 jest izotropowa
Rozwazmy pierwszy przypadek, gdy Rad(U) = [. Wéwezas rzeczywiscie | L U,
i oczywiscie U nie jest regularna. Dowolna prosta m z U przecina prosta [ w
jakim$ punkcie q. Wiemy z 1.24(iii), ze ¢ L U, w szczegdlnosci ¢ L m a wiec
g € Rad(m) i z dowolnosci wyboru m zadna prosta na U nie jest regularna.
Zobaczmy, ze

Hed(U)=UNUNH*=UNnI+=U

jako, ze U C [+.
Teraz rozpatrzmy przypadek drugi, gdy Rad(U) # [. Rad(U) C H wiec
albo Rad(U) = © albo Rad(U) jest punktem ¢ z prostej [. W sytuacji gdy
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Rad(U) = ©, z 2.5 mamy punkt p = Hrd(U) = U N I+. Dowolnego punktu
q C I mamy p L ¢. Ponadto ¢ L [ bo [ jest izotropowa a wiec ¢ L [ +p=U
z 1.24(v). Co oznacza, ze ¢ € Rad(U) i otrzymujemy sprzeczno$¢. Tak wiec
Rad(U) = ¢ jest punktem na [.

Dla prostej m z U przechodzacej przez q oczywiscie ¢ L. mboq L U iw
konsekwencji ¢ € Rad(m), co znaczy, ze m jest nieregularna.

Na odwrdt, rozwazmy prosta nieregularng m na U. Rad(m) = r jest punk-
tem i musi zachodzi¢ r C H, a wiegc r C U NH = [. Przypu$émy, ze ¢ £ m.
Woéwezas r L g+m = U daje nam r C Rad(U) czyli ¢ = r C m i otrzymaliSmy
sprzecznos¢. Musi zatem by¢ ¢ C m.

Na koniec przeliczmy

Hrd(U) =UN({UNH)* =UNnI*.

Prosta [ jest izotropowa wiec [ C U NI+, zatem Hrd(U) jest co najmniej
prosta [. dyby Hrd(U) bylo wigksze, a wiec plaszczyzna U, czyli U = UNI* to
U C It Stad I CUNU* = Rad(U), sprzeczno$é¢ z zatozeniem, ze Rad(U) = q.
Ostatecznie Hrd(U) = L.

]

Na mocy 3.4 mozemy twierdzi¢, ze na plaszczyznie afinicznej U takiej,
ze rdim(U) < 1, wszystkie proste nieregularne tworza pek. Wierzcholek tego
peku bedziemy oznaczaé q(U). Nastepny fakt nizej méwi o tym wierzchotku.

Stwierdzenie 3.5. Niech U bedzie plaszczyzng w 2, takg Ze rdim(U) < 1.
e q(U) jest punktem afinicznym, gdy rdim(U) = 0.
e (U) jest punktem niewlasciwym na U™, gdy rdim(U) = 1.
DowOD. Dowdd tego stwierdzenia jest bezposrednig konsekwencjg 3.4. [

Lemat 3.6. Zakladamy, Ze proste z P(V') majq rzqd co najmniej 4.

Niech my, ms bedg dwiema reqularnymi rownolegtymi prostymi z L i niech
U bedzie afiniczng plaszczyzng zawierajgeg te proste. Wtedy U jest reqularna
albo Rad(U) jest punktem. W obu przypadkach U zawiera pare reqularnych
prostych kq, ko, ktore przecinajqg sie w afinicznym punkcie oraz k; przecina sie
zm; w afinicznym punkcie dla wszystkich i, j.

DowoOD. Niech a; bedzie jakim$ punktem z m,. Rozwazmy prosta kg taczaca
ay z wierzchotkiem q(U) peku prostych nieregularnych na U. Niech y = maNky
i ay bedzie afinicznym punktem z mo réznym od y. Wezmy ky = aq, as. Niech
b € ky bedzie afinicznym punktem réznym od aq, as i niech ky = b, y. Prosta
ks przecina prosta m; na mocy (AVC). O
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Twierdzenie 3.7. Rownoleglo$¢ regularnych prostych w terminach B defi-
niujemy nastepujgco:

m1||m2 <~ (3 k1>k2)(3 b, a’laa'QablabQ)
[]{71 %]{32 /\le{:l,kg/\alIkl,ml/\a21k1,m2/\blIl{:Q,ml
Nby Lky,ma Ap Y my,mo] A =3 ala I my,me] (3.1)

Lemat 3.8. Niech U bedzie plaszczyzng afiniczng z rdim(U) < 1. Wtedy U
zawiera trojkat o reqularnych bokach. Jesli zatozymy dodatkowo, zZe rzqd prostej
wP (V) jest co najmnie] 5 to wéwcezas przez kazdy afiniczny punkt z U rézny od
q(U) przechodzi reqularna prosta przecinajgca boki tego tréjkqta w co najmniej
dwoch afinicznych punktach.

DowOD. Z uwagi na 3.4 nieregularne proste z U tworzg pek z wierzchotkiem
q(U): wtasciwym gdy rdim(U) = 0 albo niewtasciwym gdy rdim(U) = 1. W
taki sposob istnienie wymaganego trojkata jest oczywiste. Niech ay, as, a3 beda
wierzchotkami tego tréjkata i x bedzie dowolnym afinicznym punktem z U.
Jedyne proste przez x, ktére nie przecinajag naszego trojkata w zadany sposdb
to: x,ay || as,as, x,as || ai,as, x,a3 || a1,as i z, q(U). Korzystajac z 1.15 w
21 wszystkie proste przechodzace przez a;, réwnolegte do a;, ai, dla {i, j, k} =
{1,2,3} sa wspdlpekowe i potencjalnie przechodza przez z. Z zalozenia przez
x przechodzi co najmniej 5 prostych. Eliminujac 4 z nich pozostaje jeszcze
jedna, wymagana prosta. O

Definicja 3.9. Niech A bedzie trojkatem w B o bokach [y, ls, 3. Oznaczmy:

m(A):={z: (3 k)3 a,b)
[z,a,blkNa#bAN((all,b1ls)
Niech P bedzie zbiorem plaszczyzn w 2 i P; bedzie zbiorem ptaszczyzn w

P z rdim = i. Wtedy

jest zbiorem ptaszczyzn z rdim < 1. Dla U € Py oznaczamy przez
[U] = Ri(U)\{a(U)}-
Jesli U € Py wtedy [U] = Ry(U). Jesli U € Py wtedy [U] jest afiniczna
plaszczyzng z usunietym jednym punktem. Gdy F' # GF(2) to
{[U] : U € Po1} = {m(D) : A jest trojkatem w B}.

Lemat 3.10. Niech | € L bedzie prostg nieregularng, a C 1 bedzie afinicznym
punktem 1 niech I*° =: p. Niech U € Py, zawiera | i niech m = U*. Wtedy
zachodzi jedna z dwu mozliwosci:
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(i) mnpt =p (m & pt). W tym przypadku m jest prostq reqularng, wiec
rowniez U jest reqularna.

Dagje to nam, ze q(U) C I, wicc m C q(U)*. Aby a # q(U) musi byc¢
m ¢ at.

(i) mCpt,mflialbobCH, albob 1.

DowOD. Skoro p jest punktem to p* jest hiperplaszczyzna i prosta m lezy
na p* albo przecina p* w punkcie.

(i) Dowdéd wynika bezposrednio ze stwierdzenia 3.4.

(ii) Wiemy, ze m C H, m C p* oraz p C m. Biorac dowolny punkt x C m
mamy albo p = z i wtedy 2 C m™*, albo p # x, a wtedy L x oraz = L p,
co daje x € m*, na mocy 1.24(v), bo m = p,x. Zatem z dowolnoéci wyboru
x mamy m C m? , czyli prosta m jest izotropowa. Gdy m L [ to wowczas
m L m+1=U, a zaktadali$my, ze rdim(U) < 1, wiec m [ [.

Zal6zmy teraz, ze b € Hi b C [. Nie moze by¢ p = b z uwagi na nasze
zatozenia, ze p = [*° C H. Zatem [ = p,b = p + b. Zgodnie z 1.24(viii) mamy

It =ptnbt =ptNH,

ale poniewaz m C pt N H, wiec m L [. To konczy dowdd na mocy prawa
kontrapozycji. O

Lemat 3.11. Zaléimy, Ze proste z P(V) majg rzad co najmniej 5. Jesli |
jest niereqularng prostq oraz ay, as, az sq¢ afinicznymi punktami takimi, ze b #
ayi,as, a3 C 1, to istniejg rézine plaszczyzny afiniczne Uy, Us € Poy takie, Ze
a1, Q2,03 € [Ul] N [U2]

DowoOD. Niech p := [*°. Z uwagi na 3.10 wystarczy znalezé dwie proste

my, mg C H, takie by my,mo ¢ pt,ai, a3, as. O

Zauwazmy, ze zatozenie o rzedzie prostych jest istotne. Hiperptaszczyzny
pt,af,ay,ay tworza pek, bo maja wspolny nastepnik V' oraz wspdlny po-
przednik [*+. Taki pek po zdualizowaniu jest z dokladnoscig do izomorfizmu
prosta rzutowa. Musza by¢ na niej co najmniej 4 punkty, zatem F musi by¢

co najmniej GF(4), woéwczas proste sa rzedu co namniej 5.

Twierdzenie 3.12. Jesli ciato F ma co nagjmniej 4 elementy, to afiniczna
przestrzen A jest defintiowalna w terminach geometrii 8 1 w konsekwencji
P(V) jest definiowalna w terminach 9B.

DowOD. Bezposrednia konsekwencja 3.11 jest, ze relacja wspétliniowosci na
zbiorze punktéw afinicznych réznych od b jest definiowalna w terminach geo-
metrii B. Niech L, bedzie zbiorem klas rownowaznodci tej relacji. Jesli b jest
punktem niewladciwym to mamy koniec, bo Ly sktada si¢ z afinicznych niere-
gularnych prostych.
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Zaktadamy, ze b jest punktem afinicznym, tzn. b ¢ H. Wtedy £, sktada sie
z nieregularnych prostych nie zawierajacych b i zbioréw postaci [\ b, gdzie [ jest
prostg nieregularng przechodzaca przez b. Rozwazmy incydencyjna strukture

B = (S\H, Ly UL,).
Dla kazdego trojkata A z 9B otrzymujemy zbior
() = {1 € LoUL,: [r(A)N1| > 2}.

Wezmy [ € Ly. jedli wszystkie zbiory 7 (A) zawierajace [* sa afinicznymi
plaszczyznami w B, to [* jest kompletng prosta i piszemy [' = I*. W przeciw-
nym razie [ := [*U{b}. Wtedy L := {I' : | € Ly} jest zbiorem nieregularnych
prostych w i £ = L, U L. O

3.2 Niewykonalnos$¢ rekonstrukcji geometrii
rzutowo-metrycznej

Dla dowolnego zbioru X afinicznych punktéw przez X oznaczamy najmniejsza
podprzestrzenn w P (V') zawierajaca X.

Lemat 3.13. Zalozmy, ze F' # GF(2). Wezmy q € H. Wtedy zbior

[q) = {a: a jest punktem w A, a,q & L,}

jest zbiorem afinicznych punktéw na q- oraz [q] = q*.

Podobnie, jesli a jest punktem w 2, wtedy zbior [a] = {k* :a | k, k €
1

L\L,} koincyduje ze zbiorem Sub;(a* N H), ale nie ze zbiorem a™.
Twierdzenie 3.14. Jesli ' # GF(2) to wowczas rzutowa przestrzen me-
tryczna (P(V'), L) nie jest definiowalna w terminach geometrii B.

DowOD. Niech b = (ey) dla pewnego wektora ey. Sa dwie mozliwosci do
rozpatrzenia.

e b ¢ H: Niech £H bedzie ograniczeniem ¢ do H. Wtedy &p jest nie-
zdegenerowang forma symplektyczng. Oznaczmy € = £(eg, €9). Niech ey, ..., e,
bedzie baza w H. Wtedy rodzina £ = (e;,i = 0,...,n) jest baza w V. Mamy
b L (h) dla wszystkich h € H i w ten sposéb forme £ mozna wyrazié za
pomoca ponizszej formuty:

g(hl —+ a€p, hg —+ 04260) = §H(h1, hg) + Q1Qgg, (33)

gdzie hy, ho € H oraz oy, ay € F. Odwrotnie, dla dowolnej niezdegenerowane;
formy symplektycznej £y okreslonej na H oraz dla dowolnego € € F byle € # 0
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formuta (3.3) definiuje niezdegenerowana forme dwuliniowa £ = &.. Jesli M
jest macierza formy £y w danej bazie, wtedy

jest macierza formy & i det(M.) # 0. W szczegblnosci, dla h,hy € H i dla
a € F' mamy:

E(hi, h+ aeg) = &(hi,h) oraz  &(h+ aey, h + aey) = o’c.

Biegunowos$¢ wyznaczong przez &. bedziemy oznacza¢ przez L., natomiast
strukture regularnych punktow i prostych wzgledem 1. bedziemy oznaczaé
przez B.. Wezmy €1, €5 bedace skalarami r6znymi od zera. Wtedy dla punktow
rzutowych a, p, q takich, ze a  H, p,q CH:

pleg=npl.,q (3.4)
iplias=pl,a (3.5)

Z (3.3),(3.4) i (3.5) wynika, ze zbiér samosprzezonych punktéow wzgledem &,
jest hiperplaszczyzna Sub;(H), oraz prosta w 2 jest regularna wzgledem 1.
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona regularna wzgledem 1., . Daje to nam
rezultat w postaci B., = B.,.

Teraz wezmiemy takie hq, ho € H, ze Eq(hq, he) # 0. Niech &1 = Eq(hy, ha),
a; = (h;+eg) dlai = 1,2 i wezmy &5 bedace niezerowym skalarem r6znym od
1. Z (3.3) policzymy bezposrednio, ze

& (ar,a2) = & (h +eo, ha + €0) = E(hi, ho) 61 = 1 + 61 = 26 = 0.
Zatem ay L., ag oraz podobnie dla

562(a17 a2) = 562(}1'1 + €0, h2 + 60) =& + &2 # 07

bo €1 # €9, ale réwniez €9 # —e1 = 1. Tak wiec a1 L., as. Zatem nie mozna
zdefiniowa¢ L., w terminach B.,.

e b C H: Wezmy w ¢ H. Forma &y bedzie zdegenerowana forma symplek-
tyczna. Niech Y = wt NH, wtedy eg,w ¢ Y. Niech (ey, ..., e, 1) bedzie baza
w Y, wtedy (e, ..., ,—1) bedzie baza w H oraz (w, e, ..., e,_1) bedzie baza w
V. Wezmy y € Y, wtedy

g(va) = 07 §(y, 60) = 0, 5(60, 60) =0.

WeZzmy dowolne dwa wektory y; + «e, + fiw, (y; € Y,au, 0; € Fyi = 1,2) w
V. Mamy:
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£(y1 + ae, + ﬁlw, Y2 + o€, + 62(,()) =
go(yla y2) + (O‘162 + 04261))\ + 5162/1, (3.6)

gdzie p = &(w,w) # 0, A = £(ep,w) # 0 oraz &y jest ograniczeniem £ do Y.
Dla dowolnych skalaréw p, A # 0 niech &, , bedzie dwuliniows forma zde-

finiowana na V' przez formute (3.6). Wezmy M bedace macierza formy &y w

podanej bazie, &y jest niezdegenerowang formg symplektyczng. Wtedy

w A0 ... 0]

A0 0 ... 0
M, = 0 0

o M

_OO J

jest macierza £, \ w naszej bazie. Rzeczg jasna jest to, ze det(M, ) # 0, zatem
§u jest niezdegenerowana.

Wezmy L, \ bedace biegunowoscia wyznaczong przez forme &, , oraz niech
B, » bedzie indukowang strukturg regularnych punktéw i prostych wzgledem

gu,)v

Poniewaz £, \(w,w) # 0, forma &, \ nie jest symplektyczna. Mamy prosty
rachunek £, \(y + aep,y + aey) = 0, dla kazdego y € Y i dla wszystkich
skalarow a. W konsekwencji, H jest zbiorem izotropowych wektoréw &, ».

Na podstawie (3.6) obliczamy

Eun(y1 + areg, yo + azeg) = &y (Y1, ¥2)

1 &un(y1 + aren, ya + azep + Bw) = &y (y1,42) + A B

dla wszystkich y1,y. € Y oraz ay,as, 8 € F. To oznacza, ze dla niezerowych
skalarow Aq, A9, fi1, o 1 punktéw rzutowych a, p, q takich,ze a Z H, p,g C H :

D J—/n,)q q<——=1p J—Mz,)\z q (37)
pLlunas=pLl,a (3.8)

Wezmy jakie$ yi,yo € Y takie, ze & (y1,y2) # 01 wezmy p1 = &y (1, y2)-
Oznaczmy a; = (y; + w). Na koniec wezmy py, puo takie, ze s # p1. Wtedy
B, 2= B, \; przeliczmy

5;“,,\(@1, az) = 5u1,A(y1 +w,ys + W) =
v (Y1, y2) FON+ py = pg + g = 2p1 =0,

a wiec a; L, x ap oraz podobnie

Euonlar, az) = Eua(yy +w,y2 +w) = &y (Y1, y2) + 0N+ pio = p1 + o # 0,

zatem a; £, » az. W konsekwencji L, \ nie mozna zdefiniowa¢ w B, . O
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Przypomnijmy, ze R;. jest rodzing regularnych podprzestrzeni k-wymiaro-
wych P (V). Bezposrednia konsekwencja 2.5, 3.12, 3.13 sa nastepujace wnioski:

Whniosek 3.15. Dla wszystkich catkowitych k rodzina Ry, jest definiowalna w
B, przy zatozeniu, ze peki w P(V') sq rzedu co nagmniej 5.

Regularna przestrzen pekow to struktura postaci
Pi(R) = (Re, Pu(R)),

gdzie punktami sg k-wymiarowe regularne podprzestrzenie a natomiast pro-
stymi sa regularne peki, to znaczy peki o regularnym wierzchotku i podstawie.

Whiosek 3.16. Zaldimy, ze peki w P(V) sq rzedu co najmniej 5. Jesli 1 <
k < dim(V) dla catkowitego k to wyjSciowa przestrzen rzutowo-metryczna nie
moze byc zdefiniowana w terminach struktury

Gk(:R) = <:Rk> :Rk-i-la C>
ani w terminach struktury

Pi(R) = (Ri, Pe(R)).

3.3 Automorfizmy

Z uwagi na 3.12, Aut(*B) jest podgrupa Aut(A). Wezmy f € Aut() oraz
niech f*° bedzie jego dzialaniem na horyzoncie Sub;(H) w 2. Jedli f €
Aut(B) to wtedy f>° bedzie automorfizmem indukowanej rzutowo-metryczno-
symplektycznej geometrii na H. Ponadto f musi zachowywaé¢ rodzine hiper-
plaszczyzn

{lq] : ¢ € H}.

Rozpatrzmy teraz prosty, ale pozyteczny lemat:

Lemat 3.17. Niech f € Aut(). Nastepujoce warunki sq réwnowazne:
(1) f € Aut(B),

(2) f*eAut((H, Ly)) i (f, f*°) zachowuje L N(R; x H).

DowOD. Wystarczy zauwazy¢, ze f zachowuje klase regularnych prostych
wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje klase nieregularnych prostych. Z 2.7(i)
prosta p, q, gdzie p jest regularnym punktem, a ¢ punktem niewtasciwym, jest
nieregularna wtedy i tylko wtedy, gdy p L ¢, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.18. Zakladamy, ze b € H. Niech &y bedzie obcieciem & do
H. Wtedy ¢ wyznacza Ly oraz

Aut(®B) = {p € 'L(H) : ¢ zachowuje Ly}.
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DoOwOD. Zauwazmy, ze przestrzen afiniczna 2 moze by¢ reprezentowana jako
analityczna przestrzen afiniczna A(H). Punkt b jest jednoznacznie wyznaczo-
nym punktem przestrzeni 2 takim, ze kazda prosta przez niego jest niere-
gularna. Dlatego punkt b jest niezmiennikiem automorfizmu przestrzeni ‘B.
W przestrzeni A(H) mamy odpowiednik b’ punktu b. Mozna dobra¢ uktad
wspotrzednych A(H), tak aby b’ byt poczatkiem tego uktadu. Wowcezas kazdy
automorfizm ¢ przestrzeni B jest potliniowa bijekcjg na H. Poniewaz H jest
horyzontem przestrzeni A, to z 3.13 automorfizm ¢ zachowuje L. Zastoso-
wanie formuty (3.3) uzasadnia, ze je$li ¢ € I'L(H) zachowuje biegunowos¢
okreslona na H przez forme symplektyczna £y, to wowczas ¢ zachowuje klase
prostych regularnych. W ten sposéb dowdd jest zakonczony. O

Dalej rozwazamy przypadek gdy b C H i korzystamy z rozktadu formy tak
jak w 2.1.

Twierdzenie 3.19. Zakladamy, ze b C H. Nastepujgce warunki sg rowno-
wazne:

(1) f € Aut(B),

(2) Istnieje ¢ € 'L(H) i wektor w € H taki, Ze f(p) = ¢(p) + w dla
wszystkich p € H, ¢ zachowuje Ly, 1 nastepnie mamy

EH(p, q) = m1(q) = Enle(p), 9(@)) + Enlw, (q) = mi(w(q)),

dla wszystkich p,q € H, gdzie m jest rzutowaniem na pierwszq
wspotrzednaq.

DowOD. Jako szczegdlny przypadek automorfizmu przestrzeni afinicznej 24
(por. 3.12) automorfizm f przestrzeni B jest ztozeniem pdtiniowego odwzoro-
wania ¢ i translacji o wektor w. W rzutowych wspétrzednych mozemy zapisaé

fLp) = Lo+l 1 f([0,4]) = [0, p(g)]-

Odwzorowanie f w takiej postaci jest automorfizmem B wtedy i tylko wtedy
gdy zachowuje Ly oraz zachowuje regularne proste. Z 3.18 f zachowuje re-
gularne proste wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje odpowiednie ograniczenie
biegunowosci. Aby dopetni¢ dowdd nalezy przeliczyc¢:

E([1,0],10,4]) = En(p, @) + m1(q),

dla wszystkich p,q € H. O



Rozdziat 4

Grassmanniany regularnych
podprzestrzeni o wyzszych
wymiarach

4.1 Peki prostych regularnych

W tym rozdziale zwrocimy uwage na Grassmannian
GZ(R) = <R27R37 C>
regularnych prostych i ptaszczyzn rzutowych.

Lemat 4.1. Jezeli Iy, 1o, 13 sq wierzcholtkami trojkata w Go(V), to wowczas
dlm(ll N l2 N lg) =1.

DowOD. Rozpatrzmy tréjkat o wierzchotkach Iy, 1y, I3 w Go(V). Odwolujac
sie do [8, Lemat 1.9] wiemy, ze wierzchotki maja albo wspdlny poprzednik
albo nastepnik w kracie wszystkich podprzestrzeni przestrzeni V. Gdyby miaty
wspoélny nastepnik, to boki rozwazanego tréjkata bytyby tym nastepnikiem,
co daje sprzecznosé z definicjg trojkata. Ostatecznie otrzymujemy, ze [y, lo, I3
maja wspOlny poprzednik I3 Ny N3, czyli dim(l; Ny Ni3) = 1. O
Fakt 4.2. W Gy(V) rozwaimy tréjkgt o wierzchotkach ly,ly,ls oraz bokach
Uy, Uy, Uy takich, ze l; ¢ U;, i = 0,1,2. Proste rzutowe ly, l1,ls majg wspolny
punkt rzutowy p oraz

{1€Suby(V): (3 U €Subs(V)) [ CU,U A L CUJ} =
{leSuby(V):pclc U} =plp,U;) € Po(V). (41)
Fakt 4.3. Relacja
Lp(v)(ll,lg,lg) = (E| l(] - Subg(V))(ﬂ Uo, Ul, UQ, U3 - Subg(V))

[l() ¢ Uy N /3\([2 c Uy, U; N ly C Ul)], (42)

1=1

32



POLAR SPACE I STRUKTURY PODPRZESTRZENI REGULARNYCH... 33

gdzie ly, 1o, l3 sg dowolnymi prostymi rzutowyms, pokrywa sie z relacjqg wspot-
pekowosci w Po(V).

Lemat 4.4. Niech U € Subg(V) oraz k > 3. Jesli U zawiera izotropowq
podprzestrzen wymiaru k — 2 to jest nieregularne.

DowOD. Niech W bedzie izotropows podprzestrzeniag wymiaru k — 1 w U.
Istnieje wowczas rzutowy punkt p taki, ze U = p @ W. Zauwazmy, ze pT jest
hiperplaszczyzng w V. Zatem W Np™ jest hiperplaszczyzng w W albo W C p*.
W pierwszym przypadku mamy dim(WnNpt) = k—2 > 1z zalozenia, ze k > 3.
W drugim przypadku dim(W Npt) = dimW = k — 1. W obu przypadkach
mozemy wzigé taki punkt rzutowy ¢, ze ¢ C W N pt. Poniewaz W L W, wiec
w szczegolnosci ¢ 1. W. Ponadto ¢ L p. Zatem q L p® W = U, co oznacza, ze
q € Rad U, a wiec U jest nieregularne. O

Lemat 4.5. Jesli U € Subs(V') oraz U C H, to U jest nieregularne.

DowOD. Niech p bedzie dowolnym punktem rzutowym na U. Jedli p € Rad U
to dowdd jest zakonczony. W przeciwnym razie zauwazmy, ze U N pt jest
hiperptaszezyzng w U, a dokladniej dim(U N pt) = 2. Mozemy zatem wzigé
drugi punkt rzutowy q # p taki, ze ¢ C U N p*. Poniewaz p L p, ¢ L ¢ oraz
p L q, wiec z 1.24 (xi) mamy p+q L p+q, ale p+q = UNpt. Teraz z lematu
4.4 dowdd jest zakonczony. O

Lemat 4.6. Niech U € R3 i niech p bedzie punktem rzutowym na U.
(i) Jesli p=q(U), to p(p,U) N Ry = 0.

(ii) Jesli p # q(U), to p(p,U) N R2 = p(p,U) \ p, q(U).
Pokazemy teraz, ze rodzina pekow regularnych jest definiowalna w Go(R).

Stwierdzenie 4.7. Zakladamy, ze F' # GF(2). Wezmy relacje L = Ly zdefi-
niowang formulqg (4.2), w ktérej Sub(V') zastepujemy przez R. Niech ly, 1y, l3 €
Ry. Relacja L(ly, 1, 13) jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy Iy, 12,13 € p(p, U)
dla pewnego punktu p i pewnej plaszczyzny U € Rg.

DowOD. =: Oczywiste z uwagi na 4.2.

<: Niech U € R3, niech p bedzie punktem z U i niech [y, 5, [3 bedg trzema
parami réznymi regularnymi prostymi na U przechodzacymi przez p. Oznacz-
my m = U*. Z uwagi na 2.7(i) mamy dwie mozliwosci, albo m jest regularna
albo izotropowa. Prosta m nie moze by¢ jednak izotropowa ze wzgledu na
lemat 4.4, bo woéwczas U byloby nieregularne. Tak wiec m € Rs.

Aby skonczy¢ ten dowdéd musimy znalezé regularng prosta [y przechodzaca
przez p, ale nie na U. Pomyst jest taki, aby podprzestrzenie

U1:ZO—|—11, UQIZO_'_ZQ, nglo‘i‘lg

byty regularne. W tym celu musimy rozpatrzy¢ trzy nastepujace mozliwosci.
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(1°) p jest punktem afiniczny (wlasciwy).

Wiemy, ze mNm* = ©. Oznaczmy ¢; = mNI; dlai = 1,2, 3. Poniewaz prosta
l; jest regularna oraz ¢; L ¢; wiec ¢; € p* dla wszystkich i = 1,2,3. W ten
sposOb po pierwsze: p . m, po drugie: przeciecie prostej m z hiperptaszczyzna
pt jest punktem g réznym od qi, qa i gs.

Niech z bedzie punktem z m réznym od ¢;, gdzie ¢ = 0,1,2,3 i niech y
bedzie takim punktem z (m*NH)+x, ze y # x oraz y € m*. Zauwazmy, ze y
musi leze¢ na prostej x, z = x + 2, gdzie z jest punktem na m* jednoznacznie
okreslonym przez wyboér y. Zauwazmy rowniez, ze nie moze by¢ y C m, bo
gdyby tak, to

zCx,y=x+y=m,

co oznacza, ze z C Rad(m) = © i sprzecznos¢.

Przypuéémy teraz, ze y L ¢; dla pewnego i = 1,2, 3. Zauwazmy, ze ¢; L m=*
bo ¢ C m. Ponadto ¢; L ¢; bo ¢; C m C H. Zatem ¢; C m*+¢;, czylim*+¢q; C
qi, ale g;- jest hiperptaszczyzng, natomiast m* jest ko-hiperptaszczyzna, wiec
ostatecznie z przeliczenia wymiaréw musi byé¢ m* + ¢; = ¢;. Z tego co tutaj
zalozyliémy mamy vy C m* + ¢;, czyli y C z;, ¢ = 2 + ¢; dla pewnego punktu
rzutowego z; na m*. Poniewaz m N'm* = O, wiec musi by¢ ¢; = z, co nie jest
mozliwe.

Teraz przypusémy, ze y L p i oznaczmy | = y + qo. Woéwezas | C pt. Dla
wszystkich i = 1,2, 3 prosta [ przecina ¢; + m* w pewnym punkcie y; takim,
ze y; # y. Zauwazmy, ze y; L p, a ponadto y; C 2, ¢ = % + ¢ dla pewnego
2z C m*. Gdyby 2z # z;, to proste m oraz z,z lezalyby na plaszczyznie
m + . To oznaczaloby, Ze te proste przecinaja sie i w efekcie m Nm* # O, co
przeczy poprzednim ustaleniom. Rozwazmy jeszcze jeden punkt ¢’ na prostej
r,z=1z+z2 Gdyy' C p*, to moze by¢ kolejny punkt 3] na prostej z + ¢, taki,
ze p L y;. W koncu dostaniemy w ten sposéb ¢; L p, co jest wykluczone.

Wezmy prosta lg = p,y. Zauwazmy, ze y L y i pokazaliémy juz, ze y £ p,
a zatem lp € Ry z uwagi na 2.7. Oznaczmy plaszczyzny U; = [y + [; dla
1 = 1,2,3. Rozwazmy proste U = ¢;,y. Poniewaz y L y iy [ q;, wiec z 2.7
mamy U € Ry. Stad, na mocy 2.10 musi by¢ U; € Rs.

(2°) p C mim #ly,ls,l3, czyli [; sa prostymi afinicznymi (whasciwymi).
Wiemy, ze prosta m jest regularna oraz m C H. Niech [y bedzie inng regularna
prosta przechodzaca przez p lezaca w H. Wezmy U; = [y + ;. Wtedy U = [,
i w ten sposéb U; € R3 na mocy 2.10.

(3°) p C mim =1; dla pewnego i € {1,2,3}.

Bez zmniejszania ogdlnosci naszych rozwazan mozemy przyjaé, ze i = 1. Wez-
my plaszczyzne D zawierajaca prosta m i zawarta w H. Skoro D zawiera prosta,
regularng m, to z 2.4 radykat D jest najwyzej punktem, natomiast z 4.5 ten

radykal to co najmniej punkt. Zatem Rad(D) jest punktem i przyjmijmy, ze
q := Rad(D).
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Nie moze by¢ p = ¢ bo wowczas p L. D i w szczegolnosci p L [y, co przeczy
zalozeniu, ze proste [; sa regularne. Jedyna nieregularna prosta przechodzaca
przez p na U to ky := p, q(U) oraz jedyna nieregularna prosta przechodzaca
przez p na D to ky := p,q. Niech Uy := k; + ko. Poniewaz p L ky, ko, to
mamy p L Uy. Przyjmijmy Y := D+ U. Mamy Y € Suby (V). Ponieaz p' jest
hiperplaszczyzna, to albo Y C p*, albo Y Np' jest plaszczyzng. W pierwszym
przypadku dostajemy I; C pt i sprzecznoéé bo [ jest regularna. W drugim
przypadku otrzymujemy Y Npt = Uy.

WezZzmy prosta ms na D przez p, r6zng od ks i od m. Zauwazmy, ze prosta
ms jest regularna. Dla Us := l3 + m3 mamy Us € R3 bo U® = ms.

Poniewaz p C Us, Uy C Y, to przekroj ko := Uz N Uy jest prosta.

Rozwazmy plaszczyzne B := ls + ky. Wtedy B i Us maja wspélna prosta
k4. Niech [y bedzie prosta w p(p, Us) rézna od I3, ky, ko, ms . Wtedy ly Uy i
w ten sposob [y jest regularna. Niech U, := [y + lo. Wowczas p € U3® oraz

U =UsNH=U,ND # ky,

co daje, ze Uy € Rs.
Ostatecznie, wezmy Uy := [y + ;. Wtedy Uy® = m i w ten sposoéb U; € Rs.
W ten sposoéb dowodd jest zakonczony. O

Rodzina klas abstrakeji relacji Ly jest zbiorem:

{p,(p.U) :p C U € Rs}\{0},

gdzie
pr(p>U) :{l ERQ pClC U}

Lemat 4.8. Zakladamy, ze b C H. Jesli U jest plaszczyzng rzutowq nie za-
wartg wH ¢« b C U wtedy U jest nieregularna.

DowOD. Zauwazmy, ze U N H przy naszym zalozeniu musi by¢ hiperplasz-
czyzng w U, czyli prosta rzutowa. Z uwagi na 2.5 ptaszczyzna U nie jest regu-
larna. O

Lemat 4.9. Niech | bedzie reqularng prostq. Nastepujgce warunki sg rowno-
wazne:

(1) bc !l orazb C H,
(2) kaZda plaszczyzna rzutowa zawierajgca l jest niereqularna.

DowODp. (1) = (2): Przyjmijmy nie wprost, ze jest plaszczyzna regularna
U taka, ze | C U. Z przechodniosci b C U, bob C [ .

Mamy dwie mozliwosci: albo U C H, albo U N H jest hiperptaszczyznag w
U. W pierwszym przypadku dostajemy sprzecznos¢ z lematu 4.5. W drugim
przypadku dostajemy sprzecznosé z lematu 4.8. Zatem nasze przypuszczenie
byto fatszywe.
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(2) = (1): Rozwazmy dwa przypadki:

(I°)ybCcH
Przypusémy, ze b ¢ [. Jedli [ C H to rozpatrujemy dowolng ptaszczyzne U nie
zawarta w H taka, ze U = [. Poniewaz [ jest prosta regularna wiec na mocy
2.10 U jest plaszczyzna regularng i mamy sprzecznos$¢é. Musi by¢ zatem [ ¢ H,
a wiec [*° = q jest rzutowym punktem.

Poniewaz b ¢ [ wiec ¢ # b i na H mozemy znalezé prosta regularng m
przez q. Zauwazmy, ze plaszczyzna U = m + [ rozpieta przez proste m i [,
jest regularna z uwagi na 2.10. Ponownie dostajemy sprzecznos¢ z zatozeniem.
Musi by¢ zatem b C [.

(2°)bZ H
Gdy [ C H to bierzemy U = [ + b. Zauwazmy woéwczas, ze U™ = [, wiec na
mocy 2.10 U jest regularne. Musi by¢ zatem [*° = ¢ dla pewnego rzutowego
punktu q. Zauwazmy, ze b ¢ [, bo w przeciwnym razie bytoby b L ¢, a wiec
b = Rad(l). Podobnie jak wczesniej mozemy wziaé¢ prosta regularna m przez
q na H irozpia¢ U = m + [. Takie U jest regularng ptaszczyznag z 2.10. Za
kazdym razem dochodzimy do sprzecznosci, wiec nie moze by¢ b ¢ H. W ten

sposéb dowdd jest zakonczony.
O

Dla poprawienia czytelnosci trojargumentowa relacja bycia trojkatem w
G (R) bedzie oznaczana w nastepujacy sposob:

Al la,l3) <= 1,12, 15 sa wierzchotkami trojkata w Go(R).  (4.3)

Z 4.2 wynika, ze gdy A(ly,ls,13) i punkt rzutowy p lezy na prostych rzu-
towych [y i [y, to p lezy réwniez na prostej rzutowej 3.

Lemat 4.10. Zakladamy, ze F # GF(2). Niech Q = p,(p,U) # 0, gdzie p
jest punktem wtasciwym i p C U € R3. Niech ly bedzie takq reqularng prostq,
ze lg € Q. Oznaczmy q := I5° oraz m = U™.

Jeslip Cly i q#b, to zachodzi jeden z nastepujgcych warunkow:

(i) q & m*. Wéwczas istniejq dwie rézne proste rzutowe Iy, lo € Q, takie,
ze A(lo, ll, l2)

i) g € m~. Woéwczas istniejg dwie rézne reqularne proste l',1” przecho-
i LW stniejg dwie réine regul te I'.1" praech
dzqce przez punkt p takie, ze Lx(lo,l',1") i I°,1"° ¢ m*, a wiec zaréwno
prosta ' jak i prosta " spelnia warunek (i).

Oduwrotnie, jesli prosta ly spetnia warunek (1) lub (i), to p C lp.

DowOD. Zaktadamy, ze p C ly i ¢ # b. Rozwazmy dwa wzajemnie wyklucza-
jace sie warunki (i) oraz (ii).

(i) g g m*
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Zauwazmy, ze m N p~ jest punktem rzutowym o, gdyz w przeciwnym razie
mamy m C pT, czyli p L m, a wtedy dla kazdej prostej rzutowej [ w peku
p(p,U) mamy I =p+ (INm) istad ({Nm) L.

Z naszych zatozenn mamy po pierwsze p [ ¢, a po drugie, m N ¢ jest
punktem rzutowym, powiedzmy z;, gdyz w przeciwnym razie m C gt czyli
q C m* co wykluczylismy w rozwazanym przypadku. Wezmy y;, y2 € m takie,
ze Y1, Y2 # Tg, x1. Oznaczmy [; := p,y; dla i = 1, 2. Zauwazmy, ze y1,y2 L D, q.
Zatem ly,ls € p,(p,U). Z 2.7 prosta rzutowa m; := ¢, y; jest regularna, wiec z
2.10 ptaszczyzna rzutowa m; + p jest regularna dla i = 1,2. Stad A(l, l1, l2).

(ii) ¢ € m*

Poniewaz ¢ # b, wiec ¢-NH jest hiperptaszczyzng w H. Wszystkie nieregular-
ne proste zawarte w H i przechodzace przez ¢ leza na ¢ NH. Hiperplaszczyzny
H nie da sie przedstawi¢ jako sumy trzech wlasciwych podprzestrzeni ¢ N H,
prNHimtNH. Zatem istnieje punkt ¢’ C H taki, ze ¢ ¢ ¢+, p+, m*. Wezmy
prosta k = q¢,¢. Zauwazmy, ze k C H, k jest regularna i p / k. Rozwaz-
my punkty rzutowe z := k N p* oraz ¢" C m taki, ze ¢" # q,¢’, 2. Poniewaz
q" X p, wiec na mocy 2.7 proste I = p,q' i l" = p,q" sa regularne. Oznaczmy
B =k + p. Zauwazmy, ze B € R3 i

lO7 lla l” € pr(p7 B)

Ponadto ¢ ¢ m*, gdyz w przeciwnym razie ¢ C k C m™*, gdzie ¢/ = I,
q// — l//oo.

Teraz niech [y bedzie dowolng prosta rzutowa. Gdy ly spetnia (i) to bezpo-
$rdnio z 4.2 mamy p C lp. Gdy natomiast [y spelia (ii), to mamy p C I',1”,
co z 4.1 daje p € ly. O

Lemat 4.11. Zakladamy, ze F # GF(2). Niech Q = p,(p,U) # 0, gdzie
p jest punktem niewtaSciwym i p C U € Rs. Niech ly bedzie takqg regularng
prostq, ze lg € Q. Oznaczmy m := U>®. Wowczas p C ly wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg rézne proste ly,lo € Q takie, Ze A\(ly, 11, 12).

DowOD. Prosta m jest regularna z zatozen i 2.10.
=: Pek p(q,U) zawiera doktadnie jedng nieregularng prosta ko i p # b.
Do rozpatrzenia sa dwa przypadki:

(10) lo CH

W tym przypadku wystarczy wzigé¢ dwie proste afiniczne [1,l; € Q i wtedy
A(lo, 11, 1o).

(2°)lyZz H
Niech Y :=U +1yi B :=Y NH. Zauwazmy, ze Y € Suby(V') i B € Subs(V).
Zauwazmy, ze na B lezy regularna prosta m, wiec z 4.5 Rad(B) =: p’ jest

punktem i p ¢ m. Rozwazmy proste ki := p, p’ oraz ko := (ko + 1) N B. Punkt
p lezy na ptaszczyznie B, wiec mozemy wzia¢ dwie proste m;, mo tak aby

pCmi,myg CB oraz my, Mg # m, ky, ks.
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Niech [; := (lp + m1) NU dla i = 1,2. Prosta m; jest regularna zatem ptasz-
czyzna lg + m; tez jest regularna z 2.10 bo (ly + m;)>® = my, gdzie i = 1,2.
Przypusémy, ze prosta [; jest nieregularna. Wtedy Il; # ko i p L l;, co jest
niemozliwe. Zauwazmy, ze ly,ly € Q i A(ly, 11, 1o).

«<: Wynika z 4.2. O

4.2 Wiagzki prostych regularnych

Dla regularnego peku Q = p,.(p,U) # () wprowadzamy nastepujace oznacze-
nia:

So(Q) ={l € Ra: (3 h, b € Q) [ AL, 1) 1}, (4.4)
$1(Q) ={leRy: 311" € 8(Q) [I' #1" A La(l,I',1") ]}, (4.5)
S(Q): QUSQ(Q)USl(Q) (46)

Dla dowolnego rzutowego punktu p regularng wigzke prostych przez p ozna-
czamy:
Sr(p) ={l € Ry: p € l}.

Dla prostych Iy, ly € Ry bedziemy pisaé

l; ~ I, wtedy i tyko wtedy, gdy istnieje takie U € Rs3, ze l1,ly C U,
ly # 1y, gdy nie zachodzi l; ~ [5.

Relacja ~ jest relacja sasiedniosci (adjacencji) w Go(V'). Napiszmy teraz 2.9
nieco inaczej:

Sp(b) =0, gdybgZ H,  S.(b)#0, gdy b C H. (4.7)

Zbadamy teraz jak sie ma S(Q) do S,(p) w zaleznosci od wyboru wierzchotka
p peku Q oraz potozenia punktu b.

Analiza 4.12. Mamy nastepujace mozliwosci:

(i) pZH, p#b,bgZ H—5(Q)=5,(p) 24101 (4.7),

(i) pZH,p#£b,bCH— S(Q) =S.(p)\ {p,b} z 4.10, (4.7) i 2.9,
(i) pZH,p=b—5(Q) =5,(p) =02z (4.7) 1209,

(iv) pCH, p£b b H— S(Q) = S,(p) z 411 i (4.7),

(v) pCcH, p#b,bCH — S(Q) = S,(p) z 4.11, (4.7) i 2.9 (prosta p,b
jest izotropowa),

(vi) p C H, p=b — pek Q nie istnieje w tym wypadku, gdyz ptaszczyzna
U nie jest regularna z 4.8.
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7 powyzszej analizy wynika, ze kazdy punkt rzutowy poza punktem b moze
by¢ zdefiniowany w Go(R) jako wierzchotek wiazki prostych regularnych.

Lemat 4.13. Niech [,y bedgce roznymai prostymi reqularnymi przechodzgcymsi
przez punkt p. Wowczas ly ¢ ly wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z
nastepujgcych warunkow:

(i) pZ H oraz l3° L1,
(ii)) p C H oraz
(a) albo ly,ly C H,
(b) albo ll,lg ¢ H Zp 1 (ll + l2)oo

DowOD. Oznaczmy U := [y + l3. Poniewaz proste Iy, lo przecinajg sie, wiec U
jest ptaszczyzng rzutows. Zauwazmy, ze

l1 % 1y wtedy i tylko wtedy, gdy ptaszczyzna U jest nieregularna.

Mamy dwa wzajemnie wykluczajace si¢ przypadki.

(1°)pZH
Wowcezas U jest ptaszezyzng afinicznag. Z 2.10 plaszezyzna U jest nieregularna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy prosta U™ = [°,15° = [{° 4 [5° jest nieregularna, co
z kolei jest rownowazne z tym, ze [3° L [5°.

(2°)pCH
Mamy tutaj trzy mozliwosci.

o Jesli ly,lo C H wtedy U C H, a wiec z 4.5 U jest nieregularna.

e Jedli Iy C Hily ¢ H (albo na odwrét) wtedy U™ = [, a zatem plasz-
czyzna U jest regularna na mocy 2.10.

o Jedli I1,l; ¢ H wtedy ptaszczyzna U jest nieregularna wtedy i tylko
wtedy, gdy U L U, co jest réwnowazne z p 1 U™.

O

Lemat 4.14. Zakladamy, Ze dim(V') = 4 to znaczy, ze P(V) jest trojwymia-
rowgq przestrzenig rzutowq. Wtedy H jest plaszczyzng i« b C H. WeZmy punkt
p < H, pek Q =p,(p,U) # 0, gdzie U € Rz oraz reqularng prostg | z S(Q).
Dla dowolnych 11,1y € S(Q) o ile | # 1,1y, mamy 1y % ls.

DowOD. Oznaczmy ¢ := [*°. Niech ly,l, € S(Q) takie, ze | £ 1,15 i niech
¢ = I dla i = 1,2. Z lematu 4.13 mamy ¢ L ¢,qe. Z analizy 4.12(ii)
natychmiast wynika, ze ¢ # b. Zauwazmy, ze k := ¢ N H jest prosta na
H oraz q,q2 C k. Stad prosta k jest izotropowa, a wiec musi by¢ ¢ L ¢o.
Korzystajac ponownie z lematu 4.13 otrzymujemy zadana teze. O
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Lemat 4.15. Zakladamy, ze dim(V) > 4. Niech Q@ = p,(p,U) # 0, gdzie
U € R3. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) pCH,
(2) dla wszystkich 1,11,1ls € S(Q) jesli l £ 1y, ls, to ly o 1s.

DowOp. (1) = (2): Zaktadamy, ze p C H. Niech [, 14,1l € S(Q). Zalézmy,
ze l 4 1y, 1. Mamy dwie mozliwosci:

(I°)ICH

7, 4.13 aplikowanego najpierw dla [ i [1, potem dla [ i [; otrzymujemy Iy, [, C H.
Poniewaz na H nie ma regularnych ptaszczyzn rzutowych zgodnie z 4.5, wiec

Lot L.

(2°)lZH
Z 4.13 mamy l,ls ¢ H. Oznaczmy U, := [+ [; oraz m; := U®. Z 2.10 proste
m; sa nieregularne. 7 4.13 mamy

pL(+1)*=U*=m.

Tak wiec p L my + mo.

Jesli mq = mo, to wtedy [, [1, [, wspotplaszezyznowe, a wiec Uy = U, i dalej
(I1 + 1) = Uy® = my. Stad, razem z 2.10 stwierdzamy, ze [y ¢ ls.

Jesli my # ms, to mozemy wziaé prosta

my = (ll + lg) N (m1 + mg).

Zauwazmy, ze mg = (I3 + l3)*°. Ponadto p C mg oraz p L mg. Takze punkt
p jest w radykale prostej mg, a wiec jest ona nieregularna. To oznacza, ze
ptaszczyzna [y + [ nie jest regularna na mocy 2.10, a wiec 1y o lo.

(2) = (1): Przypusémy, ze p ¢ H. Oznaczmy ¢ := [*°. Wezmy taki
1 C gt NH, ze 21 ¢ pt oraz taki o C ¢- NH, ze zy ¢ pt, xi. Zauwazmy,
ze nie moze by¢ x; = b, gdyz mieliby$my wtedy z; L x; dla {i,j} = {1, 2},
co wykluczamy. Wezmy proste [; := p,x; = p+ x; dla ¢ = 1, 2. Zauwazmy, ze
l1,lo € S(Q) oraz | # 11,1y i1y ~ ly. Sprzecznosé z zatozeniami, wiec musi by¢
p C H. O

Fakt 4.3 z podstawionym zbiorem Rz zamiast Subs(V') méwi jak w jezyku
G, (V) definiuje sie relacje Ly wspoipekowosci prostych regularnych. W 4.7
natomiast scharakteryzowane zostaty takie wtasnie peki prostych regularnych.
Wierzchotek takiego peku moze by¢ dowolnym punktem, a podstawa ptasz-
czyzna regularng. Pozwala to w (4.4), (4.5), (4.6) okresli¢ wiazke wszystkich
prostych regularnych przez dowolny punkt. W (4.4) jest wprawdzie uzyta do-
datkowa relacja A bycia trojkatem, ale jest to tylko skrot tatwo wyrazalny w
terminach grassmannianu Go(V). W wyniku analizy przeprowadzonej w 4.12
mozemy stwierdzi¢, ze kazdy punkt poza punktem b, gdy nie lezy on na H,
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daje sie wyrazi¢ jako wierzchotek wiazki prostych regularnych. Lematy 4.14

oraz 4.15 pozwalaja rozroznia¢ punkty regularne od punktéw nieregularnych

(niewlasdciwych, lezacych na H) przy pomocy naturalnej relacji adjacencji ~
Podsumujmy to w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.16. Struktura B jest definiowalna w terminach Go(V').

Oto kres mojej drogi.
Willian Szekspir (Makbet)
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