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Wstep

SW wiekszosci dyscyplin naukowych kolejne pokolenie niszczy to, czego doko-
nato poprzednie i to co jeden cztowiek odkryt, drugi obala. Tylko w matematyce
kazde pokolenie dodaje nowy element do dawnej konstrukcyi. ”

Hermann Hankel

Aby przestrzen byta przestrzenig rzutows, kazde dwie jej proste lezace na
jednej ptaszczyznie musza posiadaja punkt wspolny. Bedac wiec w tym swiecie
zatrzymuje sie nad ciekawa struktura incydencyjng na rodzinie podprzestrzeni
ustalonego wymiaru, zwanej Grassmannianem i badam kolineacje oraz zanu-
rzenia pomiedzy takimi strukturami.

Zanurzenie to bardzo istotne pojecie w mojej pracy. Jego definicja powin-
na by¢ tak dobrana, aby po pierwsze: wyjsciowa przestrzen i jej obraz przy
zanurzeniu byty izomorficzne, po drugie: obraz przy zanurzeniu powinien by¢
podstrukturg domknieta w przestrzeni, w jaka zanurzamy, no i po trzecie:
obrazem peku musi by¢ pek. Ostatnie zalozenie jest nietypowe. Daje sie ono
wyrazi¢ w jezyku czesciowych przestrzeni prostych, ale zaweza znacznie kla-
se rogwazanych zanurzen. Nie udalo si¢ niestety uzyska¢ naszego wyniku bez
tego dodatkowego zatozenia.

W pierwszym rozdziale wprowadzam pojecia podstawowe, bez ktorych dal-
sze rozwazania bytyby niezwykle trudne. Czes¢ poje¢ jest typowa dla geome-
trii, a cze$¢ dla teorii krat. W pracy wykorzystuje narzedzia z obu dziedzin.

W rozdziale drugim omawiam posta¢ i wlasnosci Grassmannianu rzuto-
wego Gg(V), sprawdzam, ze podstruktura odcinkowa jest podstruktura do-
mknieta w G (V) (por. 2.4), jak tez korzystajac z wynikéw pracy [4], pokazu-
je izomorfizm pomiedzy podstrukura odcinkowa w G (V') a Grassmannianem
rzutowym (por. 2.9).

Rozdziat trzeci to udana proba pokazania postaci klik maksymalnych w
Grassmannianie rzutowym. Poniewaz istotna role pelnia tutaj trojkaty, wiec
zaczynam od okreslenia ich postaci (por. 3.1). Okazuje sie, ze sa dwa typy klik:
gwiazda i zbior punktéw na prostej (uktad) (por. 3.12). W podrozdziale do-
tyczacym gwiazd sprawdzam miedzy innymi jakie parametry powinnien mie¢
nasz Grassmannian, aby mozna byto w nim znalez¢ wiecej niz jedna gwiazde
i w kazdej z nich miescit sie trojkat. Jest to o tyle wazne, ze tréjkaty rozpinaja
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gwiazdy jednoznacznie, a gwiazdy dalej sa podstawowym narzedziem do ba-
dania kolineacji i zanurzen. Dosy¢ wazng role odgrywaja ,kawalki” prostych
Grassmannianu zwane pekami. Sg to zbiory punktéw na prostej, wspotlinio-
wych z danym punktem poza ta prosta (,pely tréjkat”, ,lokalna przestrzen
gamma”). W tym samym rozdziale ujetam réwniez postaé¢ przekrojow klik,
zauwazajac jednoczesnie ciekawostke, ze maksymalne kliki roznych typéw w
przekroju, o ile jest niepusty, daja pek (por. 3.15).

Ostatni rozdzial to niejako przejécie do meritum, czyli zanurzen. Po drodze
jednak zauwazam, ze kolineacje Grassmannianéw rzutowych zachowuja typy
maksymalnych klik (por. 4.3) oraz, ze takie kolineacje wyznaczone sa pétlinio-
wymi bijekcjami (por. 4.4) podobnie jak kolineacje przestrzeni rzutowych. Na
koniec pokazuje, ze obrazem zanurzenia jednego Grassmannianu rzutowego w
drugi jest nic innego jak podstruktura Grassmanna, na podstawie wczesniej-
szych obserwacji bedaca podstruktura odcinkowsa (por. 4.9).



Rozdziat 1

Definicje wstepne

Aby méc wdrozy¢ sie w omawiany temat zanurzen Grassmanniandéw musimy
przedrze¢ sie przez szereg definicji, twierdzen czy lematéw. Zanim to jednak
uczynimy, przypomnijmy sobie niektére pojecia z geometrii.

1.1 Geometria

Podstawa wyjscia do Grassmannianu jest czeSciowa przestrzen prostych.

Definicja 1.1. Niech S i £ beda niepustymi zbiorami. Elementy S nazywamy
punktami, natomiast elementy £ nazywamy prostymi. Strukture 20 = (S, L, |),
gdzie | C S x L, nazywamy czeSciowq przestrzeniq prostych wtedy i tylko
wtedy, gdy:

(i) istnieje a € S oraz k € L takie, ze a t k,
(i) jeslia,be S, k,le Liab|l,k,toa=0blubk =1,
(iii) jesli k € L, to istnieja a,b € S takie, ze a #bia,b| k.

Méwimy, ze dwa punkty sa wspétliniowe, gdy leza na jednej prostej (incy-
duja z jedna prosta). Dodatkowo dla punktéw a,b € S piszemy a ~ b, gdy a i
b sa wspotliniowe. Dualnie dla prostych k,l € £ piszemy k ~ [ gdy te proste
sa wspolpekowe, czyli maja jeden punkt wspolny.

Definicja 1.2. Mowimy, ze czeSciowa przestrzen prostych 2 jest przestrzenig
gamma, gdy dla a,b,c,x € Sik e L, jesli a,b,c|k,a#bix~a,btox~c.

Trywialnie kazda przestrzen prostych jest przestrzenig gamma, a jednym z
ciekawszych niebanalnych przyktadéw jest przestrzen pekéw zarowno rzutowa
jak afiniczna (por. [4], [2]). Przyktady czeSciowej przestrzeni prostych, ktora
nie jest przestrzenig gamma przytocze pdzniej.

Definicja 1.3. Zbiér punktow K C S w czesciowej przestrzeni prostych 2
nazywamy klikq, gdy kazde dwa punkty w K sg wspotliniowe.
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Klika X jest maksymalna, gdy nie istnieje klika wigksza od niej, to znaczy,
gdy dla dowolnej kliki YV takiej, ze X C Y mamy X =Y. Jezeli X jest klika
maksymalng oraz a jest punktem takim, ze a ¢ X, to zbiér X U {a} nie jest
klika.

Strukture A = (S, L, |) nazywamy przestrzeniq prostych, gdy jest ona cze-
Sciowg przestrzenia prostych oraz kazde dwa punkty z tej przestrzeni sa wspot-
liniowe.

Trogkgtem w czeSciowej przestrzeni prostych nazywamy uktad trzech pa-
rami réznych punktow zwanych wierzchotkami oraz trzech parami réznych
prostych zwanych bokam: takich, ze boki przecinaja si¢ parami w wierzchot-
kach (dualnie wierzchotki parami potaczone sa bokami).

/a \b TN

Rysunek 1.1: Rzutowy warunek Veblena.

Rzutowy warunek Veblena méwi tyle, ze jesli pewna prosta przecina dwa
boki tréjkata w dwoch réznych punktach to przecina ona réwniez trzeci bok
tego trojkata (rys. 1.1).

Definicja 1.4. Strukture P = (S, L, |) nazywamy przestrzeniq rzutowg gdy:
(1) P jest przestrzenia prostych,

(2) na kazdej prostej leza przynajmiej trzy rozne punkty,

(3) ‘B spehia rzutowy warunek Veblena.

1.1.1 Czym sa podstruktury?

Poniewaz w Grassmannianie proste nie sg zbiorami punktow i musimy uzywaé
explicite relacji incydencji, wprowadzamy pojecie podstruktury domknietej,
ktore jest pojeciem szerszym niz pojecie podprzestrzeni w innych kontekstach.

Definicja 1.5. Niech (S, £, |) bedzie czesciowa przestrzenig prostych z relacja
incydencji. Niech S € S'i £ C L. Wtedy (5, L, |")gdzie |'=| NS" x L jest
podstrukturg domknietq struktury (S, L, |), gdy spelnia nastepujace warunki:
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(i) dla kazdych dwéch punktéw ag,as € S’ 1 dla kazdej prostej k € L, jesli
a; | kiag | koraz a; #ay , to k€ L

(i) dla kazdych dwéch prostych ky, ko € £’ 1 dla kazdego punktu a € S jesli
a|/€1ia|k2orazk17ék2,t0a65’.

Jesli mowimy o podstrukturze domknietej w zadanej strukturze, to moze-
my opusci¢ relacje incydencji |, gdyz jest ona jednoznacznie zdeterminowana
przez |, S’ oraz L.

Definicja 1.6. Podstruktura domknieta (S, L, |) czeSciowej przestrzeni pro-
stych jest mocna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych dwoch jej punktow
istnieje prosta, z ktorg te punkty incyduja.

Do zilustrowania pojecia podstruktury domknietej rozwazmy plaszczyzne
rzutowa Fano. Niech

S = {CLl,CLQ,ag,bl, b2a b3> S},E - {lla l2>l3>m1>m23m3an}a

i relacja incydencji jak na rysunku 1.2.

Rysunek 1.2: Rzutowa plaszczyzna Fano.

Wybierzmy jako zbiér punktéw S’ = {ay,as,as, b} oraz zbiér prostych
L' ={l1,ls,13,m1}, tak jak na rysunku 1.3. Sprawdzajac warunki definicji 1.5
widzimy, ze po pierwsze kazda para punktéw jest potaczona prostg nalezaca
do tej struktury i po drugie kazdy punkt bedacy przecieciem dwoch prostych
nalezy do tejze struktury. Zatem przekonujemy si¢, ze tak zadana stuktura
tworzy podstrukture domknieta ptaszczyzny Fano.



ZANURZENIA GRASSMANNIANOW RZUTOWYCH 6

as

ax I3 as

Rysunek 1.3: Podstruktura domknieta ptaszczyzny Fano.

Niech 20 = (S, L, |) bedzie czesciowa przestrzenig prostych i niech S" C S|
L C L. Woéwcezas obciecie przestrzeni 2 do (S, £') nalezy rozumieé¢ w naste-
pujacy sposob:
ANS", LY = (5", L' | NS x L.

1.1.2 Pojecie kolineacji i zanurzenia

Zwroéémy teraz uwage na definicje jednego z podstawowych przeksztatcen w
geometrii, czyli kolineacji. Kolineacja jest to przeksztalcenie przestrzeni lub
plaszczyzny takie, ze proste przechodza przy tym przeksztatceniu na proste.

Definicja 1.7. Wezmy dwie cze$ciowe przestrzenie prostych 2 = (S, L,]) i
A = (5 L |'). Odwzorowanie F' = (f,g), gdzie f: S — 5, g: L — L', jest
kolineacjq z A na A’, gdy f, g sa bijekcjami oraz dla a € S i k € L spelniony
jest warunek:

a |k wtedy itylko wtedy, gdy f(a) | g(k). (1.1)

Mowimy, ze przestrzen 2 jest izomorficzna z A, co zapisujemy A = ', gdy
istnieje kolineacja z A na 2.

Whprost z definicji mozemy zauwazy¢ nastepujace

Stwierdzenie 1.8. Niech F' = (f,g) bedzie kolineacjq jak w 1.7. Wowczas dla
a,be S ikl e L zachodzi

(i) a ~ b wtedy 1 tylko wtedy, gdy f(a) ~ f(b),
(il) k ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy g(k) ~ g(l).

DowOD. (i) =:1i (ii) =: wynikaja wprost z (1.1).

(i) <: Zatézmy, ze f(a) ~ f(b). To oznacza, ze istnieje prosta k' € L’
taka, ze f(a), f(b) |' ¥'. Wezmy k := g~ 1(k'). Wtedy g(k) = k', a wiec mamy
f(a), f(b) | g(k). Z (1.1) dostajemy a ~ b.
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(ii) <: Rozumowanie jest dualne do powyzszego w tym sensie, ze zamiast
punktéw rozwazamy proste i na odwrot. O

Lemat 1.9. Niech F = (f, g) bedzie kolineacjq jak w 1.7. Jesli K jest klikg w
A, to f(K) jest klikg w A’.

DowoOD. Niech o',V € f(K). Zauwazmy, ze istnieja a,b € K takie, ze f(a) =
a' i f(b) = b'. Poniewaz a,b sa elementami kliki, wigc a ~ b i zgodnie z (1.8)(i)
uzyskujemy a’ ~ U'. O

Lemat 1.10. Niech F = (f, g) bedzie kolineacjq jak w 1.7. Jesli IC jest mak-
symalng klikqg w2 to f(K) jest maksymalng klikg w 2.

DowOD. Zaltézmy, ze f(K) U {a’} jest klika dla o' ¢ f(K). Zauwazmy, ze
przeciwobrazem f(K)U {a} przy f~! jest KU {a}, gdzie a ¢ K. Przeciwobraz
ten jest klika w 2 bo f jest bijekcja zachowujaca wspotliniowosé. Otrzymujemy
sprzecznos¢ z tym ze KC jest maksymalna. U

Bardzo istotne w naszej pracy jest pojecie zanurzenia. Jego definicja po-
winna by¢ tak dobrana, aby po pierwsze: wyjsciowa przestrzen i jej obraz
przy zanurzeniu byty izomorficzne, po drugie: obraz przy zanurzeniu musi by¢
podstruktura domknieta w przestrzeni.

Rysunek 1.4: Zanurzenie niepetnego tréjkata w trojkat.

Rozwazmy sytuacje jak na rys. 1.4. Mamy S = {a,b,c}, L = {k,l} oraz
S = AadV, Y}, L= {K,I',m'}. Odwzorowanie F' = (f,g) dzialaja tak:
fla)=d', f(b) =V, f(c) =, g(k) =K, g(I) = I'. Widzimy, Ze

Im(F) := (f(5),9(£)) = (S, {K,1}).

Takie zanurzenie wprawdzie spelnia pierwszy z postawionych warunkéw, ale
nie spetnia drugiego.

Nasze zanurzenia musza spetniaé jeszcze jeden dodatkowy warunek: obra-
zem peku musi by¢ pek. Mozemy ten warunek wyrazi¢ w elementarnym jezyku
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dowolnej czesciowej przestrzeni prostych, w ktoérej mamy przynajmniej dwie
rozréznialne rodziny maksymalnych klik. Mianowicie pek mozemy zdefiniowaé
jako czes¢ wspolng dwoch klik z roznych rodzin o ile ten przekroj jest przynaj-
mniej 2-elementowy. Ten trzeci warunek jest wyraznie niestandardowy i nie
doktadamy go w ponizszej definicji.

Definicja 1.11. Dla czesciowych przestrzeni prostych 21 = (S, L, |) oraz ' =
(S, L) ]) odwzorowanie F' = (f,g), gdzie f: S — S"ig: L — L', jest zanu-
rzeniem A w A, gdy dla a,b € S'i k,l € L spelnione sa warunki:

(i) a | k wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) | g(k),
(ii) a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) ~ f(b),
(i) k ~ [ wtedy i tylko wtedy, gdy g(k) ~ g(1).

Odwzorowanie F' z rys. 1.4 nie spelnia warunku (i) w powyzszej definicji.
Zauwazmy, ze przy powyzszej definicji zawsze

A 2 | Tm(F), (1.2)

gdzie
Im(F) = (Im(f), Tm(g)) = ( £(S),9(L)).

Lemat 1.12. Niech A = (S, L, |) i A = (5", L', |') bedq czesciowymi przestrze-
niami prostych. Jesli F' jest zanurzeniem A w A, to Im(F') jest podstrukturg
domknietq w A’.

DowODp. Aby Im(F') byt podstruktura domknieta 21 musi spelniaé¢ warunki
definicji 1.5.

Ad. (i): Wezmy rézme f(aq1), f(az) € f(S) il € L' takie, ze f(ay) | ' i
flaz) [T,

Z warunku 1.11(ii) mamy a; ~ as. Zatem istnieje prosta [ € L taka, ze
ai,as | . Z warunku 1.11(i) mamy f(a)1, f(a)2 | g(1), zatem g(I) = I’ bo A’
jest czesciowa przestrzenia prostych, wiec I’ € g(L£).

Ad.(ii): Wezmy rozne g(l1),g(ls) € g(L£) i d € S takie, ze o’ | g(lh) i
a | g(la).

Z warunku 1.11(iii) mamy [; ~ [. Zatem istnieje punkt a € S taki, ze
a | ly,ly. Z warunku 1.11(1) mamy f(a) |" g(l1), g(l2), zatem f(a) = a’ bo A’
jest czesciowa przestrzenia prostych, wiec a’ € f(5).

U

Aby zwizualizowaé¢ dzialanie zanurzen postuze sie dobrze znang w geome-
trii, konfiguracja Desargues’a (rys. 1.5).

Mozna mianowicie zanurzy¢ w niej trojkat {a, b, ¢}, w nastepujacy sposob.
Niech S = {a,b,c}, L = {l,m,n}, gdzie a,b | I; b,c | m; ¢c,a | n. W ten
spos6b mamy czesciowa przestrzen prostych A = (S, L, |). Druga czesciowa
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> I3

Rysunek 1.5: Zanurzenie trojkata w Konfiguracje Desarguesa.

przestrzen prostych 2’ odpowiadajaca konfiguracji Desarguesa bierzemy tak
S"={a;, b, ¢;}, L= {l;,mi,n;}, gdzie i = 1,2, 3 oraz a;, b; | li; a;, a;, cx | my;
bi, b, cr 'y dla {1, 7, k} = {1,2,3}.

Okres$lamy odwzorowanie f nastepujaco:

fla) = by, f(b) = by, f(c) = bs,

oraz odwzorowanie g:

g(l) = nas, g(m) = ny, g(n) = ny.

W ten sposéb okreslone odwzorowanie F' = (f, g) jest zanurzeniem trojkata
2A w konfiguracje Desarguesa 2.

1.2 Teoria krat

Do niektorych rozwazanych w tej pracy zagadnien bede potrzebowata pojec z
teorii krat. Zdefiniujmy wiec je zaczynajac od posetu.
Struktura (P, <), w ktérej relacja < jest zwrotna, antysymetryczna i prze-
chodnia nazywa si¢ zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym lub krécej posetem.
Dla pary elementéw a,b w posecie P przez a A b = inf {a, b} oznaczamy
kres dolny elementéw a, b, a przez a V b = sup {a, b} ich kres gorny.
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Definicja 1.13. Poset (L, <) jest kratg wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nego, niepustego, skonczonego podzbioru H C L istnieja kresy sup(H) oraz
inf(H).

Niech L bedzie krata i niech a,b € L. Mowimy, ze a poprzedza b i piszemy
a < b, gdy a < b i nie istnieje taki element ¢ € L, ze a < ¢ < b.

Gdy a < b, element a nazywa sie bezposrednim poprzednikiem b, a element
b nazywa sie bezposrenim nastepnikiem a.

Definicja 1.14. Rézne elementy a,b w kracie L sa sgsitednie, co zapisujemy
a ~ b, gdy posiadaja wspolny poprzednik i nastepnik. Wtedy a A b jest tym
wspoélnym poprzednikiem, a a V b wspélnym nastepnikiem. Dla sasiednich a, b
definiujemy pek przez a, b jako zbioér

ab:={r€L:anb=<z<aVb} (1.3)

Fakt 1.15. W kracie modularnej istnienie poprzednika i nastepnika dla pary
roznych elementow jest rownowazne.

Definicja 1.16. Niech a,b € L. Zbiér postaci
la,b] ;={x € L:a<z<b}
nazywamy odcinkiem kraty L.

Zauwazmy, ze dla sasiednich i réznych a,b € L mamy
ab=laNb,aVvb\{aAbaVb}.

O kracie, ktéra jest izomorficzna z krata podprzestrzeni pewnej przestrzeni
rzutowej moéwimy, ze jest rzutowa.

Fakt 1.17 (Zynel M. [5, 1.9]). Trzy parami sgsiednie elementy kraty modu-
larnej majq albo wspdlny poprzednik albo nastepnik.

Definicja 1.18. Niech L bedzie krata. Idealem glownym nazywamy kazdy
ideal kraty L postaci
(a] ={x € L: z <a},

Dualnie, filtrem gléwnym nazywamy kazdy filtr kraty L postaci

[a) ={x € L:a<x}.



Rozdziat 2

Grassmanniany rzutowe

Niech ‘B bedzie przestrzenig rzutowa i niech k£ bedzie licha naturalng taka, ze
0 < k < dim(P).

Zbiér wszystkich podprzestrzeni B oznaczmy przez Sub(J3) natomiast zbidr
k-wymiarowych podprzestrzeni B to Subg (). Grassmannian rzutowy to geo-
metria

G (B) = (Subk(B), Subk41(B), C),
w ktoérej punktami sa k-wymiarowe podprzestrzenie B, a prostymi (k + 1)-
wymiarowe podprzestrzenie B. Zauwazmy, ze proste w tym Grassmannianie
nie sg zbiorami punktow.

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze wymiar przestrzeni 8 jest co
najmniej 3 wiec jest ona desarguesowska. W tej sytuacji mozemy skorzystac
z twierdzenia o reprezentacji dla przestrzeni rzutowej, ktore moéwi, ze o ile
przestrzen rzutowa ‘P jest desarguesowska, to istnieje przestrzen wektorowa V'
taka, ze

ip = P(V) = <Sub1(V), Subg(V), C>,

gdzie Sub (V') to zbiér wszystkich k-wymiarowych podprzestrzeni V.
Przy powyzszej reprezentacji mamy

Gi(P) = Grr1(V) = (Subgy1(V), Subgya(V), C),
w szczegolnym przypadku mamy
Go(B) =P = Gy(V) =P(V).

Dalej dla wygody uzywamy reprezentacji analitycznej, tak wiec V' jest
przestrzenia wektorowa, k taka liczba naturalna, ze

0<k<n:=dm(V)
i badamy Grassmannian rzutowy

G (V) = (Subg(V), Subg1(V), ).

11
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Fakt 2.1. Niech Uy, Uy bedg réznymi punktami Gi(V'). Nastepujoce warunki
sq rownowazne:

(i) Uy, Us sq wspotliniowe w G(V') (symbolicznie Uy ~ Us),

(ii) Uy, Us sq sgsiednie w kracie L(V') (symbolicznie Uy ~ Uy ),

(iV) dim(U1 —|- Ug) = k‘ + 1.

Powyzszy fakt méwi, ze wspotliniowosé punktéw w G (V) jest réwnowazna
sasiedniosci w kracie L(V') = (Sub(V), C).
Fakt 2.2. (i) Jesli punkt U lezy w przekroju dwéch roznych prostych By
i By wG(V) to U = B, N Bs.

(ii) Jesli prosta B przechodzi przez dwa rézne punkty Uy, Uy w Gi(V) to
B =U; +Us,.

Zauwazmy, ze z 2.2(ii) wynika, ze G(V') jest czeSciowa przestrzenia pro-
stych.

2.1 Podstruktury odcinkowe

Definicja 2.3. Niech Z i Y beda podprzestrzeniami V. Odcinek [Z, Y] zostal
zdefiniowany w 1.16. Zbior

[Z,Y ] == [Z,Y] N Sub(V)
nazywamy k-odcinkiem.

Stwierdzenie 2.4. Jesli Z,Y sq takimi podprzestrzeniami V', zZe dim(Z) < k
oraz k +1 < dim(Y), to <[Z, Yk, [Z, Y]k+1> jest podstrukturg domknietq w
Gi(V).

DowOD. Aby pokazad, ze <[Z, Yk, [Z, Y]k+1> jest podstrukturg domknietg w
G (V), musimy sprawdzi¢ dwa warunki z definicji 1.5.

(1) Weimy rézne Ul,UQ € [Z, Y]k iBe Suka(V) takie, ze U1,Uy C B.
Czy B € [Z,Y k41?7 Z 2.3 pytanie sprowadza si¢ do tego, czy B € [Z,Y].

Zauwazmy, ze z 2.2(i), mamy B = U; + U,. Z whasnosci kresu gérnego +
w kracie L(V') mamy

ZCU +U; CY,

co oznacza, ze B € [Z,Y].

(ii) W drugim przypadku bierzemy rézne By, By € [Z,Y ;411U € Subg(V)
takie, ze U C By, Bs. Czy U € [Z,Y]? Z 2.2(ii) mamy U = By N By. Z
wtlasnosci kresu dolnego N w kracie L(V') mamy

Z C B NByCY,

co razem z informacja o wymiarze oznacza, ze U € [Z, Y. O
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Definicja 2.5. Jesli Z, Y sa takie jak w 2.4, to podstrukture <[Z, Y, [Z, Y]k+1>
w G (V') wyznaczona przez odcinek [Z, Y] nazywamy podstrukturg odcinkowq.

2.2 Obciecia

Podstruktury odcinkowe sg strukturami o do$¢ intuicyjnych wtasnosciach. W
wielu operacjach na odcinkach mozna sie positkowaé teorig krat, co jeszcze
bardziej upraszcza mys$lenie o nich. Czesto wygodniej bedzie operowac¢ wlasnie
podstrukturami odcinkowymi tym bardziej, ze istnieje izomorfizm pomiedzy
nimi a Grassmannianami rzutowymi. Zeby jednak moéc go pokazaé¢ musimy
przejsé przez trzy lematy.

Lemat 2.6 (Sadowski P. [4, Lemat 2.2]). Jesli Z,Y, W sq podprzestrzeniami
w 'V takimi, ze Z @ W =Y wtedy odwzorowanie

Z,Y] 52U — UNW € Sub(IW)
jest izomorfizmem odcinka [Z,Y]| na L(W).

Lemat 2.7 (Sadowski P. [4, Lemat 2.3]). Jesli Z@& W =Y oraz U € [Z,Y],
to (UNW)/Z=U/Z.

Lemat 2.8 (Sadowski P. [4, Lemat 2.4]). Jesli Z,Y € Sub(V) ¢ Z C Y, to
wtedy odwzorowanie

(Z, Y] 52U vw+—U/Z € Sub(Y/Z)
jest izomorfizmem [Z,Y] na L(Y/Z).

Stwierdzenie 2.9. Podstruktura odcinkowa w Grassmannianie rzutowym, z
doktadnosciq do izomorfizmu, jest Grassmannianem rzutowym, tzn. dla Z,Y €

Sub(V) takich, ze dim(Z) < k i k + 1 < dim(Y) mamy
(Z.Y1 2.V s1) 2 Gr i) (V/2).
DowOD. Mamy pokazaé
<[Z, Y, [Z, Y]k+1> = <SU-bk—dim(Z)(Y/Z)a SUbk—dim(Z)+1(Y/Z)>'

Z lematu 2.8 wiemy, ze istnieje izomorfizm f dziatajacy z odcinka [Z,Y] na
krate rzutowa L(Y/Z). WeZzmy zatem element U z odcinka [Z,Y].

dim(f(U)) =dim(U/Z) = dim(U) — dim(Z) = k — dim(Z).
Tak wiec
f([Z,Y]r) = Subg—dimz(Y/Z)
i analogicznie
f(Z,Y]ks1) = Subgyr—aim 2(Y/2).
Odwzorowanie f jest izomorfizmem krat, czyli zachowuje porzadek C. Zatem f

zachowuje incydencje. Tak wiec f realizuje zadany izomorfizm pomiedzy nasza
podstruktura odcinkowa i odpowiednim Grassmannianem rzutowym. U



Rozdziat 3
Kliki

3.1 Postac tréjkata

Rozwazmy krate podprzestrzeni przestrzeni wektorowej V' czyli
L(V) = (Sub(V), S).

Twierdzenie 3.1. Jesli punkty Uy, Uy, Us sq wierzoltkami trojkgta w Gg(V)
to dim(Uy NU;NU3) =k —1 oraz dim(Uy + Uy + Us) = k + 2.

DowOD. Niech Uy, Us, Us beda wierzchotkami tréjkata w Gp(V). Zatem z
2.1 sa one parami rézne oraz parami sasiednie. Kazda para wierzchotkéw ma
wspolny nastepnik w postaci prostej przez nie przechodzacej, co zapiszemy:

LB +—LB ::Zlgh Lﬁ +—L@ ::Zlgg, [h.+-LB ::Zl33

oraz

dim(B;) = dim(B;) = dim(B3) = k + 1.

Zatem z 1.17 wierzchotki Uy, Uy, U3 majg wspélny poprzednik lub nastepnik,
czyli

dm(U; NU,NUs)=k—1 lub  dim(U; + Up + Us) = k + 1.

Zauwazmy, ze

Up+ U+ Us = Us + Uz + Uy + Us = By + B, (3.1)
Ui+ U, +Us=U, + U3+ U, + Uy = By + Bs, .
Uy + U+ U = Uy + Uy + U + Uy = By + By. (3.3)

Gdyby dim(U; + Uy + Us) = k + 1 to z uwagi na powyzsze trzy réwnosci,
poréwnujac wymiary, mieliby$my

Bl :B2 :B37

14
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co jest sprzeczne z definicja trojkata. Zatem skoro Uy, Us, Us nie posiadaja
wspolnego nastepnika to maja wspolny poprzednik.

Zauwazmy, ze punkt Uz lezy na bokach By i By, a wiec U3 = By N Bs.
Policzmy

k+1+k+1—dim(Us) =k +2,
co z (3.1) konezy dowdd. O

Whiosek 3.2. Jesli punkty Uy, Us, Us sq wierzcholtkami tréjkata w Gi(V), to
UyNUsnNUs=U,NU, =U,NU3 =UsNU;.

Dowo6p. Wezmy Uy, Uy, Us bedace wierzchotkami pewnego tréjkata w Gy (V).
Z 3.1 mamy dim(U; NUs NU3) = k — 1. Z kolei z 2.1 wynika, ze:

dlm(Ul N Ug) =k — 1, dlm(Ul N Ug) =k — 1, dlm(U2 N Ug) =k—1.

Ale poniewaz Uy NU;NU3 C UyNU,, UyNU3, UsNUs i wymiary poréwnywanych
podprzestrzeni sa rowne k — 1, wiec otrzymujemy teze. O

3.2 Gwiazdy
Definicja 3.3. Niech H € Suby_,(V'). Zbior

[H) == [H) N Sub,(V) ={U € Suby(V): H C U},
nazywamy gwiazdg.

Przyjrzyjmy sie teraz skrajnym wartosciom k dla gwiazd.

Gdy k =1, to dim(H) = 0, czyli H = ©. Mamy wiec [H); = Suby(V).
Zauwazmy, ze istnieje tylko jedna taka gwiazda. Aby gwiazd byto wiecej niz
jedna, dalej zaktadam, ze k& > 1.

Gdyby k = dim(V) — 1 =n — 1 i gwiazda [H); zawierata tréjkat o wier-
chotkach Uy, Uy, Us, to z 3.1 mieliby$Smy

dim(Uy + Uy +Us) =k+2=n—-1+2=n+1,

co nie jest mozliwe bo musi by¢ U;+Us+Us C V. Zatem aby w kazdej gwiezdzie
istniat trojkat zaktadamy, ze £ < n — 1. Podsumowujac, dalej przyjmujemy;,
ze

l<k<n-1 (3.4)

7 twierdzenia 3.1 wynika, ze trojkat o wierzchotkach Uy, Uy, Us wyznacza
jednoznacznie gwiazde [Uy N Uy N Us)g.
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Lemat 3.4. Jesli U jest punktem wspotliniowym z wierzchotkami trojkgta
Uy, Us, Us, to U lezy w gwieZdzie [Uy NUs NU3) wyznaczonej przez ten trajkat.

DowODp. Niech H :=U; NU; NUs. Z 3.1 mamy dim(H) =k — 1.

Jesli U jest jednym z wierzchotkéw Uy, Us, Us naszego tréjkata, to lezy on w
gwiezdzie [H ). Zalozmy zatem, ze U # U; dlai = 1,2,3. Wtedy U nie lezy na
dwdéch bokach naszego trojkata jednoczesnie. Poniewaz U ~ U; dla wszystkich
i =1,2,3, wiec zawsze istniejg takie i, j € {1,2,3}, i # j, ze U, U;, U; tworza
trojkat. Z 3.1 mamy, ze dim(U NU; N U;) = k — 1. Natomiast z 3.2 mamy
UnU;NU; = U;NU;. Z drugiej strony, na mocy 3.2, U; NU; = H bo U;, U;
sg wierzchotkami trojkata Uy, Us, Us. Oznacza to, ze H = UNU;NU; C U, co
daje U € [H). O

Stwierdzenie 3.5. Jesli H € Sub,_1(V), to [H)x jest maksymalng klikg w
Gr(V).

DowODp. Wezmy rézne U, W € [H)g. Z definicji [H) wiemy, ze H C U i
H C W wiec H C UNW. Z poréwnania wymiaréw mamy wiec, ze H = UNW,
zatem U ~ W.Z 2.1 widzimy, ze dowolne dwa elementy z [H ), sa wspolliniowe,
wiec jest to klika.

Zatézmy teraz, ze [H), U {U} jest klika dla U ¢ [H),. Wezmy punkty
Uy, Us, Us € [H)y tworzace tréjkat. Nasze globalne zatozenia w (3.4) pozwalaja
na to. Zauwazmy, ze U jest wspotliniowy z kazdym z wierzchotkéw Uy, Us, Us.

Zatem z 3.4 mamy sprzecznos¢ z zalozeniem, ze U ¢ [H)y. Zatem [H)j jest
maksymalng klika w G (V). O

Twierdzenie 3.6. Niech H € Suby_1(V) wowczas

([H)x, [H)ir)

z doktadnoscig do izomorfizmu jest przestrzenig rzutowqg wymiaru n — k.

DowOD. W 2.9 bierzemy Z = H, Y =V i w ten sposéb dostajemy
([H, Vi, [H, Ves1) = Gy ey (H/V)) = (Suby (V/H), Suby(V/H)).
7 prawej strony jest przestrzen rzutowa wymiaru
dim(V) —dim(H) —1=n—(k—1)—1=n—k,
co konczy dowdd. O

Powyzsze twierdzenie méwi, ze gwiazdy wyznaczaja przestrzenie rzutowe.
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3.3 Uklady
Definicja 3.7. Niech B € Suby1(V). Zbiér

(Bl := (Bl N Subg(V) = {U € Suby(V): U C B},
nazywamy uktadem.

W zasadzie powyzsza definicja jest nadmiarowa, gdyz uktad to zbior wszyst-
kich punktéw na prostej. Wprowadzamy ja dla zachowania ,symetrii”, zgodnie
z 0g0lng teoria przestrzeni pekow i Grassmannianow poniewaz gwiazdy i ukta-
dy peliag tam bardzo wazng role.

Wprowadzimy teraz pojecie typowe dla przestrzeni pekéw. W definicji tej
uzywany jest jezyk przestrzeni wektorowej V', a wiec definiowane pojecie jest
wzewnetrzne” z punktu widzenia naszego Grassmannianu.

Definicja 3.8. Niech H € Suby_1(V), B € Subg41(V) oraz H C B. Wéwcezas
zbidr
P(H,B) := [H, Bl

nazywamy k-pekiem o wierzchotku H i podstawie B. Rodzine wszystkich k-
pekéw w Vooznaczamy przez Pr(V).

Zwroémy uwage, ze powyzsza definicja w zasadzie pokrywa sie z 1.14, gdy
zauwazymy, ze H = Uy NUs i B = Uy 4+ U, dla pewnych réznych punktéw
Uy, Uy z P(H, B). Ponadto prawdziwa jest inkluzja

P(H, B) C (B]y,

co oznacza, ze k-pek to fragment proste;j.
Dla wygody i skrocenia notacji, przyjmijmy teraz oznaczenie na zbidr
punktow wspotliniowych z ustalonym punktem U:

U~ :={W € Subg(V): W~ U}.

Lemat 3.9. Niech B € Subg (V) i U € Suby(V). Jesli punkt U nie lezy na
proste] B i mamy dwa rozne punkty Uy, Uy na prostej B wspotliniowe z U, to

U~ n (B]k - p(Ul N UQ,B).

DowOD. Niech H := U; N Uy. Z 2.1 mamy dim(H) = k — 1. Z zalozenia
Uy, Us, U tworza trojkat, wiec z 3.2

H=UnNUy;=UNU. (3.5)
»C" Wezmy W € U™ N (By. Zatem

W C B. (3.6)
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Zauwazmy, ze W, U, Uy tworzg trojkat. A wiec z 3.1 mamy, ze
dim(WnNnUNU;) =k —1. (3.7)

Zauwazmy teraz, ze z (3.7) 1 (3.5) mamy H =W NU NU;. Stad H C W. To
razem z (3.6) daje
W ep(H,B).

»2" Wezmy teraz W € P(H, B). Zatem H C W C B. Z drugiej inkluzji
wynika, ze W € (B]y. Trzeba pokazaé, ze W ~ U. Mamy, ze W € [H); bo
P(H,B) C [H)g. Z (3.5) mamy U € [H)g. Zatem W i U sg wspoétliniowe jako
elementy kliki [H ). O

Powyzszy lemat ma wiele ciekawych konsekwencji. Po pierwsze, mowi on
niemal wprost, ze nasz Grassmannian G (V') nie jest przestrzenia gamma.
Réwnosé wystepujaca w nim mozna uznaé za geometryczng definicje peku,
wyrazalng w jezyku wewnetrznym naszego Grassmannianu. Wynika z niego
tez, ze proste tego Grassmannianu sa maksymalnymi klikami.

Stwierdzenie 3.10. Jesli B € Suby1(V), to (B]x jest maksymalng klikg w
Gi(V).

Dowop. Jak to juz zostalo powiedziane zbior (B jest zbiorem wszystkich
punktéw na prostej B z Gi(V), zatem jest to klika. Aby pokazaé, ze jest to
klika maksymalna przypusémy nie wprost, ze istnieje punkt U poza prosta B
taki, ze (B]r U{U} jest klika. Wezmy dwa rézne punkty Uy, Us z prostej B.
Zauwazmy, ze punkty U, U, Us spelniaja zatozenia 3.9. Przy 1 < k, ale tak
wlasnie zaktadamy w (3.4), mamy

P(U, N Uy, B) # (Blg,

co oznacza, ze punkt U jest wspotiniowy tylko z pewnym wtasciwym pod-
zbiorem zbioru punktéw na prostej B, a mianowicie z pekiem P(U; N Us, B).
Tak wiec zbiér (B], U {U} nie moze by¢ klika i dowdd jest zakoniczony. O

3.4 KIliki maksymalne

Stwierdzenie 3.11. Jesli K jest klikg w Gg(V') to istnieje H € Suby_1(V)
takie, ze K C [H)y, lub istnieje B € Subg1(V) takie, ze K C (B].

DowOD. Jesli wszystkie punkty K leza na jednej prostej to K C (B]; dla
pewnego B € Suby1(V). Zaldézmy wiec, ze w K istnieja trzy punkty Uy, Us, Us
tworzace trojkat. Z 3.1 mamy

H:=UnNUy;NU;, takie, ze H € Subg_1(V). (3.8)

Wezmy dowolny U € K. Pokazemy, ze H C U. Zauwazmy, ze zawsze istnieja
takie 7,7 € {1,2,3},i # j, ze U, U;, U; tworza trojkat. Z 3.2 otrzymujemy, ze
H =U;NU; CU inasz dowod jest zakonczony. O
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Podsumujmy wyniki 3.5, 3.10 oraz 3.11 w nstepujacym twierdzeniu cha-
rakteryzujacym maksymalne kliki w Gy (V).

Twierdzenie 3.12. K jest maksymalng klikg w G (V') wtedy i tylko wtedy,
gdy albo
K = [H)x

dla pewnego H € Suby_1(V), albo gdy
K = (B]x
dla pewnego B € Sub1(V).

Powyzsze twierdzenie mowi, ze w Gg(V) mamy dwie rodziny maksymal-
nych klik: gwiazdy i proste (uktady).
Zanotujmy dwa fakty mowigce jak mozna rozpia¢ maksymalng klike.

Fakt 3.13. Trzy parami rozne @ parami wspotliniowe punkty lezg na jednej
prostej albo tworzg trojkgt. W obu przypadkach wyznaczajg one jednoznacznie
maksymalng klike w Gg(V).

Fakt 3.14. Prostej z Gi(V'), czyli ukladu, nie da sie rozszerzyé do gwiazdy.

3.5 Przekroje klik

W tym podrozdziale zbadamy jak przecinaja sie¢ maksymalne kliki, roznych
typow i tego samego typu.

Lemat 3.15. Niech S = [H)j bedzie gwiazdg oraz T = (B]y, uktadem. Wow-
czas albo SNT =10, albo SNT =P(H, B).

DowOD. Z teorii krat wiemy, ze
SNT =[H+0,VNB|,=I[H, B

i tu mamy dwie mozliwosci. Albo H C B albo nie. W pierwszym przypadku
odcinek [H, By jest k-pekiem, za$§ w drugim odcinek [H, Bly jest pusty. [

W czedciowej przestrzeni prostych, w ktorej rozroznialne sg dwie rodziny
klik, powiedzmy gwiazd i uktadow, mozna zdefiniowaé pek jako niepuste prze-
ciecie gwiazdy i uktadu. Jest to formalnie jeszcze inny sposob definicji k-peku
w naszym Grassmannianie.

Lemat 3.16. Dia dowolnego k-peku p w G (V) istnieje doktadnie jedna gqwiaz-
da S i jeden uktad T takie, 2e SNT = p.

DowOD. Rozwazmy rézne U, Uy € poraz H := U, NUy 1 B := U, +Us,. Z
3.8 p=P(H, B). Zatem gwiazda [H); zawiera pek p oraz uklad (B]; zawiera
ten pek. Zatem z 3.15 mamy S N7 = p. O
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Biorac pod uwage 3.15, ponizsze twierdzenie méwi to samo co 3.9 tylko
troche inaczej.

Stwierdzenie 3.17. Niech Uy, Uy, Us beda wierzchotkami tréjkgta. Jesli U
lezy na prostej UyUs 1 U ~ Us, to

Ue U+ U N[U NUzNUs)y.
DowOD. Wniosek z 3.4. O
Lemat 3.18. Niech S; = [H;) dla H; € Suby_1(V'). Wtedy

0, gdy dim(H, + Hs) > k,
81 N 82 = {H1 + Hg}, gdy d1m(H1 + HQ) = ]{Z,
81 = 82, gdy d1m(H1 + HQ) =k - 1, tzn. H1 = Hg.

DowOD. Z teorii krat
SINSy = [Hl + Hy,V N V]k = [Hl + Ho, V]k.

Przyjrzyjmy si¢ wymiarowi H; 4+ Hs. Najmniejszy mozliwy wynosi k — 1 tylko,
gdy Hy = Hs, a tym samym S} = Sy. Gdy wymiar ten wynosi k, to H; + H»
jest jedynym punktem w odcinku §; N'Se. W pozostatych przypadkach, czyli
gdy rozwazany wymiar jest wiekszy od k, nasz odcinek S NS,y jest pusty bo
nie znajdziemy w nim elementéw k-wymiarowych. O

Dla kompletu podajemy jeszcze fakt dualny do 3.18, wyrazajacy w ter-
minach uktadéw znany skadinad fakt, ze Gg(V') jest czesciowa przestrzenia
prostych.

Fakt 3.19. Niech T; = (B;)x dla B; € Subg1(V). Wtedy
(Z), gdy d1m(Bl N Bg) < ]{Z,

T =15, gdy dim(B; N By) = k+ 1, tzn. By = Bs.



Rozdziat 4

Zanurzenia

4.1 Kolineacje
Zaczniemy od przypomnienia kilku znanych pojec¢ i faktow z algebry i geome-
trii.

Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad niekoniecznie przemien-
nymi cialami odpowiednio Fy, Fyy .

Definicja 4.1. Niezerowe odwzorowanie ¢: V' — W jest pofliniowe, jesli ist-
nieje taki izomorfizm u: Fy — Fyy, ze

(1) plu+w)=pu) + e(w),

(i) p(Au) = p(A)e(w).
dla dowolnych wektorow w,w € V oraz A € Fy. Méwimy takze, ze ¢ jest
p-potiniowe.
Twierdzenie 4.2 (Podstawowe twierdzenie geometrii rzutowej). Jesli f jest
kolineacjg P(V') na P(W), to istnieje taka p-potliniowa bijekcja p,: V — W,
ze f(U) =, (U) dla U € Suby (V).

Gdy f jest dane rowniez o-potliniowg bijekcjq Vy: V. — W, to 1, jest
proporcjonalne do ¢, co oznacza, ze istnieje taki skalar A € Fy,, ze

Uo(U) = pu(0u) oraz o) = p(rar™)
dla kazdego uw € V i o € Fy.
Ustalmy liczby naturalne k£, m tak, aby
1 <k<dim(V)—-1 oraz 1 <m<dim(W) — 1. (4.1)

Dalej rozwazamy Grassmanniany rzutowe G (V') i G,,(W).
Niech F' = (f, g) gdzie

f: Subg(V) — Sub,, (W),
g: Subg1(V) — Sub,,1 (W)

bedzie kolineacja G (V') na G,,(W), w sensie definicji 1.7.

21
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Lemat 4.3. Jesli S jest qwiazdg, a T ukiadem w G(V'), to f(S) jest gwiazdg
i f(T) jest uktadem w G,,,(W).

DowOD. 7 definicji kolineacji 1.7 obrazem prostej musi by¢ prosta, czyli ob-
razem uktadu jest zawsze uktad, natomiast z 1.10 oraz 3.12 obrazem gwiazdy
musi by¢ gwiazda. O

4.2 QObraz przy zanurzeniu

Stwierdzenie 4.4. Kolineacja F = (f,g) indukuje kolineacje F' = (h, f) z
Gr_1(V) na G,—1(W) takq, ze dla U € Subg(V) i H; € Subg_1(V),

DowOD. Poniewaz wierzcholek H € Suby,_1(V) jednoznacznie wyznacza gwiaz-
de [H)x to mozemy te dwa obiekty ze soba utozsamiaé¢. Z 4.3 obrazem gwiazdy
[H)r w Gi(V) jest pewna gwiazda [H'),, w G,,(W). Dostajemy wiec nowa
bijekcje

h: Subg_1(V) — Sub,,_1 (W),
taka, ze

F(IH)x) = [h(H))

Sprawdzimy teraz warunek (1.1) z definicji 1.7 dla F’. W tym celu wezmy
punkt H i prosta U w Gp_1(V), czyli H € Suby_1(V) oraz U € Suby (V).
Zalozmy, ze H C U. To oznacza, ze U jako punkt G.(V) jest w gwiezdzie
[H), czyli U € [H)j. Mamy zatem réwnowazny warunek f(U) € f([H)k) =
[h(H )) . To z definicji gwiazdy jest z kolei réwnowazne temu, ze h(H) C
f(0).

Zatézmy teraz, ze U = Hy + Hy jak wyzej w warunku (4.2) naszego twier-
dzenia. To znaczy, ze gwiazdy wyznaczone przez Hi, Hy maja wspolny punkt
U (por. 3.18), innymi stowy

m

[H1) O [Ha)w = {U}.
Poniewaz f i h to bijekcje wiec z 3.18 mamy
{f(U)} = f([Hl)k> N f([H2>k> =
(A(H) N [h(Ha)) = {h(H)) + h(H2)},
co konczy dowod. O

Stwierdzenie 4.5. Jesli Gx(V) = G,,, (W), to dim(W) = dim(V) i m = k.
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DowOD. Rozwazmy gwiazde S w G (V). Z 3.6 gwiazda S jest izomorficzna
z przestrzenia rzutowa wymiaru dim(V) — k. Jej obraz f(S) tez jest gwiazda
w G, (W) a odpowiadajaca jej przestrzen rzutowa ma wymiar dim(W') — m.
Musi by¢

dim(V) — k = dim(W) — m.

Teraz rozwazmy prosta B w G (V). Niech X bedzie zbiorem k+1 punktow
z B, z ktérych zadne 3 nie leza w jednym k-peku. Rownowaznie, na mocy
3.9, dla zadnych 3 punktéw Uy, U, Us € X nie istnieje punkt U spoza B,
taki, ze U; ~ U, i = 1,2,3. Albo jeszcze inaczej, zadne 3 punkty z X nie
leza w jednej gwiezdzie. Algebraicznie ta konstrukcja wyglada tak. Bierzemy
baze {e1,eq,...ex11} podprzestrzeni B. Kazde k wektoréw z eq, e, ... €511
rozpina k-podprzestrzen bedaca punktem na prostej B w G (V). Zbiér tych
punktow to X. Tutaj widac, ze | X| = (kzl) = (kirl) = k+1. Obrazem takiego
wSympleksu” X przy kolineacji F' jest analogiczny ,sympleks” w G, (W), a
wiec musi by¢ k < m. Startujac od ,sympleksu” X’ w G,,(W) podobnie
pokazemy, ze m < k. Ostatecznie mamy k = m oraz dim(V') = dim(W). O

Twierdzenie 4.6. Kolineacja F' = (f,g) indukuje odwzorowanie pélliniowe
0: V. — W takie, ze f(U) = o(U) dla U € Suby(V') oraz g(B) = ¢(B) dla
B e Subk+1(V).

DowOD. Z 4.5 nasza kolineacja F' dziata z Gg(V) na Gi(W) przy czym
dim(W) = dim(V'). Dzieki 4.4 mamy ciag kolineacji

F; = (fi, 9:)

7z Grp_i(V) na Gp_;(W) dlai=0,1,..., k — 1. Zauwazmy przy tym, ze

Fo=(fo,90) = (f,9) = F

oraz
gi:fi—l dla 221,2,,]{?—1 (43)

Ostatnia kolineacja w tym ciggu, dla ¢ = k — 1, to kolineacja miedzy prze-
strzeniami rzutowymi bo jak wiemy Gi(V) i Gy (W) to przestrzenie rzutowe.
7 4.2 mamy zatem potliniowa bijekcje p: V' — W taka, ze

fk_l(U) = QO(U) dla U € Subl(V),
ge—1(U) = p(U) dla U € Suby(V).

Z (4.2) oraz (4.3) mamy

Ji = giv1,
9i(U) = giy1(H1) + giv1(Hz) = p(H1) + ¢(Hz) = p(U),
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dla U € Suby_;(V'), Hy, Hy € Suby_;_1(V) takich, ze U = H; + Hs. Aplikujac
te réwnosci kolejno dla ¢t =k — 2,k —1,...,0 otrzymamy

fU) = fU)=gq(U)=¢U), daU e Sub(V),
g(U) =go(U) = (), dla U € Subgy1(V)

i dowdd jest zakonczony. O

Definicja 4.7. Podstrukture (S, L) w Gy (V) nazywamy podstrukturg Gras-
smanna, gdy spelnia ona nastepujace warunki:

(A1) dla kazdych dwoch réznych punktow Uy, Uy € S i punktu Us takiego, ze
Uy, Uy, Us tworza trojkat, kazdy punkt prostej U;Us wspotliniowy z Us
nalezy do S,

(A2) podstruktura (S, L) jest spdjna,

(A3) jesli S jest gwiazda i 7 zbiorem wszystkich punktéw na prostej takim,
e SNT #0,|SNS|>21|TNS|> 2, toalbo SNSNT =0, albo
SNT CS.

Warunek (Al) w powyzszej definicji oznacza, ze podstruktura (S, L) jest
domknieta na peki. Wynika to z 3.151 3.17.

Stwierdzenie 4.8. Podstruktura odcinkowa w Gg(V') jest podstrukturg Gras-
smanna.

DowOD. Niech Z,Y € Sub(V) takie, ze dim(Z) < k oraz k + 1 < dim(Y").
Pokazemy, ze <[Z Y, [2,Y] k+1> jest podstrukturg Grassmanna. Sprawdzamy
kolejne warunki definicji 4.7.

(A1) Wezmy Uy, Uy € [Z,Y]), oraz Us takie, ze Uy, Uy, Us tworza trojkat.
Niech U € UyUy i U ~ Us. Pokazemy, ze U € [Z,Y |y, czyli Z CU C Y.

7 3.17

Ue U+ U N[UNUNUs)y,
co jest rownoznaczne z tym, ze

U e [@,Ul + Ug]k N [Ul N Ug N Ug,V]k = [Ul N Ug N Ug,Ul + Ug]k =
= [Ul N UQ, U, + Ug]k.

7 tego, ze Z C Uy, Uy mamy Z C UyNUy. Mamy wigc Z C U. Z drugiej strony
z tego, ze Uy + Uy C Y mamy U C Y, co konczy dowodd tego warunku.

(A2) Wezmy dwa dowolne punkty Uy, Us € [Z,Y],. Wowczas mamy Z C
Uy, Uy CY. Niech U := U, NU,. Zatem

U1:UEB<CL1,CL2,...,CL7«>, UQIUEB<b1,b2,...,bT>,
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gdzie k = r 4+ dim (U) oraz aq, as, . . ., a, sa liniowo niezalezne i zadna kombi-
nacja ai, as, . . ., a, nie jest w U (sa liniowo niezalezne nad U) oraz by, by, .. ., b,
maja te sama whasnosé.

WezZmy

PO = U1 :U®<a17a27-”7a?>7
Pl Z:U@<b1,a2,---aar>>
P2 Z:U@<b17b27a37---7ar>7

Pr’—l = U@<bla"'>br—l>a7’>a
P,« = UQIUEB<b1,b2,...,bT>.

Gdyby P;,_; = P; dla jakiego$ i = 1,...,r, to mieliby$my
b =u+ by + - -+ Bicibio + asa; + - - + agay
dla pewnych u € U i skalarow (y,...,Bi_1, i, . . ., .. WOwczas
Uy22:=b — b —-—Bisibioy = u+ oga; + -+ - + apa, € Uy,

co oznacza, ze x € Uy N U = U 1 mamy sprzeczno$¢ z liniowa niezaleznoscia
by, b, ..., b. nad U.

W takim razie dim(P,_1 N P;) =k —1,awiec P,y ~ P, dlai=1,...,r.
Ponadto Z C P,y ~ P, C Y dlai = 1,...,r. Tak, wigc istnieje wymagana
tamana o wierzchotkach Uy = P, ..., P. = Uy zawarta w [Z, Y];.

(A3) Wezmy S = [H), 17T = (B]y gdzie H € Subi_1(V), B € Suby1(V).
Zaktadamy, ze

SN2, Y]] > 2, (4.4)
T2 YL >2 (4.5)
[Z, Y], NnSNT #0. (4.6)

Z (4.6) mamy H C B.
Pokazemy, ze SNT C [Z,Y]. Wezmy wiec U € SN7T. Mamy sprawdzi¢,
ze Z CU CY.Z3.15 mamy

SNT =[H,B|,=P(H,B),
wiec H C U C B. Poniewaz
H, V] N [Z,)Y)r =[H+ Z, Y],
wiec z (4.4) mamy Z C H. Podobnie
©,B]x,N[Z, Y]y =[Z,Y N B,
wiee z (4.5) mamy B C Y. W rezultacie SN7T = [H, B C [Z,Y]y. O
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Lemat 4.9. Jesli F = (f, g) jest zanurzeniem Gp(V) w G,,(W) zachowujg-
cym peki, to Im(F') jest podstrukturg Grassmanna w G, (W).

DowOD. Aby pokazaé, ze Im(F) jest podstrukturg Grassmanna sprawdzmy
warunki z definicji 4.7.

(A1) Wynika z dodatkowego zalozenia o naszym zanurzeniu F.

(A2) Niech Uj,U5 € Im(f). W Gg(V) mamy punkty U, U, takie, ze
f(Uy) = Uj, f(Uy) = Uj. Grassmannian rzutowy jest spojny wiec w G (V)
istnieje ciag punktow Uy = Dy, Dy, ..., D, = U, taki, ze D; ~ D;,; dla
i =1,...,r — 1, taczacy U; z Usy. Jego obraz f(Dy), f(Ds),..., f(D,) taczy
punkty U], U) z uwagi na 1.11(ii). Ponadto z 1.12 mamy réwnosé¢ g(D;D;y1) =
f(D;)f(D;41), a wiec nasza tamana taczaca Uy z Uj lezy w Im(F').

(A3) Wezmy S = [H)y, 1 T = (B)m, gdzie H € Sub,, (W), B €
Sub,,+1(W). Zakladamy, ze

S nIm(f)| > 2, (4.7)
T nm(f)| > 2, (4.8)
Im(f)NSNT #0. (4.9)

7 powyzszych zatozen mamy
Uelm(f)nSNT, U,eSnIm(f), U, €T nNIm(f)

takie, ze U, # U’ # U|. Poniewaz sa to punkty w obrazie F' wiec niech
U,Us, Uy € Suby (V) takie, ze f(U) =U', f(Us) = UL, f(U;) = Ul. W Gg(V)
punkty U, U, wyznaczaja gwiazde Sy := [U N Us)g, natomiast punkty U, U;
wyznaczaja prosta By := U + U;. Niech 7y := (Bo|.

Przy naszych zalozeniach (4.1) w Sy jest trojkat, wiec trojkat musi by¢ tez
w f(So). Zatem f(Sy) rozszerza si¢ do gwiazdy w calej przestrzeni G,,(W).
Poniewaz U',U. € f(Spy),S, wiec z 3.18 musi by¢

f(S) €S
Poniewaz z kolei U, U] € f(7,), 7T, wiec mamy
f(T) €T,
7 3.15 przekroj Sy N7y jest pekiem bo U € Sy N 7. Zuwazmy, ze
f(SoNTo) = f(So)Nf(T)) =SNT
bo przy F' obrazem peku jest pek, a w ten sposéb SN7 C Im(f). O

Przytoczymy teraz twierdzenie charakteryzujace podstruktury odcinkowe
w jezyku wewnetrznym Gy (V).
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Twierdzenie 4.10 (Rybak R. [3]). Podstruktura w Grassmannianie rzutowym
G (V) jest podstrukturg odcinkowq wtedy i tylko wtedy, gdy jest podstrukturg
Grassmanna.

Twierdzenie 4.11. Jesli F' = (f, g) jest zanurzeniem G(V) w G, (W) za-
chowujgcym peki, to istniejg Z,Y € Sub(W), takie Ze:

Im(F) = <[Zv Y]m’ [Zv Y]m+1>-

DowOD. Z 4.10 Im(F') jest podstruktura Grassmanna. Wiec z 4.8 istnieja
zadane Z,Y. O
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